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1. Albrecht Diirer tgy dontétt, hogy kedvenc 4 x 4-es biivos négyzetének mezdit kiszinezi. A
16 mez6 mindegyike lehet piros, kék vagy zold. Hany mez&t szinezhetett pirosra, ha minden
mezének van oldalszomszédja mindkét mésik szinb6l?

Adjatok példat az Osszes lehetséges értékre, és mutassatok meg, hogy mas tényleg nem lehet.

2. Az ABC' héaromszog egyenls szari és az A csicsnél derékszoge van. Szerkesszétek meg az
Osszes olyan egyenest, amely egyszerre teljesiti az alabbi két feltételt:

1. az A és B pontoktol egyenld tavolsidgra van;
2. a C ponttol éppen haromszor akkora tavolsagra van, mint a B ponttol.

3. Hat (nem feltétleniil kiilonboz6) pozitiv egész szambol az Gsszes lehetséges modon kivalasz-
tunk kettdt, osszeadjuk Gket, és leirjuk ezeket az Osszegeket. A leirt szamok kozott legfeljebb
hény kiilonb6z6 primszam fordulhat elg?

4. Egy 52 lapos kartyapakli lapjai 1-t6l 52-ig meg vannak szédmozva. A kartyak egy sorrendjét
kézzel rendezhetének nevezziik, ha elallithatd a szamozas szerinti sorrend dgy, hogy a pakli
tetejérdl egyesével felvett lapokat mindig a keziinkben 1évék elejére, vagy végére tessziik.
Hany kézzel rendezhetd sorrendje van a kartyapaklinak?

5. Négy rab all egymés mogott egy sorban. Az 6rok a fejiikre hat, 1-t6l 6-ig szamozott sapka
koziil tesznek egyet-egyet, tehat mindenki kiilonb6z6 sorszamiu sapkat kap. Minden rab csak
a sorban elGtte allok sapkajat latja. Hatulrol el6re egyesével tippelhetnek a sajat sapkajuk
szamara (tehat elGszor az tippel, aki a harom el6tte 4llo sapkajat latja). Olyan szamra nem
tippelhetnek, amely mar korabban elhangzott. Hany biztosan j6 tipp érheté el, ha a rabok a
stratégiajukat elére megbeszélhetik?

6. Jaték: Az Albrecht Diirer Biokémiai Kutatélaboratériumban fejlesztették ki a kdvetkezs
jatékot. A jaték kezdetén a szervezdk a kapott palya alsdé soranak néhany mezdjére tesznek
egy-egy baktériumot (babut), a legfelss sorban pedig kijeldlnek néhany szomszédos CEL mez6t.
Ezutan a Tamado kezd, majd felvaltva lépnek a Védekezével. A Tamado egy korben az alabbi
haromféle 1épés egyikét valaszthatja:

1. Egy mez6n 1év6 Gsszes baktériummal egyszerre balra vagy jobbra 1ép egyet.

2. Egyetlen baktériummal elére ugrik két sornyit.

3. Kijelol egy mezét, ahol véghemegy a sejtosztodéas. Ekkor az ezen mezén 1évs sszes baktérium
osztodik: és mindegyikbdl egy-egy példany balra elére, ill. jobbra elére 1ép.

A Védekez6 minden korben eltavolithat egy baktériumot a palyarol. A Téamadd akkor
nyer, ha legalabb egy baktérium bejut valamelyik CEL mezébe; a Védekezs pedig akkor, ha
az Osszes baktérium eltiint a palyarol. Ha egy baktérium a palyan kiviilre keriil egy 1épéssel,
akkor eltavolitottnak mindsiil.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jdatékban! Ti donthetitek el a pdlya
ismeretében, hogy a Tamado vagy a Védekezd borébe szeretnétek bujni.
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1. Adott a sikon két kor és az egyiken az A és B, a
masikon pedig a C' és D pontok az abran lathatd mo- l
don. Az AB egyenes atmegy az elsé kor kdzéppontjan ’WA

és érinti a masodik kort, mig a C'D egyenes atmegy a 4

mésodik kor kdzéppontjan és érinti az elsé kort. Bizo-

nyitsatok be, hogy az AD és a BC egyenesek parhu-

zamosak.

2. Hat (nem feltétleniil kiilonb6z6) pozitiv egész szambol az Gsszes lehetséges modon kivalasztunk ket-
t6t, Osszeadjuk Gket, és leirjuk ezeket az Gsszegeket. A leirt szamok kozott legfeljebb hany kiilonb6z
primszam fordulhat elg?

3. Egy derékszogl koordinatarendszer minden racspontjat harom szin valamelyikével szineztiik, és
minden szint legalabb egyszer hasznaltunk. Bizonyitsatok be, hogy ekkor van olyan derékszogi
haromszog, melynek csticsai paronként kiilonbozs szintd racspontok (a haromszog befogoinak nem
kell a koordinatatengelyekkel parhuzamosaknak lenniiik).

4. Négy rab all egymas mogott egy sorban. Az érok a fejiikre hat, 1-t6l 6-ig szamozott sapka koziil
tesznek egyet-egyet, tehat mindenki kiilonb6z§ sorszamu sapkat kap. Minden rab csak a sorban el6tte
allok sapkajat latja. Hatulrol elére egyesével tippelhetnek a sajat sapkajuk szamara (tehat elészor az
tippel, aki a harom el6tte allo sapkajat latja). Olyan szamra nem tippelhetnek, amely mar kordbban
elhangzott. Hany biztosan jo tipp érhetd el, ha a rabok a stratégiajukat elére megbeszélhetik?

5. Adott a sikon véges sok piros, kék és sarga pont, semelyik harom nincs egy egyenesen. Barmely
piros haromszogben van kék pont, barmely kék haromszogben van sarga pont, és barmely sarga
haromszogben van piros pont.

a) Keressetek minél jobb felss korlatot a pontok szémara.

b) Adjatok konstrukeciot minél t6bb ponttal.

6. Jaték: Az Albrecht Diirer Biokémiai Kutatolaboratériumban fejlesztették ki a kovetkezd jaté-
kot. A jaték kezdetén a szervezSk a kapott pélya alsdé sordnak néhédny mezGjére tesznek egy-egy
baktériumot (babut), a legfelsé sorban pedig kijelslnek néhany (nem feltétleniil szomszédos) CEL
mezGt. Ezutan a Tamado kezd, majd felvaltva lépnek a Védekezével. A Tamado egy korben az
alabbi haromféle 1épés egyikét valaszthatja:

1. Egy mez6n 1év6 Osszes baktériummal egyszerre balra vagy jobbra 1ép egyet.

2. Egyetlen baktériummal elére ugrik két sornyit.

3. Kijeldl egy mez6t, ahol végbemegy a sejtosztodas. Ekkor az ezen mezén 1év6 6sszes baktérium
osztodik: és mindegyikbdl egy-egy példany balra elére, ill. jobbra elére lép.

A Védekez6 minden korben eltavolithat egy baktériumot a palyarol. A Tamadé akkor nyer, ha
legalabb egy baktérium bejut valamelyik CEL mezébe; a Védekezd pedig akkor, ha az dsszes bakté-
rium elttint a palyarol. Ha egy baktérium a palyan kiviilre keriil egy lépéssel, akkor eltavolitottnak
minGsiil.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer eqymas utdn ebben a jatékban! Ti donthetitek el a pdlya ismereté-
ben, hogy a Tdmado vagy a Védekezd borébe szeretnétek bijni.
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C1. Albrecht Diirer tgy déntétt, hogy kedvenc 4 x 4-es biivos négyzetének mezéit kiszinezi. A 16 mezé mindegyike
lehet piros, kék vagy z6ld. Hany mez6t szinezhetett pirosra, ha minden mezének van oldalszomszédja mindkét masik
szinbdl?

Adjatok példat az Gsszes lehetséges értékre, és mutassatok meg, hogy mas tényleg nem lehet.
Megoldas: A bal felsd 4 kis négyzet kdzott biztosan van piros, ugyanis vagy a sarok piros, vagy a két
szomszédja koziil valamelyik. Ugyanez igaz a bal alsd, a jobb felsG és a jobb alsé 4 kis négyzetre. Ez a
négy csoport csupa kiilonbo6z6 négyzetet tartalmaz, tehat van legaldbb 4 piros négyzet.

Természetesen ez elmondhato6 a kék és zold szinre is. Ezért nem lehet 8-nél tobb piros négyzet, mert
ekkor az Gsszesen 16 négyzetbdl legfeljebb 7 maradna a kékeknek és a zoldeknek, viszont mindkett&bsl
legaldbb 4 van.

Tehat a piros négyzetek lehetséges szama 4, 5, 6, 7 vagy 8. Ezek mindegyike meg is valosithato,
példaul a kovetkezé modokon.

kilp|z|k kilp|z|k kilp|z|k plklz|p plk|z|p
z|l k| k|p z| k| k|p z|k|pl|p z|lpl|pl|k z|p|pl|k
plk|k|z plplk|z plplk|z k|l k|pl|z kElp|p| =z
k| z k klz|plk klz|plk plzlkl|p plzlk]|p

C2. Az ABC haromszdg egyenls szaru és az A cstcsnél derékszoge van. Szerkesszétek meg az Osszes olyan egyenest,
amely egyszerre teljesiti az alabbi két feltételt:

1. az A és B pontoktol egyenls tavolsagra van;

2. a C ponttol éppen haromszor akkora téavolsagra van, mint a B ponttol.
Megoldas: Jeldlje az ABC haromszog befogdjanak hosszat a, az AB szakasz felez6pontjat K. A BC
szakasz B-hez kozelebb esG negyedelSpontjat E, mig a BC egyenesen B-t61 C-vel ellentétes iranyban
|BC'|/2 téavolsagra 1év6 pontot M.

Az els6 feltételnek eleget tévs egyenesek két csoportra bonthatoak, az egyik tipus az Osszes K-n
athaladd egyenes, a masik tipus az 0sszes AB-vel parhuzamos egyenes.

A maésodik feltételnek eleget tevs egyenesek pontosan azok, melyek vagy az E, vagy az M ponton

athaladnak.
Igy mar konnyebb attekinteni azokat az egyeneseket, amelyekre
egyszerre teljesiil az els6 és a masodik feltétel is. A két-két feltétel
négy lehetséges moédon kombinalhat6, és minden kombinéciéhoz
pontosan egy egyenes tartozik. Az abran e jeloli az A B-vel parhu-
zamos és F-n athalad6 egyenest, f pedig az AB-vel parhuzamos
és M-en athaladé egyenest. Tovabba g jeloli a K-n és FE-n is at-
halad6 egyértelmi egyenest és h jeloli a K-n és M-en is athalado
egyértelmi egyenest.

C

Osszesen tehéat 4 olyan egyenes létezik, mely mind a két feltetelnek eleget tesz. Most vazlatosan
leirjuk ezen egyenesek szerkesztési menetét.

Meg tudjuk szerkeszteni az AB szakasz felez6pontjat, K-t, a BC szakasz felez6pontjat, amelyet
jeloljon F, majd az F'B szakasz felez6pontjat, E-t. Igy F a C'B szakasz B-hez kozelebbi negyedelépontja
lesz. Az F'B tavolsagot felmérhetjiik a BC' egyenesre, igy kapjuk M-et. Ezutian E-n illetve M-en
keresztiil parhuzamost szerkesztiink az AB egyenessel, igy kapjuk az e illetve az f egyenest. Végiil a
K-n és E-n, illetve K-n és M-en athalad6 egyenesek g és h.

C3. Hat (nem feltétleniil kiilénbdzs) pozitiv egész szambol az Ssszes lehetséges modon kivalasztunk kettst, osszedjuk
Sket és leirjuk ezeket az Osszegeket. A leirt szamok kozott legfeljebb hany kiilonb6z6 primszam lehet?

Megoldas: Ha nincs a szamok kozott két 1-es, és a parosak szama k, akkor a 2 nem szerepelhet az
Osszegek kozott, és kiilonboz6 paratlan primbdl pedig legfeljebb k(6 — k) darab lehet, hiszen ennyi
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paratlan Osszeg van. Ez akkor a legtobb, ha k = 3, eszerint legfeljebb 9 darab kiilonb6z6 primszam
lehet.

Ha viszont van két 1-es, és a parosak szamat megint k-val jeloljiik, akkor az 6sszegek kozott szerepel
a 2, és kiillonb6z6 paratlan primbdl legfeljebb k(6 — k) — k darab van, ugyanis a k(6 — k) darab paratlan
Osszeg kozott kétszer szerepelnek az 1+péros tipusi 6sszegek. Ez akkor a legtobb, ha k = 2 vagy k = 3,
ekkor Osszesen legfeljebb 7 darab kiilonb6z6 primszam lehet.

Tehat legfeljebb 9 kiilonboz6 primszam lehet az Osszegek kozott. Ez el is érhets: ha a hat szam a
3,9, 15, 2, 4 és 28, akkor az Osszegek kozott szerepel kilenc kiilonb6z6 primszém: 3+2=5,34+4 =7,
3+28=31,94+2=11,94+4=13,9+28=37,15+2=17,154+4 =19, 15+ 28 = 43.

C4. Egy 52 lapos kartyapakli lapjai 1-t6l 52-ig meg vannak szamozva. A kartyak egy sorrendjét kézzel rendezhetének

nevezziik, ha elgallithatdé a szdmozéas szerinti sorrend ugy, hogy a pakli tetejérsl egyesével felvett lapokat mindig a

keziinkben 1évék elejére, vagy végére tessziik.

Hany kézzel rendezhets sorrendje van a kartyapaklinak?

Megoldas: A feladat ekvivalens az alabbival: Vegyiik kézbe a paklit az eredeti sorrenddel, majd

helyezzﬁk a kértyékat egymés mégé egy sorba ﬁgy, hogy a paklibél mindig a legfelsét vagy a legalsot
Az elso 51 lap lerakasanal kétfélét léphetiink: tehetiink le kartyat alulrél vagy feliilr6l. Az utolsé lap

lerakésa viszont egyértelmt. Minden ilyen lerakas-sorozathoz rendelhetiink egy 51 hossza A-F (alulrol-

feliilrsl) betti-sorozatot. Kiilonb6zs betii-sorozatokhoz kiilonb6z8 permutaciok tartoznak, igy a keresett

permutéciok szama 2°1.

C5. Négy rab all egymas mogstt egy sorban. Az 6rok a fejiikre hat, 1-t6l 6-ig szamozott sapka koziil tesznek egyet-
egyet, tehat mindenki kiillonb6z6 sorszamu sapkat kap. Minden rab csak a sorban eltte allok sapkajat latja. Hatulrol elére
egyesével tippelhetnek a sajat sapkajuk szdmara (tehat elészor az tippel, aki a harom el6tte 4llo sapkajat latja). Olyan
szamra nem tippelhetnek, amely mar korabban elhangzott. Hany biztosan jo tipp érhetd el, ha a rabok a stratégiajukat
elére megbeszélhetik?
Megoldas: Kénnyti meggondolni, hogy négy biztosan j6 tipp nem érhet§ el: a negyedik rab ugyan latja
a tobbiek fején 1év§ sapkakat, de a maradék harom sapka koziil nem tudja eldonteni biztosan, hogy a
sajat fején melyik van. Most adunk egy stratégiat, amivel viszont harom biztosan jo tipp elérhetd.
Ehhez el8szor megadjuk a sapkaknak az abran lathato, 6t kiillonb6z6 parositasba rendezését (hason-
loan egy hatcsapatos bajnoksag fordul6ihoz), amik a kovetkezsek: 12,34, 56 (narancs); 23,45, 61 (piros),
14,26, 35 (kék), 25,13,46 (z6ld), 36, 15,24 (sziirke). Konnyen ellendrizhets, hogy ezen parositasoknak
megvan az a tulajdonsiga, hogy barmely két sapka pontosan egy pérositasban alkot part.

6 rab 5 parositisa

A rabok stratégiaja a kovetkezs. A leghatso rab latja az elsd és mésodik rab fején 1évs sapkat, és
a fenti 6t parositasbol kivalasztja azt az egyet, amelyikben ezek péart alkotnak (a fentiek alapjan ez a
parositas egyértelmi). Ezutan megnézni, hogy a harmadik rab fején melyik sapka van, és a sajatjara
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annak a parjat mondja be a kivalasztott parositas szerint. O nem biztos, hogy helyesen tippelt, de
meggondoljuk, hogy a tobbiek ezek alapjan meg tudjak hatarozni a sapkaikat.

A harmadik rab szintén latja az elsé ketts rab fején 1évé sapkéakat, igy 6 is meg tudja hatérozni
azt a parositast, ahol azok part alkotnak. Hallja, hogy a negyedik rab melyik sapkat tippelte, amibsl
6 megtudja, hogy a fején ennek a parja szerepel. Az elsd két rab miutan meghallja a harmadik és
negyedik tippjét, szintén ki tudja talalni, hogy melyik péarositas szerint tippelt a két hatso rab, hiszen
6k aszerint a parositas szerinti par két tagjat tippelik. Azt is tudjak, hogy eszerint a péarositas szerint
a sapkaik part alkotnak. Igy egyrészt a masodik rab meg tudja mondani a fején 1év6 sapkat, hiszen &
latja az els6 rabon 1évét, tehat csak annak a péarjat kell bemondania. Méasrészt ezek utan az elsd rab is
ki tudja talalni a sajat fején 1évs sapkat, hiszen rajta a masodik rab altal bemondott parja van. Tehat
az utolsé rabon kiviil mindenki tud biztosan jot tippelni.

C+1. Adott a sikon két kor és az egyiken az A és B, a masikon l
pedig a C és D pontok az abran lathaté modon. Az AB egye- ‘A

nes atmegy az els§ kor kozéppontjan és érinti a méasodik kort,

mig a C'D egyenes atmegy a mésodik kor kézéppontjan és érinti A
az els6 kort. Bizonyitsatok be, hogy az AD és a BC egyenesek
parhuzamosak.

Megoldas: Legyen az els6 kor kézéppont-
ja O1, a masodiké pedig Os. Legyen az els§
koron 1évé érintési pont F, a mésodikon 1é-
v pedig F. Legyen a két egyenes metszés-
pontja M. Ekkor az O1EM és OsF M ha-
romszogek hasonléak, mivel mindkettének
van egy derékszoge és az M-nél 1év6 szogilkk A

megegyezik. A hasonlosag aranya NE tehat

O F
MO, _ O1FE
MOy = O2F"

Mivel a két haromszog hasonld, EO1 M < = FOsM <. Ezek alapjan a O1 BE és OoC'F haromszogek

is hasonloak mivel egyenls szartuak és a szarak bezart szoge megegyezik. A hasonlosig aranya itt is
OlE Bol _ 01E
O.1 tehat = GaF

Végiil a BEA és C'F'D haromszogek is hasonléak mivel egyik szogiik derékszog, egy masikrél pedig

belattuk, hogy megegyezik. A hasonlosag aranya Z FC, tehat megint csak 01E . Ez alapjan AB = 8;?
Osszességében azt kaptuk, hogy 77 Mol = gg; = CD Ezekbdl kovetkezﬂ{ hogy = %8; = %g.

A parhuzamos szel6k tétele alapjan kovetkez1k hogy BC' péarhuzamos O10-vel és AD vel.

C-+2. Hat (nem feltétleniil kiilonb6z6) pozitiv egész szambol az Ssszes lehetséges moédon kivalasztunk kettst, osszeadjuk
Gket, és leirjuk ezeket az Osszegeket. A leirt szamok kozott legfeljebb hany kiilonb6z6 primszam fordulhat els?

Megoldas: 1d. C/3.

C+3. Egy derékszogi koordinatarendszer minden racspontjat harom szin valamelyikével szineztiik, és minden szint
legalabb egyszer hasznaltunk. Bizonyitsatok be, hogy ekkor van olyan derékszogii haromszog, melynek csiicsai paronként
kiilénboz6 szind racspontok (a haromszog befogoinak nem kell a koordinatatengelyekkel parhuzamosaknak lenniiik).
Megoldas: Legyen a harom szin piros, kék és zold. Két esetet kiilonboztetiink meg a bizonyitéasban.
1. eset: Van olyan fliggsleges vagy vizszintes racsegyenes, amelyen pontosan kétféle szin szerepel.
Ekkor feltehets, hogy van egy ilyen fiiggSleges e egyenes, és rajta kék és zold pontok vannak. Mivel
mindharom szint felhasznéaltuk a konstrukcidban, ezért van piros szini pont valahol a sikon, legyen P
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egy ilyen. Hazzuk meg a P-n atmend vizszintes egyenest, messe ez e-t (Q-ban. () szine kék vagy zold,
feltehets, hogy kék. Mivel e-n kék és zold pontok is voltak, valaszthatunk rajta egy zdld R pontot.
Ekkor PQR egy derékszogii haromszog, melynek csicsai kiilonbozd szintek.

2. eset: Minden fligg6leges és vizszintes egyenesen pontosan egy- vagy héromféle szind pontok
vannak. Konnyen meggondolhat6, hogy ha minden fiiggSleges és vizszintes egyenes egyszind, akkor
sziikségképpen egy szint hasznalhattunk csak, ami ellentmond a feltételeknek. Tehat van egy e fiiggsle-
ges vagy vizszintes egyenes, amely mindharom szint tartalmazza. Ismét feltehetjiik, hogy e fiigg6leges.
Ha P egy pontja e-nek, és a P-n atmend vizszintes egyenes tartalmaz egy P-t6l kiillonb6z6 szint @
pontot, akkor e-n felvéve egy mindkett6tsl kiillonbo6zd szinti R pontot (amit megtehetiink, hiszen e
haromféle szint tartalmaz), ismét kapunk egy tarka derékszogi haromszoget. Ez csak gy nem johet
létre, ha minden vizszintes egyenes egyszint, tehat mostantol feltehetjiik, hogy ilyen a szinezésiink.

Vegyiink két szomszédos vizszintes racsegyenest, melyen a pontok szine kiilonbo6zé, és legyen P és
Q egy-egy racspont rajtuk, melyek téavolsaga v/2, azaz, ha f a PQ-ra merdleges, P-n atmend egyenes,
akkor f 45°-0s szoget zéar be a tengelyekkel és minden vizszintes racsegyenest racspontban metsz. Mivel
van piros szint pont a sikon és minden vizszintes egyenes egyszind, f valahol belemetsz egy vizszintes
racsegyenesbe, melynek minden racspontja piros, igy f tartalmaz egy piros szini R pontot. Ekkor
PQR ismét egy derékszogi, tarka haromszog.

C+4. Négy rab all egymas mogott egy sorban. Az 6rok a fejiikre hat, 1-t8l 6-ig szamozott sapka koziil tesznek egyet-
egyet, tehat mindenki kiilénb6z6 sorszamu sapkat kap. Minden rab csak a sorban el6tte allok sapkajat latja. Hatulrol elére
egyesével tippelhetnek a sajat sapkajuk szaméara (tehat el6szor az tippel, aki a harom el6tte allo sapkajat latja). Olyan
szamra nem tippelhetnek, amely méar korabban elhangzott. Hany biztosan jé tipp érhetd el, ha a rabok a stratégidjukat
el6re megbeszélhetik?

Megoldas: 1d. C/5.

C+5. Adott a sikon véges sok piros, kék és sarga pont, semelyik harom nincs egy egyenesen. Barmely piros harom-
szbgben van kék pont, barmely kék haromszégben van sarga pont, és barmely sarga haromszdgben van piros pont.
a) Keressetek minél jobb fels6 korlatot a pontok szamara.
b) Adjatok konstrukciot minél t6bb ponttal.
Megoldas: Maximum 18 pont lehet. Megmutatjuk, hogy semelyik szinb&l nem lehet tébb, mint 6
pont.

Legyen A egy véges ponthalmaz a sikon. Az A halmaz egy haromszogelése (triangulacioja) alatt
azt értjlik, hogy A pontjait szakaszokkal 6sszekotjiik olyan modon, hogy

e a szakaszok nem metszik egymast;
e minden A-beli pont valamely szakasz végpontja;

e minden lap (azaz A pontjai altal meghatéarozott korlatos tartomény, amely nem tartalmaz mésik
A-beli pontot vagy behizott atlot) haromszog;

e A konvex burkénak, mint sokszognek az élei is be vannak huzva.

Barmely A véges ponthalmaznak létezik haromszogelése. Eldszor huzzuk be A konvex burkadnak az
éleit. Ha az oOsszes A-beli pont A konvex burkanak egy csticsa, akkor valamelyik A-beli pontot kossiik
Ossze az Osszes tObbi ponttal. Ha pedig néhény pont A konvex burkénak a belsejében van, akkor azokat
egymas utan kossiik 6ssze az Sket tartalmazo legkisebb, mar behuzott szakaszok altal hatarolt sokszog
Osszes csicsaval. Igy minden 1épés utéan a behtizott szakaszok csak haromszogeket hatarolnak, és ha az
Osszes belsd ponttal végeztiink, A egy haromszogelését kapjuk.

4/5
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Segédtétel. Legyen A egy véges, dltaldnos helyzetd ponthalmaz, és legyen Ax C A az A konvex burkd-
nak a belsejében lévd pontok halmaza. (Azaz A\ Aa a konvex burok csicsai.) Legyen hy a hdromszigek
szama A eqy tetszdleges hdromszigelésében. Ekkor

ha = |A| + |Aa] — 2> |A] — 2.

Bizonyitds. Az Euler-formulat hasznaljuk. A haromszogek mellett tekinteniink kell a kiils§, nem kor-
latos tartoményt is, igy a tartoméanyok szama h + 1. Minden él két tartoményt hatarol (a kiilss

tartomanyt is beleértve), igy az élek szama w. Az Euler-formula szerint
3ha+]A\ A
4= Pt AL gy =2
amibdl atrendezéssel kovetkezik a segédtétel. O

Rétériink annak a bizonyitasara, hogy nem lehet 6-nal tobb egyszini pont (példaul piros). Legyen
P a piros pontok halmaza; és legyen Pp, Kp és Sp azon piros, kék ill. sdrga pontok halmaza, amelyek
P konvex burkanak a belsejében vannak. Ha tekintjiik P egy haromszogelését, mindegyik haromszog
tartalmaz legalabb egy-egy kiilonb6z6 kék pontot, és ezek természetesen mind P konvex burkénak a
belsejében vannak, azaz a segédtétel szerint |[Kp| > |P| 4 |Pp| — 2. Ezutan tekintjik Kp egy harom-
szogelését. Ekkor mindegyik haromszog tartalmaz legalabb egy-egy kiilonb6z8 sarga pontot, és ezek
P konvex burkanak a belsejében vannak, hiszen maguk a Kp-beli pontok &altal alkotott haromszogek
is P konvex burkdnak a belsejében vannak. Tehat a segédtétel alapjan |Sp| > |Kp| — 2. Végil Sp
egy haromszogelését tekintve hasonloan azt kapjuk, hogy |Pp| > |Sp| — 2. A harom egyenlStlenségbdl
adodik, hogy

|Pp| > |Sp| —2 > |Kp| —4 > |P|+ |Pp| — 6,

azaz |P| < 6. Ezzel bizonyitottuk, hogy egyik szinbdl se lehet t6bb, mint 6 pont.
18 pontot el lehet helyezni az dbran lathatdo modon (s = piros, o = kék, x = sarga.) Ellendrizhetd,
hogy megfelel a feladat feltételeinek; az dbra szimmetridja miatt elég egy szint ellendrizni.

o X
X
(]
] o
o
(] X X [ )
o
o ]
[ )
X
X o
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C-1. Anna leirta a rémai szamokat 1-t6l 30-ig novekvé sorrendben. Béla is leirta ugyanezeket a
rémai szamokat, de 6 abécé-sorrendben. Hany helyen egyezik meg a két sorrend? (3 pont)

C-2. Mennyi lehet legfeljebb a maradék, ha egy kétjegyli szamot elosztunk szamjegyei 6sszegével?
(3 pont)

C-3. Az Albrecht Diirer Gimnézium 9.c osztdlydban a fitik és a lanyok koziil négyen-négyen szeretik
a matekot. Hanyféleképpen alakulhat meg az osztdly Diirer-csapata, ha a csapatnak harom matekot
szereté didkbdl kell allnia és kell legyen benne legalabb egy lany (méds megkotés nincs és a csapaton
beliili sorrend nem szamit). (3 pont)

C-4. Az ABCDEF szabélyos 0tszog DE oldalara kifelé
megszerkesztettitk az £ DX szabalyos haromszoget. Va-
lamint a BC' oldalara kifelé megszerkesztettiitk a C BPQ
négyzetet. Hany fokos a PAX szog? (3 pont)

C-5. Kozos végallomasukrél az 1-es villamos 6 percenként, a 2-es villamos 10 percenként, a 3-as
villamos 15 percenként indul. Atlagosan hany méasodpercenként indul villamos a végallomésr6l?
(4 pont)

C-6. Hany homortszoge lehet legfeljebb egy 1471-sz6gnek? (homoruszognek nevezziik a 180 foknél
nagyobb szoget) (4 pont)

C-7. Mennyi az ab szorzat lehetséges legnagyobb értéke, ha a és b pozitiv egész szamok és %Jr% =17
(4 pont)

C-8. Hanyféle téglatestet lehet épiteni 20 darab 3 x 1 x 1-es téglatestb6l? Két téglatest kiillonbozo,
ha oldalhosszai mésok, az nem szamit, hogy hogyan épitjiik 0ssze a kis téglatestekbaol. (4 pont)

C-9. Kijeloliink 10 pontot egy papirlapon. Ezutan egy 1épésben 6ssze kell kotniink két pontot egy
gorbe vonallal, és rajzolnunk kell egy Gj pontot a vonalra. Két szabaly van: egy pontbdl legfeljebb
harom vonal indulhat és két vonal nem metszheti egymést. Legfeljebb hany 1épésiink lehet? (5 pont)
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C-10. Egy kockabdl minden élével parhuzamosan ki- 4
vagtunk egy-egy négyzet alaptt hasabot az abran lathato
moédon. A hasdb alapjidnak (a négyzetnek) oldalhossza
harmada a kocka élhosszdnak. Mekkora az igy kapott
test felszine dm2-ben, ha a térfogata 160 dm3? (5 pont)

C-11. Legfeljebb hany mez6jét szinezhetjiik be egy 7 x 7T-es tablazatnak, ha azt szeretnénk, hogy
ne legyen négy olyan mez6 beszinezve, melyek kozéppontjai a tablazat oldalaival parhuzamos oldala
téglalapot alkotnak? (5 pont)

C-12. Egy hangya sétal az dbran. Az 1-es pontbdl indul, és mindig csak a nyilnak megfelel6 irdnyban
halad. Barmelyik vonalon 1 percig tart végigmennie. Ha egy pontba érkezik, és ezel6tt paratlan szamu
alkalommal jart itt, akkor egyenesen tovibbmegy az eggyel nagyobb sorszamu pontba. Ellenben, ha
ezel6tt paros szamu alkalommal jart itt, akkor visszamegy az 1-es pontba. Kivétel ez aldl az 1-es pont,
ahonnan mindig tovibbmegy a 2-esbe, és a 7-es pont, ahol befejezi a sétajat. Hany percig sétél a
hangya?

(5 pont)

C-13. Az ABC haromszog C' csicsanal derékszog van.
Allitsunk egy BADE négyzetet az atfogéra. Messe a D
C' cstcsndl levo szogfelezd BA-t F-ben és ED-t G-ben.
Ha CA = 24 és CB = 10, mennyi az ADGF négyszog
tertilete? (6 pont)
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C-14. Melyik a legkisebb n, hogy egy n c¢m oldali szabélyos haromszog kirakhaté az alabbi alakzat
néhany példanyabdl? Az alakzat kis haromszogeinek oldala 1 em.

Vv

(6 pont)

C-15. Melyik az a legnagyobb n egész szam, amelyre igaz, hogy egy szabalyos n-szog csticsait ki lehet
szinezni pirosra és kékre ugy, hogy ne legyen olyan egyenld szard haromszog, amelynek mindharom
csticsa ugyanolyan szin(i? (6 pont)

C-16. Néhany telepiilés van egy egyenes folyé két partjan. Az egyik oldalon 7 telepiilés van sorban a
parton, mig a mésik oldalon 5. Szeretnénk egyenes hidakat épiteni, melyek egy-egy telepiilést kétnek
Ossze a két partrél. A hidak nem keresztez6dhetnek, és el kell tudnunk jutni barmelyik telepiilésbol
barmelyik masikba csak ezen hidak segitségével. A telepiilések kozott csak hidakon kozlekedhetiink.
Héanyféle elrendezésben épithetjiik meg a hidakat? (6 pont)

C-17. Egy 99 x 99-es sakktdbla minden mezejében van egy érme, kezdetben irassal felfelé. Egy
lépésben kivalaszthatunk egy sorban vagy egy oszlopban négy egymas melletti mezot, majd az azokon
1év6 négy érmét megforditjuk. Hany olyan mezé van, melyre elérhetd véges sok 1épésen beliil, hogy
csak azon az egy mezén legyen iras, az Osszes tobbin fej? (7 pont)

C-18. Az ABC haromszogben C-nél derékszog van, AC = 6, BC = 8. Az AB oldal belsején
van a D pont felvéve A-t6l 30/11 tavolsdgra. A P pont az ABC koriil irt korének C-t6l kiilonbozé
metszéspontja a C'D egyenessel. Mekkora a C'P tavolsag négyzete? (7 pont)

C-19. Az 1,2,..,
bérmelyik két részhalmaz metszete néhény egymést koveté szam (az is j6, ha egy darab szdm a
metszet)? (7 pont)

101 szamoknak legfeljebb hany olyan nemiires részhalmazat valaszthatjuk ki, hogy

C-20. 2010-en iilnek egy kerek asztal koriil. Andrasnak adunk egy cukrot. Majd elindulunk és az
Andrastol jobbra 1l 1. embernek is adunk egy cukrot, majd az (1 + 2).-nak is adunk egy cukrot,
majd az (1 4+ 2 + 3).-nak is adunk egy cukrot, ..., végil az (14 2 + -+ 4+ 2009). embernek is adunk
egy cukrot. Hanyan kaptak Gsszesen cukrot? (7 pont)

Megolddkulcs:
C-1.| 15| C-5.| 180 | C-9. | 29| C-13.|338 | C-17.| 576
C-2.| 15| C-6. | 1468 | C-10. | 288 || C-14. | 12 || C-18. 80
C-3.| 52| C-7. 32| C-11.| 21 || C-15. 81 C-19. | 2601
C-4.| 111 || C-8. 10 || C-12. | 94 || C-16. | 210 || C-20. | 408
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1. Albrecht Diirer ugy dontétt, hogy kedvenc 4 x 4-es biivos négyzetének mezdit kiszinezi. A
16 mez6 mindegyike lehet piros, kék vagy z6ld. Hany mez&t szinezhetett pirosra, ha minden
mezdének van oldalszomszédja mindkét mésik szinbél?

Adjatok példat az Osszes lehetséges értékre, és mutassatok meg, hogy mas tényleg nem lehet.

2. Hat (nem feltétleniil kiilonboz6) pozitiv egész szambol az Gsszes lehetséges modon kivalasz-
tunk kett&t, osszeadjuk Gket, és leirjuk ezeket az Osszegeket. A leirt szamok kozott legfeljebb
hény kiilonb6z6 primszam fordulhat elg?

3. Legyenek a, b és c pozitiv valos szamok. Mutassatok meg, hogy
a [ b c
+ + > 2.
b+c c+a a+b

4. Egy n tagn barati tarsasagnak szerveziink tajfuté versenyt. Osszesen n futamot rendeziink,
mindegyikben egymas utan indul el az n versenyzs. Szeretnénk azt, hogy barmely versenyzd
pontosan egyszer induljon az 1.,2.,...,n. helyekrél. Tovabbé azt is szeretnénk, hogy barmely
két versenyz6 (pl.: A és B) pontosan kétszer kovesse egymast kozvetleniil, méghozzé egyszer
AB, egyszer pedig BA sorrendben.

a) Mutassatok meg, hogy n = 5 esetén nem lehet versenyt szervezni a feltételeknek megfelelGen.
b) Mutassatok meg, hogy ha n paros, akkor viszont meg lehet szervezni.

5. Az ABC D konvex négyszog A-nél levs 60°-os szogét az AC 4tlo felezi, tovabba AC D<t = 40°
és ACB< = 120°. A négyszog belsejében a P pont gy helyezkedik el, hogy PDA< = 40° és
PBA< = 10°.

a) Mekkora a DPB szog?

b) Bizonyitsatok be, hogy P az AC atlora esik.

6. Jaték: Az Albrecht Diirer Biokémiai Kutatélaboratoriumban fejlesztették ki a kdvetkezs
jatékot. A jaték kezdetén a szervezSk a kapott palya egy altaluk valasztott sordnak néhény
mezGjére tesznek egy-egy baktériumot (babut), a legfels6 sorban pedig kijelolnek néhény szom-
szédos CEL mez6t. Ezutan a Tamado kezd, majd felvaltva lépnek a Védekezdvel. A Tamadéd
egy korben az alabbi haromféle 1épés egyikét valaszthatja:

1. Egy mez6n 1év6 Osszes baktériummal egyszerre balra vagy jobbra 1ép egyet.

2. Egyetlen baktériummal elére ugrik két sornyit.

3. Kijelol egy mez6t, ahol véghemegy a sejtosztodéas. Ekkor az ezen mezén 1év6 sszes baktérium
osztodik: és mindegyikbdl egy-egy példany balra elére, ill. jobbra elére 1ép.

A Védekez6 minden korben eltavolithat egy baktériumot a palyarol. A Tamadé akkor
nyer, ha legalabb egy baktérium bejut valamelyik CEL mezébe; a Védekezd pedig akkor, ha
az Osszes baktérium eltiint a palyarol. Ha egy baktérium a palyan kiviilre keriil egy 1épéssel,
akkor eltavolitottnak mindsiil.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jdatékban! Ti dionthetitek el a pdlya
ismeretében, hogy a Tdamado vagy a Védekezd borébe szeretnétek bujni.
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1. Hat (nem feltétlentil kiilonb6z6) pozitiv egész szambol az dsszes lehetséges modon kivalasz-
tunk kettdt, osszeadjuk Gket, és leirjuk ezeket az Osszegeket. A leirt szamok kozott legfeljebb
hany kiilonb6z6 primszam fordulhat els?

2. Legyenek x1, s, ..., x, pozitiv egészek (n > 4) egy koron ugy, hogy x; osztja a két szom-
szédjanak Osszegét, vagyis k; = x’lx—txz“ egész minden i-re (ahol g = x,, és z,41 = x1). Legyen
S=ki+ko+--+kp.

a) Mutassatok meg, hogy S > 2n.

b) Keressetek z1,xo, . ..z, pozitiv egészeket, hogy S minél nagyobb legyen.

c¢) Bizonyitsatok minél jobb felss korlatot S-re.

3. Hat négyzet Osszteriilete 2 egység. Mutassatok meg, hogy elhelyezhetGek atfedés nélkiil egy
2 X 2-es négyzetben.

4. Adott a sikon véges sok piros, kék és sarga pont, semelyik harom nincs egy egyenesen.
Barmely piros haromszogben van kék pont, barmely kék haromszogben van sarga pont, és
barmely sarga haromszéghen van piros pont.

a) Keressetek minél jobb felss korlatot a pontok szamara.

b) Adjatok konstrukciot minél tobb ponttal.

5. Az ABC haromszog beirt kore a BC, CA, AB oldalakat rendre az A;, B;, C; pontokban
érinti. A P, Qp, R, pontok rendre a BCY, C1A;, A1 B szakaszok pontjai ugy, hogy BP,Qy Ry
paralelogramma. Ugyanigy a P,., ()., R. pontok rendre a C'By, B1A;, A,C szakaszok pontjai
ugy, hogy C' P.Q.R. paralelogramma. A PR, és P.R. egyenesek metszéspontja 1. Mutassatok

meg, hogy TQy = TQ..

6. Jaték: Az Albrecht Diirer Biokémiai Kutatélaboratériumban fejlesztették ki a kovetkezs
jatékot. A jaték kezdetén a szervezdk a kapott palya alsd soranak néhany mezdjére tesznek egy-
egy baktériumot (babut), a legfels§ sorban pedig kijelolnek néhény (nem feltétleniil szomszédos)
CEL mez6t. Ezutan a Tamado kezd, majd felvaltva lépnek a Védekezével. A Tamado egy
korben az alabbi haromféle 1épés egyikét valaszthatja:

1. Egy mez6n 1év6 Osszes baktériummal egyszerre balra vagy jobbra 1ép egyet.

2. Egyetlen baktériummal elére ugrik két sornyit.

3. Kijelol egy mez6t, ahol véghemegy a sejtosztodéas. Ekkor az ezen mezén 1év6 sszes baktérium
osztodik: és mindegyikbdl egy-egy példany balra elére, ill. jobbra elére 1ép.

A Védekez6 minden korben eltavolithat egy baktériumot a palyarol. A Téamadd akkor
nyer, ha legalabb egy baktérium bejut valamelyik CEL mezébe; a Védekezs pedig akkor, ha
az Osszes baktérium eltiint a palyarol. Ha egy baktérium a palyan kiviilre keriil egy 1épéssel,
akkor eltavolitottnak mindsiil.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jdatékban! Ti donthetitek el a pdlya
1smeretében, hogy a Tamado vagy a Védekezd borébe szeretnétek bujni.
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D1. Albrecht Diirer tgy dontétt, hogy kedvenc 4 x 4-es biivos négyzetének mezdit kiszinezi. A 16 mez$ mindegyike
lehet piros, kék vagy z6ld. Hany mez6t szinezhetett pirosra, ha minden mezének van oldalszomszédja mindkét masik
szinb6l?

Adjatok példat az Gsszes lehetséges értékre, és mutassatok meg, hogy mas tényleg nem lehet.

Megoldas: 1d. C/1.

D2. Hat (nem feltétleniil kiilénbdzd) pozitiv egész szambol az Ssszes lehetséges médon kivalasztunk kettst, dsszeadjuk
Gket, és leirjuk ezeket az Osszegeket. A leirt szamok kozott legfeljebb hany kiilonb6z6 primszam fordulhat elg?

Megoldas: 1d. C/3.

D3. Legyenek a,b és c pozitiv valés szamok. Mutassatok meg, hogy

a n b n c <9
b+c Vec+a a+b '

Megoldas: Legyen S = a + b + c. Elgszor megmutatjuk, hogy ,/ b+c \ /a+b+c - g > 25,
Mindkét oldal pozitiv, igy négyzetre emelhetiink: %~ > 4%. A nevezdkkel felszorozva (mlndkett()’

pozitiv): aS? > 4(S — a)a®. Végiil egy oldalra rendezve:
aS? — 4(S — a)a* = a(S? — 4Sa + a?) = a(S — 2a)* > 0.

Ez pedig teljesiil, hiszen a > 0 és (S —2a)? > 0. Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha S —2a = 0,
azaz a = % Mivel végig ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, igy az eredeti egyenlGtlenség is teljesiil,
és csak a = g esetén teljesiil egyenlGség.

Igy tehat meg tudjuk becsiilni a feladatban szerepld egyenlétlenség bal oldalat:

a b c b at+b+c
N N N 508 L gh 1 gC _gatbie o
bre Vevra Vaxs= S+ s %s 5

Ezzel belattuk, hogy a bal oldal legalabb 2, igy mér csak azt kell megmutatnunk, hogy 2 nem lehet.
Ha meégis 2 lenne, akkor az el6z6 egyenl6tlenségekben is egyenléségeknek kell allniuk, és ez lattuk, hogy
akkor teljesiill, haa=b=c= % Viszont ekkor S=a+b+c= %S lenne, ami nem teljestilhet, hiszen
S > 0.

D4. Egy n taga barati tarsasagnak szerveziink tajfuté versenyt. Osszesen n futamot rendeziink, mindegyikben egymés
utan indul el az n versenyzgd. Szeretnénk azt, hogy barmely versenyz6 pontosan egyszer induljon az 1.,2., ..., n. helyekrsl.
Tovabba azt is szeretnénk, hogy barmely két versenyzs (pl.: A és B) pontosan kétszer kovesse egymast kozvetleniil,
méghozza egyszer AB, egyszer pedig BA sorrendben.

a) Mutassatok meg, hogy n = 5 esetén nem lehet versenyt szervezni a feltételeknek megfelelGen.

b) Mutassatok meg, hogy ha n péros, akkor viszont meg lehet szervezni.

Megoldas: Egy nxn-es tablazattal adjuk meg a verseny szervezését. A versenyzdket jeloljik 1,2, ..., n-
nel. A tablazat i. soranak j. eleme jeloli, hogy az 4. futamon melyik versenyzd indul a j. helyrél. Minden
sorban minden szam szerepel egyszer, hiszen egy futamon el kell indulnia mindenkinek. Es minden
oszlopban is szerepel minden szam egyszer, hiszen mindenki indul minden helyrél. Az igy megadott
tablazat egy tgynevezett Latin-négyzet. Am a miénktsl még azt is elvarjuk, hogy barmilyen (k1)
kiilonb6z8 szédmokbol 4ll6 parra van olyan ¢ és j, hogy a tablazat i. soraban a j. mezd épp k, a j + 1.

pedig épp .
a) Mivel a sorok tetszés szerint atrendezhetdek, ezért feltehetjiik, hogy

) ) . . 1 2 4
az l-es szdmu versenyz$ az ¢. versenyen az ¢. helyrél indul. Szintén 3 g
feltehetjiik (a versenyzsk esetleges atszdmozasaval), hogy az elsd fu- 1 2
tamon az induldk sorrendje: 1, 2, 3, 4, 5. Most nézziik a 2. futamon | 2
a 3., a 3. futamon a 4., és a 4. futamon az 5. versenyzst. Ezeket a 1

tablazatban most z-szel jeloltik.
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Kozvetleniil az 1. versenyzd utédn a 2. mar indult, igy a harom z helyére a 3, 4, 5 keriil valamilyen
sorrendben. Mivel a 3. oszlopban van mér 3-as, igy oda az nem keriilhet. Ha 4 keriil, akkor a 4. oszlopba
méar csak 5 keriilhet, az 5.-be pedig 3. Ha viszont 5 keriil, akkor a 4. oszlopba méar csak a 3 keriilhet,
az 5.-be pedig 4. Vagyis az harom x helyére sorban a 4, 5, 3, vagy az 5, 3, 4 kertil.

Mindkét esetben a téblazat kitoltése egyértelmi, ha csak arra figyeliink, hogy Latin-négyzet legyen.
(Am kozben ellentmondésra fogunk jutni az extra feltételiinkkel.) A kitoltést konnyt elvégezni példaul
gy, hogy valasztunk egy sort vagy egy oszlopot, melybdl legfeljebb ketté elemet nem ismeriink, és
ezeket ki tudjuk talalni. Ezen lépések segitségével egy-egy kitoltése az els6 tablazatnak:

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 4 1 4 2 1 4 3 2 1 4 3 2
15 = 15 4 = 15 4 = 1 5 4
1 3 1 3 1 3 2 1 3
1 1 2 1 5 2 1
Itt mar megkaptuk az ellentmondést (4. és 5. sorban is 2 és 1 egymas utén). A kitoltést csak azért

fejezziik be, hogy meggy6z6djlink, hogy tényleg egyértelmii.

1 2 3 45 1 2 3 45
5 1 4 3 2 5 1 4 3 2
2315 4=223123514
21 3 4 5 2 1 3
5 2 1 34 5 21

Hasonloan kapjuk, hogy a masik esetben a tablazat egyetlen lehetséges kitoltése (ha csak arra
figyeliink, hogy Latin-négyzet legyen):

1 2 3 4 5
4 1 5 2 3
5 4 1 3 2
35 21 4
2 3 4 51

Ez is tobb ponton megsérti az extra feltételiinket, példaul az 1. és a 2. sorban is van 2 és 3 egymaés
mogott.

b) Most pedig megmutatjuk, hogy van alkalmas kitéltés, ha n = 2m, ahol m € N*.

Elgszor megadjuk a konstrukciot, aztdn megmutatjuk, hogy helyes.

Legyen az els6 sor: 1,2m,2,2m —1,3,2m —2,...,m — 1, m. Ezutén az i. sort gy kapjuk, hogy az
els6 sor minden eleméhez (i — 1)-et adunk, és az igy kapott szamnak vessziik a 2m-es maradékat (0
helyett 2m-et).

Az lathato, hogy az elsé sorban minden elem pontosan egyszer szerepel, és mivel ugyanazt adjuk
hozzajuk, ezért minden sorban is minden elem pontosan egyszer szerepel. Az is konnyen latszik, hogy
minden oszlopban minden elem pontosan egyszer szerepel, hiszen az els6 sorban szerepl6hoéz adtunk
1-et, 2-t, 3-at, ..., (2m — 1)-et (mod 2m), vagyis megkaptuk az Osszes maradékot pontosan egyszer.

Mar csak azt kell megmutatni, hogy tetszéleges (k, 1) par megtalalhato szomszédos mezGkon.

Ehhez elgszor megmutatjuk, hogy az els6 sorban barmely d € 1,2,...2m — 1 el6all valamely két
szomszédos elem kiilonbségeként (a jobb oldalibol kivonva a bal oldalit modulo 2m). Ha parosadik
helyen szerepls elembdl vonjuk ki az elézét: 2m—1, (2m—1)—2=2m -3, (2m—2)—3=2m—5, ...,
m—(m—1) = 1, vagyis megkapjuk az 6sszes paratlan szamot. Ha paratlanadik helyen szerepld elembdl
vonjuk ki az el6z6t: 2—2m=2,3—(2m—-1)=4,4— (2m—2)=6, ..., (m—1)—(m+1) =2m — 2,
vagyis megkaptuk az Gsszes paros szamot is (a 0-t természetesen nem).
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Most pedig megmutatjuk, hogy tetszéleges (k,l) par megtaldlhatoé szomszédos mezdkon. Legyen
d=1—k (mod 2m). Ekkor az els§ sorban keressiik meg, melyik két szomszédos mez6 kiilonbsége lesz
d, legyenek ezek a j. és (j+ 1)., a rajtuk szerepld szam pedig a; és aj41, vagyis aj41 —a; =d=1—k.
Most menjiink le a (k — a; + 1). sorba, és nézziik itt szintén a j. és (j + 1). elemet. A tablazat képzési
szabélya miatt el6bbi a; + (k — a;) = k, utobbi aj11 + (kK —aj) =k + (aj11 —aj) =k + (- k) =1
lesz, és igy készen is vagyunk.

D5. Az ABCD konvex négyszog A-nal levs 60°-os szogét az AC atlo felezi, tovabba ACD< = 40° és ACB< = 120°.
A négyszog belsejében a P pont tgy helyezkedik el, hogy PDA< = 40° és PBA< = 10°.

a) Mekkora a DPB sz6g?

b) Bizonyitsatok be, hogy P az AC atlora esik.
Megoldas: a) Mivel az A-nal 16v6 szoget felezi az AC atlo, ezért CAB< = 30° . Az ABC haromszog-
ben a szogek Osszege 180°, ezért ABC'< = 30°.

Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy PBC<t = 20°. Masik oldalon kijon ugyanigy, hogy PDC< = 70°.
Most nézziik a PBC D négyszoget.

A bels6 szogek Osszege itt 360° lesz, azaz kijon, hogy a DPB< = 110°.

b) Tegyiik fel, hogy a P pont nincs az atlon. Ekkor legyen az atlo és a BP egyenes metszéspontja
Py, az atl6 és a DP egyenes metszéspontja Ps.

Most belatjuk, hogy C'P; = CP». Ez azt jelentené, hogy nem igaz a feltevésiink.

Az lathato, hogy a CP, = CD, mivel a C'D P, haromszog egyenld szara. Még azt kell belatni, hogy
CD=CP.

Vegyiik észre azt, hogy BC = AC, mivel ABC< = BAC<. Irjunk fel két szinusz-tételt a BOP;
haromszogre és az AC'D haromszogre.

. 2E@elhausznélva hogy AC' = BC, az jon ki, hogy a C'Pj, akkor lesz egyenls a C'D-vel, ha S§E11310;O =
Sin
sin 40° *

Ezt atrendezve:
/2 sin 20°

sin70°  2sin20° cos 20
Atalakitva: sin 70° = cos 20°, ez pedig igaz.
Vagyis CP; = C' Py, azaz nem igaz a feltevés, hogy P nincs az atlon.
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D-1. Hat (nem feltétleniil kiilsnb6z6) pozitiv egész szambol az dsszes lehetséges modon kivalasztunk kettét, dsszeadjuk
Gket, és leirjuk ezeket az Osszegeket. A leirt szamok kozott legfeljebb hany kiilonb6z6 primszam fordulhat elg?

Megoldas: 1d. C/3.

D-+2. Legyenek z1,22,...,z, pozitiv egészek (n > 4) egy korén tgy, hogy z; osztja a két szomszédjanak Osszegét,

Ti—1+Ziq1

vagyis k; = egész minden i-re (ahol zo = X, éS Tni1 = x1). Legyen S = k1 + ko + -+ + kn.

£
a) Mutassatok meg, hogy S > 2n.
b) Keressetek x1, x2, ..., pozitiv egészeket, hogy S minél nagyobb legyen.

c) Bizonyitsatok minél jobb fels§ korlatot S-re.
Megoldas: a)

X X
i—1 i—1 i—1 -1 i—1 T i—1 Nt

A zarojelekben pozitiv szam és reciprokanak Gsszege szerepel, igy mindegyik legalabb kettd, vagyis

S = Z( x’“) 22—271

b) Legyen z; = i. Ekkor k; = (EUEED — 9 ha € {2,3,...,n — 1}. Tovabba k; = 242,
ky, = w = 1, vagyis mindegyik egész, és S =1+2(n—2)+n+2=3n—1.

c) Megmutatjuk, hogy S < 3n — 1, vagyis a b) részben talalt érték nem javithato. Ezt n szerinti
indukcidval fogjuk megmutatni. A feladat értelemszertien kiterjeszthets az n < 3 esetekre is, és példéaul
n = 2-re trividlis az &llités.

Most tegyiik fel, hogy n — 1-re mar belattuk az allitdst. Megmutatjuk, hogy n-re is igaz. Keressiink
egy maximalis értékd x;-t, szimmetria miatt feltehets, hogy ez x,. Ekkor két esetet kiilonboztetiink
meg: x, vagy megegyezik valamelyik szomszédjaval, vagy szigortian nagyobb mindketténél.

1. eset: x, = x1. Megmutatjuk, hogy ebben az esetben minden i-re x; = x,. Tegyiik fel, hogy
azt méar tudjuk, hogy =z, = z1 = 9 = --- = z;. Ekkor nézzilkk z;11-et. Mivel 1 < z;41 < xy, Igy
Tn+1 < 2oy + zip1 < xp + Ty, ugyanakkor x;_1 + x;41 oszthatd x; = x,-nel, igy az egyetlen
szobajohets értéke: x;—1 + ziy1 = 2x,, vagyis x;41 = x,. Tehat ekkor minden x; megegyezik, igy
minden k; =2, és .S =2n <3n—1.

2. eset: xp—1 < xp > x1. Ekkor megmutatjuk, hogy az z1,x2...x,—1 szamok (n — 1)-re kielégitik
a feladat feltételeit (az @j hanyadosokat jeloljiik kl-vel), igy majd hasznalhatjuk az indukciot. Ha
i€42,3,...,n— 2}, és x;-vel osztunk, akkor a hanyados nem valtozik, igy ezekre teljesiil a feltétel, és
ki = k;. Csak azt kell megmutatni, hogy z1 | 22 + z5—1, és Tp—1 | Tp—2 + 1.

Feltevésiink szerint z,, | 1 + xp—1 < Ty, + Xy, igy sziikségképpen k, = 1, azaz ©, = 1 + Tp_1.
Ezt felhasznalva: k] = x2+len,1 = z2+‘§’; L = ky — 1, vagyis egész a hanyados tehat az oszthatosag
teljestil. Ugyanigy kI,_, = m"forzl = In 2;:”1“ L=k,
Alkalmazhatjuk az indukciot:

Ti41

—1 — 1 is egész.

3n—1)—1>k +kh++k, o+k,_ 1 =ki—14+ko+ +knothkp1-1=S—k,—2=5-3,
atrendezve S < 3n — 1, épp amit akartunk.

D-3. Hat négyzet Osszteriilete 2 egység. Mutassatok meg, hogy elhelyezhetSek atfedés nélkiil egy 2 x 2-es négyzetben.

Megoldas: Nevezziik el igy a hat négyzet oldalhosszait csokkend sorrendben: x1, x2, x3, T4, T5, 6.
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Belatjuk, hogy az abran lathaté6 médon elhelyezhetSk ezek a négyzetek. Ehhez a kovetkez6 egyen-
16tlenségeket kell belatnunk: a) 1 + 292 <2, b) zo+ 23+ 26 <2ésc) o+ x4 + x5 < 2

a) Az 22423 < 2 egyenl6tlenséghdl fogjuk belatni az z1+x2 < 2 egyenlstlenséget. Elég megmutatni,
hogy (z1+z2)? < 4, ami azzal ekvivalens, hogy z?+z3+2x122 < 4. Hogy ezt belassuk, elég megmutatni,
hogy 27122 < 2% + 23 < 2. Ez pedig igaz, hiszen 22 + 23 — 22172 = (21 — 22)? < 4

Most belatunk egy hasznos segédallitast. Ha két szdm négyzetosszege adott és szeretnénk a két szam
Osszegét maximalizalni, akkor a két szamot egyenlének kell valasztani. Legyen a? +b? = c. (a+b) akkor
maximélis ha (a + b)? maixmélis. (a + b)? = a? + b? + 2ab = ¢ + 2ab. Vagyis a + b akkor maximalis, ha
2ab a lehetd legnagyobb. Azt tudjuk, hogy (a—b)? = a®+b>—2ab > 0. Tehat 2ab legfeljebb a? +b% = c.
Ez el is érhet6 az a = b esetben, tehat ekkor maximalis (a + b).

b) Azt szeretnénk belatni, hogy x2 + z3 + x¢ < 2. Ehhez gondoljuk meg, hogy melyik esetben a
lehet6 legnagyobb az xo + x3 + xg Osszeg. Belatjuk, hogy pontosan akkor, ha 3 = x2 = z3. Ha o3
nem egyenld xo-vel, akkor a segédallitasunk alapjan tudjuk noévelni az Osszeget, ha x1-et csokkentjiik
és xo-t noveljlik. Tehat x1 = z9 sziikséges a maximalitdshoz. Ha x9 nem egyenlé xs-mal, akkor tudjuk
novelni az Osszeget xo és x3 egyenlévé tételével. Tehat 1 = x9 = x3.

Hasonl6 médon meggondolhato, hogy csak akkor lehet maximélis x2 4+ z3 + xg, ha z4 = x5 = z§.
Legyen x1 = x9 = z3 = a és x4 = x5 = vg = b. Ekkor 3(a + b2) = 2, és azt szeretnénk belatni, hogy
2a + b < 2. Legyen ¢ = ¢. Ekkor az elézdek alapjan 4c? + b? = 2, és célunk belatni, hogy 4c +b < 2.
Alkalmazzunk egy szémtam négyzetes egyenlotlenseget az ¢, ¢, c, c, b szamokra: /(4c? + b2)/5 > (4c+

b)/5. Ebbdl azt kapjuk, hogy (4c+b) < 5,/2% < 2.

c) Hasonlé modszerekkel megmutatjuk, hogy To + x4 + x5 < 2. Megint gondoljuk meg, hogy ez az
Osszeg mikor lehet maximaélis. Azt latjuk be, hogy ez csak akkor lehet maximalis, ha x1 = z9. Ha a3
nem egyenld xo-vel, akkor tudjuk ndvelni az osszeget x; csokkentésével és xo novelésével a segédallitas
alapjan.

Mésrészt, csak akkor lehet legnagyobb az Osszeg, ha x3 = x4 = z5. Ha 3 nem egyenls z4-gyel,
akkor tudjuk novelni az Osszeget x3 csokkentésével és x4 novelésével. Ha x4 nem egyenls xs-tel, akkor
tudjuk novelni az Osszeget x4 és x5 egyenldvé tételével.

Valamint akkor lehet csak a legnagyobb az 6sszeg, ha ¢ = 0. (Ha nem nulla, akkor tudjuk zg-ot
csokkenteni és a tobbi tagot novelni.) Ezek alapjan vegyiik a maximalis esetet, és legyen 21 = x93 = a,
r3 = x4 = x5 = b. Ekkor a négyzetek teriilete 2a? 4+ 3b? = 2, és azt kell belatni, hogy a + 2b < 2.
Ezek ekvivalensek azzal, hogy 12a% + 18b? = 12, és azt kell belatni, hogy 6a + 12b < 12. Valasszuk
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meg c-t és d-t ugy, hogy ¢ = 2a és 2d = 3b. Ekkor 3¢? + 8d% = 12, és azt szeretnénk belatni, hogy 3¢ +
8d < 12. Alkalmazzunk egy szamtani-négyzetes egyenlGtlenséget a ¢, c,c,d,d,d,d,d,d, d,d szamokra:
\/ 3c2f'18d2 > 3Cf'18d Azaz 3¢+ 8d < 114/2 °2+8d2 . A jobb oldal kisebb mint 12, mivel négyzetreemelés
utédn azt kapjuk, hogy 132 < 144. Tehét 3d —|— 8c < 12.

Ezek alapjan igazak az egyenlStlenségek, azaz el lehet helyezni a hat négyzetet.

D-+4. Adott a sikon véges sok piros, kék és sarga pont, semelyik harom nincs egy egyenesen. Barmely piros harom-
szbgben van kék pont, barmely kék haromszégben van sarga pont, és barmely sarga haromszdgben van piros pont.

a) Keressetek minél jobb fels6 korlatot a pontok szamara.

b) Adjatok konstrukciot minél t6bb ponttal.

Megoldas: 1d. C+ /5.

D-+5. Az ABC haromszdg beirt kore a BC, CA, AB oldalakat rendre az Ay, By, C1 pontokban érinti. A Py, Qy,
Ry pontok rendre a BC1, C1 A1, A1 B szakaszok pontjai ugy, hogy BP,QyRp paralelogramma. Ugyanigy a P., Q., R.
pontok rendre a C'B1, B1 A1, A1C szakaszok pontjai ugy, hogy CP.Q.R. paralelogramma. A P,Ry és P.R. egyenesek
metszéspontja 1. Mutassatok meg, hogy TQ, = T'Q..

Megoldas: Megmutatjuk, hogy a T pont hédrom koérnek a kozos hatvanypontja. Ezen harom kor a
haromszog k beirt kore, illetve a Qp és a Q., mint pontkérok. Ha ezt belattuk, abbél nyilvanvaléan
kovetkezik a feladat allitasa.

Ehhez el6szor megmutatjuk, hogy k és Q. hatvanyvonala P.R., mégpedig tgy, hogy mind P.-bdl,
mind R.-bdl ugyanakkora lesz a pontok korre vonatkozd hatvanya.

Mivel A; és B; a beirt kor érintési pontjai, igy |A1C| = |B1C|, és igy B1A1C< = A1B1C<. A
paralelogramma oldalai parhuzamosak, igy B1Q.P.<< = B1A1C< = A1B1C< = A1Q.R.<, emiatt
pedig B1P.Q. és Q.R.A; is egyenl@szara haromszog, vagyis | By P.| = |Q.P:| és |Q:.R:| = |A1R.|.

P.-bsl a Q. korre vonatkozo hatvanya |P.Q.|?, mig k-ra vonatkozé hatvanya |BjP.|?, hiszen a
P,-b6l huizott érinté Bi-ben érinti a kort. Mint lattuk, ez a két érték megegyezik, igy P. rajta van
a hatvanyvonalon. Hasonléan R. Q.re vonatkozd hatvanya |R.Q.|?, mig k-ra vonatkozd hatvanya
|A1R.|?, melyek szintén megegyeznek, igy R, is rajta van a hatvanyvonalon, vagyis a hatvanyvonal
megegyezik P, R.-vel.

Ugyanigy kaphatjuk, hogy k és @Qp hatvanyvonala P,Ryp, vagyis a harom kor kézos hatvanypontja
a két egyenes metszéspontja, azaz a T pont. Emiatt |QpT|? = |Q.T|?, és épp ezt akartuk beldtni.
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D-1. Anna leirta a rémai szamokat 1-t6l 30-ig névekvd sorrendben. Béla is leirta ugyanezeket a
rémai szamokat, de 6 abécé-sorrendben. Hany helyen egyezik meg a két sorrend? (3 pont)

D-2. Egy aut6 100 kilométeren kétszer annyit fogyaszt, ha 120 km/h-val megy, mint ha 30 km /h-
val menne. Ha 120-szal két érat tud menni egy tank benzinnel, akkor 30-cal hany percenként kell
megallnia tankolni? (3 pont)

D-3. Az Albrecht Diirer Gimnazium 11.D osztalydban a fitik és a lanyok koziil is tizen-tizen szeretik
a matekot. Hanyféleképpen alakulhat meg az osztdly Diirer-csapata, ha a csapatnak harom matekot
szereté didkbodl kell allnia, és kell, hogy legyen benne legaldbb egy lany. (Mas megkotés nincs, és a
csapaton beliili sorrend nem szamit.) (3 pont)

D-4. Négy egész szambdl mind a hatféle paronkénti szorzatot kiszamitottuk. A hat szorzat kozul
6tnek az értéke: 20, 30, 40, 50, 60. Mennyi a hatodik szorzat értéke? (3 pont)

D-5. Az abran a Diirer Kreativ Névkitalalé Kft. irodajanak
alaprajza lathaté. A pontok oszlopokat jelolnek, melyek segit-
ségével 16 egyforma négyzet alaki mezore fel lehet osztani az
irodat. Minden ilyen mez6ben egy ember dolgozik. Néhany
szomszédos oszlop kozé kelet-nyugati vagy észak-déli iranyu fa-
lakat is épitettek, bar ezeket (az iroda kiilsé falan kiviil) az 1 4 ? 3
abran nem jeloltiik. Egy mezén il6 ember északi, déli, nyugati,
illetve keleti irdnyban latja az Osszes kollégdjat, kivéve ha va- 4 6
lahol falat épitettek kettdjitk kozé. Néhany mezore ra is {rtuk,
hogy az ott iil6 hdny munkatarsat latja. Milyen szdmot irhat- 4 5 3
tunk a kérddjeles mezdre? (4 pont) . . .

D-6. Melyik az a legnagyobb n egész szam, melyre barmilyen pozitiv egész k esetén 2016™ osztja a
k(k+1)(k+2)---(k+2015) szorzatot? (4 pont)

D-7. Egy hangya sétédl az abran. Az 1-es pontbdl indul, és mindig csak a nyilnak megfeleld irdanyban
halad. Barmelyik vonalon 1 percig tart végigmennie. Ha egy pontba érkezik, és ezel6tt paratlan szamu
alkalommal jart itt, akkor egyenesen tovibbmegy az eggyel nagyobb sorszamu pontba. Ellenben, ha
ezelOtt paros szamu alkalommal jart itt, akkor visszamegy az 1-es pontba. Kivétel ez aldl az 1-es pont,
ahonnan mindig tovabbmegy a 2-esbe, és a 7-es pont, ahol befejezi a sétajat. Hany percig sétal a
hangya? (4 pont)
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D-8. Egy egyenes henger alakti vodor alapjanak teriilete 450 cm?.

toltiink, majd ebbe egy téglatestet allitunk, amelynek van 18 cm-es és 20 cm-es éle is, a harmadik

élhosszat nem ismerjiikk. Ha a 18 cm-es él all fliggdlegesen, akkor 12 cm a vizszint. Ha a 20 cm-es él all

fliggblegesen, akkor 10 cm a vizszint. Hany cm magas a vizszint, ha a harmadik él all fiiggdlegesen?
(4 pont)

A v6doérbe valamennyi vizet

D-9. Az ABC haromszog C' cstcsanal derékszog van.

Allitsunk egy BADE négyzetet az atfogéra. Messe a D
C csicsnél levd szogfelez6 BA-t F-ben és ED-t G-ben.

Ha CA = 24 és CB = 10, mennyi az ADGF négyszog

tertilete? (5 pont) B

F
C A
D-10. Melyik az a legkisebb pozitiv egész k szam, melyre teljesiil, hogy ha akdrhogyan is van megadva
véges sok (nem feltétlentl kiilonb6zd) szam a [0, 1] intervallumbdél, melyek sszege 2017, akkor szét
lehet osztani ezeket a szdmokat k (esetleg iires) csoportba, hogy minden csoportban legfeljebb 1 legyen
az Osszeg? (5 pont)

D-11. Melyik az a legnagyobb n egész szam, amelyre igaz, hogy egy szabalyos n-szog csucsait ki lehet
szinezni pirosra és kékre igy, hogy ne legyen olyan egyenld szard haromszog, amelynek mindharom
csticsa ugyanolyan szinti? (5 pont)

D-12. Egy 8 x 8-as sakktdblara pakolunk s alaku trimindkat atfedés nélkiill. Mennyi a lehetd
legkevesebb trimind, amit feltehetiink gy, hogy tébbet mar ne lehessen feltenni? (5 pont)

D-13. Egy 2017 x 1729-es tablazat mezo6ibe kétszer beirtuk 1-t6l 2017 - 1729-ig az egész szamokat
nagysag szerinti sorrendben. ElOszor soronként felilrél lefelé és azon beliil soronként balrdl jobbra,
masodszor pedig oszloponként balrél jobbra és azon belil oszloponként feliilrol lefelé. Héany mezdbe
keriilt ugyanaz a szam a két kitoltés soran? (6 pont)

D-14. Egy 99 x 99-es sakktdbla minden mezejében van egy érme, kezdetben irassal felfelé. Egy
lépésben kivalaszthatunk egy sorban vagy egy oszlopban négy egymas melletti mezot, majd az azokon
1év6 négy érmét megforditjuk. Hany olyan mezé van, melyre elérhet véges sok 1épésen beliil, hogy
csak azon az egy mezén legyen iras, az Osszes tobbin pedig fej? (6 pont)

D-15. Az ABC héromszogben C-nél derékszog van, AC = 6, BC' = 8. Az AB oldal belsején van a D
pont felvéve A-t61 30/11 tavolsdgra. A P pont az ABC héromszog koriil irt korének C-t6l kiilonb6z6
metszéspontja a C'D egyenessel. Mekkora a C'P tavolsag négyzete? (6 pont)
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D-16. Néhany ember sorban 4ll a buszmegalléban. Ot egymas mogott 4llot sorban megkérdeztiink,
és ezeket mondtak:

1. Mogottem kétszer annyi lany all, mint eléttem.

2. Mogottem ugyanannyi lany all, mint amennyi fit el6ttem.
3. A kozvetlen mogottem alld két ember kiillonb6zé nemii.

4. Mogottem ugyanannyi fia 4ll, mint amennyi lany el6ttem.
5. El6ttem és utanam ugyanannyi fiu all.

Legfeljebb hanyan allhatnak a buszmegélloban? (6 pont)

D-17. Egy egyenes folyé két partjan taldlhaté néhany telepiilés. Az egyik oldalon 11 van sorban a
parton, mig a mésik oldalon 7. Szeretnénk egyenes hidakat épiteni, melyek egy-egy telepiilést kétnek
Ossze a két partrél. A hidak nem keresztezhetik egymast, és el kell tudnunk jutni barmelyik telepiilésbél
barmelyik mésikba csak ezen hidak segitségével. A telepiilések kozott csak hidakon kozlekedhetiink.
Héanyféle elrendezésben épithetjiik meg a hidakat? (7 pont)

D-18. Legyenek z1,x9,...,z19 valés szdmok, melyekre 0 < z; < i (i = 1,2,...,10). Ekkor mi az
alabbi kifejezés maximalis értéke?

fZ’ + 90% 4+ 1‘?0 — (T12223 + T2X324 + - - - T10T1X2)

(7 pont)

D-19. 2010-en iilnek egy kerek asztal koriil. Andrasnak adunk egy cukrot. Majd elindulunk és az
Andréstol jobbra 1l 1. embernek is adunk egy cukrot, majd az (1 + 2).-nak is adunk egy cukrot,
majd az (1 + 2 + 3).-nak is adunk egy cukrot, ..., végil az (1 + 2+ --- 4+ 2009). embernek is adunk
egy cukrot. Hanyan kaptak Gsszesen cukrot? (7 pont)

D-20. Héiny olyan 0 < n < 3% egész szam van, melyre teljesiil, hogy a 0 < k < 3 egész szdmok koziil

pontosan 216 olyan van, melyre m nem egész? (7 pont)

3k)!-

Megolddkulcs:

D-1. 15 || D-5. 3| D-9. 338 || D-13. | 289 || D-17. | 8008
D-2. | 960 || D-6. | 334 || D-10. | 4033 || D-14. | 576 || D-18. | 2379
D-3. ] 1020 || D-7. | 94 || D-11. 8 || D-15. | 80 || D-19. | 408
D-4. 24 || D-8. | 16 || D-12. 11 || D-16. | 22 || D-20. | 420




