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Véalogatas a Diirer Verseny feladataibol

1. Kupido és Amor a kivetkezd jatékkal dtik el az idét: 6 ember kéziil felvdltva kettdt-kettét eqgymdsba
habaritanak. Az a nyertes, aki eldszor létrehoz a sajdt szerelmeibdl eqy szerelmi hdromszéget. A szerelem
kélcsinds, a szerelmi hdromszog hdrom olyan emberbdl dll, akik kozil bdrmely kettd szerelmes egymdsba.
Bujjatok Kupidé vagy Amor bérébe, és jdtszatok a feliigyeldkkel!

Lehetséges-e, hogy a jatékban déntetlen, azaz barmely két ember szerelmes egymdsba, de sem Kupidd,
sem Amor nem nyert?

(II. Diirer Verseny, Déontd, 2009, 7-8. osztdlyosoknak)

2. Az iskolai focibajnoksdg egy csoportjdban 4 csapat van. A csoportban mindenki mindenkivel egyszer
jdtszik. Gydzelemért 3, vereségért 0, dontetlenért 1 pont jar. A két legtdbb pontot dsszegyijté csapat
jut dontdbe (pontegyenléség esetén pénzfeldobdssal dontenek). Az eqyik csapat edzdje a bajnoksdg
megkezdése eldtt a kévetkezdket irta a tdbldra:

1. Ha legalabb a pontot elériink, biztosan tovabbjutunk.

2. Legaldbb b pontot el kell érniink, hogy legyen esélyink tovabbjutna.
3. A legmagasabb pontszdam, amivel kieshetiink: c.

4. d a legmagasabb pontszam, amivel biztosan kiestink.

Mennyi a,b,c és d értéke, ha az edzd nem hibdzott?

(VI. Diirer Verseny, Levelezd, 2011, 7-8. osztdlyosoknak)

3. Adott egy tizes szdamrendszerbeli irraciondlis szdm tizedestort alakban. FEzt a szamot gy vdltoz-
tathatjuk meg, hogy minden szomszédos szimjeqypdria kozé legfeljebb k 1j szdmjegyet szirhatunk be.
Igazoljuk, hogy megudlaszthatjuk k-t gy, hogy a fenti mdvelet segitségével minden irraciondlis szdmot
raciondlissd tehetink. Mi a k lehetd legkisebb értéke, amellyel ezt még elérhetjiik?

(IV. Diirer Verseny, Dontd, 2011, 11-12. osztdlyosoknak)

Megjegyzés: Az el6adason nem hangzott el a kovetkezs érdekes kérdés.

e Ha véletlenszerien valasztunk egy szamot, mennyi az esélye, hogy a valasztott szadm d-kritikus
lesz?

4. Le lehet-e fedni eqy 2010 x 2010-es négyzetet, a tetrisbél ismert L-betikkel? Es eqy 2010 x 2012-es
téglalapot T-betikkel?

(I111. Direr Verseny, Dontd, 2010, 11-12. osztdlyosoknak)
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II.

5. Diirer dsszes vagyona 10 velencei dukdt. Tudja, hogy a firenzei pénzvdltéban 3 dukdtért cserébe adnak
4 firenzei aranyforintot, a velencei pénzvdltéban pedig 3 aranyforintért adnak 2 dukdtot. Elérheti-e
Diirer, hogy legaldbb 100 dukdtja legyen?

(VI Diirer Verseny, Dontd, 20183, 11-12. osztdlyosoknak)

Megoldas: Sosem gazdagodhat meg Diirer. A bizonyitashoz egy invaridns mennyiséget fogunk
bevezetni. Legyen a nalunk 1év6 aranyforintok szama F', a dukatoké pedig D. Vizsgaljuk a kivetkezd
osszeget:

S=3F+4D.

Megmutatjuk, hogy S sosem né az atvaltasok sordn. Ennek igazolasdhoz az alabbi két esetet kell
megvizsgalnunk:

e Ha forintot valtunk, akkor az osszeg 3-(—3)+4-(4+2) = —9+8 = —1-gyel valtozik, azaz csokken.

e Ha dukatot valtunk, akkor az 6sszeg valtozésa 3 - (4+4) +4-(—3) = —12+ 12 = 0, azaz az Osszeg
nem valtozik.

Tehat S valéban nem ng a folyamat soran. Kezdetben 40 volt. Ha 100 dukitunk van, akkor
S =400, igy valoban nem érhetjiik el, hogy 100 dukatunk legyen.

6. Niki, Viktdria és Gydzd jdtszanak. Felvdltva lépnek, eqy lépésben 1-et vagy 2-t adnak hozzd az aktudlis
szamhoz. A jaték 0-rdl indul, a jdtékot Niki kezdi, és utdna Viktoria, Gydzd, Niki, stb. sorrendben
folytatjak. Az nyer, akinél az dsszeg éppen 100 lesz. A mdsodik helyezett pedig a gydztes utdn sorban
kovetkezd személy lesz (példdul, ha Gydzé nyer, akkor Niki a mdsodik és Viki a harmadik). Ki nyer,
ha mindenki a lehetd legjobb stratégidval jdtszik, és a lehetd legjobb helyezésre torekszik?

(II1. Diirer Verseny, Levelezd, 2010, 7-8. osztdlyosoknak)

Megoldas: Indukciot fogunk alkalmazni. Vizsgaljuk meg azokat a(z egyszeriibb) jatékokat, ahol az
elérendd osszeg kisebb. Legyenek az elérendd Osszegek rendre 1,2, ...k — 1. Készitsiink egy tablazatot,
és irjuk az elérendd Osszegek mellé, hogy melyik jatékos nyeri az adott jatékot. A neveik helyett -
a késébbi kdnnyebb érthetéség kedvéért - azt irjuk, hogy hanyadikként kezdték a jatékot. Sorban
megvizsgalva a kisebb eseteket a kévetkezs adddik:

Cel [1 2. 101112
ILhely | L | L |... | L |1 | ?
2. hely | IL | IL | ... | IL. | IIL.

Mi a helyzet 12 esetén?

A kezd6 jatékos lépése tizféle lehet. A kezdd az elérends Osszeget (azaz a 12-t) a 11,12,13,...2
szamok valamelyikére csokkentheti. Az els§ jatékos lépése utan, a masodik jatékos (azaz Viki) keriil a
kezdd helyzetébe. Nézziik meg, hogy melyik szamnél ki nyer. A 2-t6l 10-ig a kezdd nyer (azaz jelen
esetben Viki), 11-nél pedig a kezd6t kovetd masodik jatékos (azaz jelen esetben Gy6z6). Niki a két
lehet@ség koziil a neki kedvezbbet valasztja, tehat egyet mond, ezzel Gy6z6 nyer, 6 pedig a masodik
helyen végez. Ezzel a logikaval folytassuk a tédblazat kitoltését.
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Cél Ly 2 (... (1011 |12 |13 ]... 22|23 |24 |... |k10|... k2 |kl |k
L.hely | I. | L | ... L | II. |IIL. | L. | ... | I. | IL. | IIL. | ... I o o) IL
2. hely |II. |IL. | ... |IL |IIL. | I. |IL | ... |IL |IIL. | L. | ... | IL. | ... | IIL |IIL

Miért is igy néz ki a tablazat?

Neézziik, hogy mi a helyzet, ha az elérendd 6sszeg k. Tegyiik fel, hogy (k — 1)-ig mar tudjuk. A
kezd§ jatékos lépése tizféle lehet. Azaz az aktualis elérendd szamot a k — 1,k — 2,...k — 10 szamok
valamelyikére cstkkentheti. Most hasznaljuk az indukcidés feltevést. Az elsG jatékos lépése utan, a
mésodik jatékos (azaz Viki) keriil a kezdd helyzetébe. Vizsgaljuk meg, hogy melyik esetben ki nyerhet.
Ha az elérend6 cél k — 2,k — 3, ...,k — 10 szdmok valamelyikére médusol, akkor a kezd§ jatékos nyer,
azaz jelen esetben Viki. A k— 1-es esetben pedig a mésodik jatékos azaz Viki nyer. Niki a két lehetdség
kéziil nyilvan azt vilasztja, amikor § nyer, tehat egyet mond.

Hasonlé okoskodassal konnyen kitolthetjiik a fenti tablazatot. Igy konnyen adodik a tizenkettes
ciklust, eszerint ha 100 az 6sszeg, akkor az I. jatékos, azaz Niki nyer.

Megjegyzés: A fenti bizonyitas bar meggy6zden hangzik, sajnos hibas. Ennek részletes leirasa sajnos
meghaladja ennek a jegyzetnek a kereteit, de érdemes énalléan végiggondolni.

7. Egy tablizatban, amelynek 3 sora és n oszlopa van, véletlenszerden elhelyeztiink n fehér, n piros és
n fekete korongot. Soron beliil a korongokat dtrendezhetjik. Igazoljuk, hogy ekkor mindig elérhetd, hogy
manden oszlopban 3 kilonbozd szind korong legyen.

(II1. Direr Verseny, Déntd, 2010, 9-10. osztdlyosoknak)

Megoldas: Elég megmutatnunk, hogy egy tetszbleges 3 x n-es téglalapndl el tudjuk érni, hogy az elsé
oszlopban csupa kiilonbo6z6 szint korong legyen. Hiszen ha ezt tudjuk, akkor teljes indukciéval méar
kénnyen belathatjuk az allitast.

l. | e | o | o | 0|0 | e

R
3. ] o

Irjuk minden szin mellé, hogy melyik sorokban szerepelnek:

fehér 2. 3.
fekete | 1. 2. 3.
piros | 1. 2.

Minden szinhez rendeljiik hozz4, hogy melyik sorbél szeretnék kivalasztani egy olyan szinti korongot.
Az a cél, hogy minden sort pontosan egyszer valasszunk ki, hiszen ekkor tudjuk tgy permutélni a
sorokat, hogy az elsd oszlopban 3 kiilonb6z6 szinii korong legyen. A fenti tablazat egy rossz kivalasztast
mutat. Viszont konnyen belathato (esetszétvélasztassal), hogy minden lehetséges tabldzatban hozza
tudjuk rendelni a sorokat a szinekhez, hogy minden sort pontosan egyszer valasszunk ki. Ennek preciz
belatasat az Olvasora bizzuk. A fenti példahoz mutatunk egy jo kivalasztést:

fehér 2. 3.
fekete | 1. 2. 3.
piros | 1. 2.

Ez a megoldas nem mutatja meg a feladat lényegét, nem tudunk meg semmit arrél, hogy min is
miulik a bizonyitas (ezért nem is részleteztiik). Most viszont egy altalanosabb feladatot fogunk belatni.
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Legyen a téglalap k X n-es, és legyenek a korongjaink k szintiek. Most is elég megmutatnunk, hogy
tuduk agy cserélgetni a korongokat, hogy az els6 oszlopban kiilénb6z6 sziniiek 4lljanak.

Valtoztassuk meg a tablazatos abrazolast, és készitsiink egy paros grafot. Igy a péaros graf két
osztalydban 1év6 pontoknak feleljenek meg egyrészt a sorok, masrészt a szinek. Pontosan akkor kossiink
ossze egy "sort” egy "szinnel”, ha az adott sorban van az adott szint korong (az alabbi abran a feladat
elején bemutatott tablahoz tartozo grafot abrazoltuk).

Fzen a nyelven mit jelent az, hogy tudjuk tgy csereberélni a korongokat, hogy legyen egy vegyes
oszlop? Ez pontosan akkor torténik meg, hogyha a grafban van teljes parositas (hiszen ekkor minden
sorhoz tartozik egy egyedi szin). Teljes parositasok létezéseérdl szol az alabbi alapvets és szép tétel:

Tétel (Konig-Hall). Egy péaros grafban két osztdlya azonos méretd (nevezziik also, illetve felss
osztalynak). Ekkor a grafban pontosan akkor van teljes parositds, ha az alsd osztaly tetszdleges X
részhalmazat kivalasztva, a kivalasztott pontok szomszédainak szama (a fels§ osztalyban) legalabb
annyi, mint X mérete.

Bizonyitas. A bizonyitds megtalalhat6 példaul itt: http://hu.wikipedia.org/wiki/Hall-tétell
A tételben megfogalmazott feltételét Hall-feltételnek hivjuk.

Elég tehat ellendrizniink a Hall-feltétel teljesiilését az altalunk definialt grafon. Tegyiik fel, hogy
nem teljesil a Hall-feltétel, azaz ki tudunk valasztani [ sort tugy, hogy a veliikk szomszédos szinek
szama kisebb, mint [. Mit is jelent ez? A kivalasztott | darab sorban kevesebb mint [-féle szinti korong
szerepel, azaz ezekben a sorokban kevesebb, mint [ x n korong van. De ez ellentmondaés, hiszen [ sorban
pontosan [n korongnak kellene szerepelnie. Tehat a grafunk nem sértheti meg a Hall-feltételt. Tehat
a grafban van teljes péarositas, tehat sorokon beliili cserékkel, elérhetjiikk azt, hogy az els§ oszlopban
kiilénboz6 szint korongok szerepeljenck. Igy a feladat allitasat nem csak haromra, hanem tetszéleges
k-ra is belattuk.

8. Adott egy 2010 x 1340 méreti rdacstéglalap. Egy rdcspontot igazsdgosnak neveziink, hogyha a rajta
atmend 2 tengelyparhuzamos egyenes a nagy téglalap bal felss és jobb also sarkabol egyenld teriiletii
téglalapot vag le (egy ilyen pont lathato az abrén). Hany igazsdgos racspont van a téglalap belsejében?

T

(1V. Diirer Verseny, Levelezd, 2011, 9-10. osztdlyosoknak)

Megoldas: Hasznaljuk az abran lathato jeldléseket. Legyen O olyan pont, amire a két vizsgalt téglalap
teriilete azonos.


http://hu.wikipedia.org/wiki/Hall-t�tel
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Huzzuk be az AO és OC szakaszokat, ezek felezik az AFOH, illetve a OF C'G téglalapok teriiletét.
Mivel a HOGD és az EBFO téglalapok teriilete megegyezik a feltevéstink miatt. Ezért az AOC
toréttvonal felezi az ABCD téglalap teriiletét. Ezt viszont elmondhatjuk AC-r6l, a téglalap atlojarol
is. Ez csak ugy lehetséges, ha az O pont az AC &tlon van. Viszont, ha O az 4tlon van, akkor a
megfelel§ téglalapok teriilete azonos, az el6z6 gondolatmenet észrevételeit konnyen alkalmazhatjuk
ennek az igazolaséra. Igy a kérdés az, hogy hany racspont van a taglalap atlojan?

Egy (z,y) racspont, pontosan akkor van az atlon, ha teljesiil a kvetkezs azonossag:

g = % = g, azaz 2z = 3y. (1)

Az azonossag feltétele teljesiil, ha  harommal oszthato (hiszen ekkor y = %x egész szam). Igy
az atlon 1évé pontok szama % + 1 =671. Tehat a téglalap belsejében 671 — 2 = 669 olyan racspont

van, ami megfelel a feltételeknek.

Megjegyzés: Béar ez a feladat énmagaban is érdekes, érdemes megemliteni, hogy az eredetileg ez
egy lemma volt a szamelmélet alaptételének egy geometriai bizonyitasidban. Errsl bévebben Suranyi
Janos: Méar a régi gorogok is tudtédk . .. (in: Freud Robert: Nagy pillanatok a matematika torténetében)
tanulmanyéban olvashatnak az érdekl§ddk.

9. Egy b x 5-0s négyzetracs minden mezdjében van egy-eqy izz6. Minden egyes ldmpa kapcsoldsakor a
4 oldalszomszédja meguvdltoztatja az dllapotdt, de sajit maga nem. El lehet-e érni, hogy minden ldmpa
égjen, ha kezdetben mindegyik le volt kapcsolva?

(II1. Diirer Verseny, Levelezd, 2010, 7-8. osztdlyosoknak)

Megoldas: Engedjiink a feladat feltételeibél, probaljunk csupan annyit elérni, hogy a f6atlé Gsszes
lampaja legyen felkapcsolva. Megmutatjuk, hogy hidba voltunk engedékenyek, mar ezt a szerényebb
célt sem tudjuk elérni.

Az abran megjeloltiik azokat a mezok, amelyek megnyomésa megvaltoztatja legalabb az egy, a
féatlon 1évs lampa allapotat. Sét, az is igaz, hogy minden kapcsolas az atlon pontosan két lampa
allapotat valtoztatja meg. Kezdetben az atlon péaros sok (azaz 0) lampa égett, és ez megmarad két
lampa megvaltoztatasa utan. Hiszen ha e-nek és e + x — y-nek ugyanaz a paritésa, ha x +y = 2 (e az
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ég6 lampék, = a fekapcsolt, y a lekapcsolt 1apak szama). Ezért nem lehet elérni, hogy a {64atlo Osszes
lampajat felkapcsoljuk.

Csatlakozé kérdések: Ennél a feladatnal sok természetes, érdekes és megoldhat6 csatlakozd kérdeést
tehetiink fel. Ezek megvilaszolasat az Olvasora bizzuk.

e Hény lampat tudunk legfeljebb felkapcsolni?
e Milyen kezdShelyzetek esetén érhetjiik el, hogy mindegyik ldmpa égjen?
e Mi a helyzet 6 x 6-0s racs esetén?

e Mi a helyzet akkor, ha egy kapcsoléskor a kozéps6 is valtozik?



