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1. Diirer kedvenc szabéalyos tizszogének cstucsai koriiljarasi sorrendben: Dy, Do, Ds, ..., D1g. Mekkora
szoget zar be egymassal a D1 D3 és a Do D5 4tl67

Megoldas: Ime Diirer kedvenc szabalyos 10-szoge. M jeloli a a D1 D3 és a Dy Dy atlok met-
széspontjat.

Dy Dg

Dg D4

Dy Dy

Ismeretes, hogy egy szabalyos 10-sz0g minden szoge 144°-os. (Példéul, mert a kiils6 szogek
Osszege minden szabalyos sokszogben 360°, igy a kiils6 szogek egyenként 36°-osak).
A DDy D; haromszdgben Dy Dy = Dy Dy, tehat DoDyD3<t = DyD3Dy< = BUME — 180,
Most tekintsiik a Dy D3 D, D5 négyszoget: ebben DsDyD3<t = Dy D5 Dy<t (hiszen a DDy Ds
haromszog egybevagd a Dy Ds D, haromszoggel). Mivel egy négyszog szogeinek Osszege 360° és
a vizsgalt négyszog masik két szoge egyarant 144°-os, igy

D5D2D3<{ = D2D5D4<I = 360;

kovetkezésképpen DDy Ds<t = 144° — D5 Do D3<t = 108°.
Végiil, a Dy Dy M haromszogben:

DlMD2<I = 180° — D2D1M<): - MD2D1<I -
= 180° — Dy D1 D3<t — D5 Dy Dy <t = 180° — 18° — 108° = 54°,

amely éppen a két viszgalt 4tlo altal bezart szog.

2. Az abran lathato tablazat minden kis négyzete 1 cm oldalhosszusagu.
A kis négyzetek hatarvonalait akarjuk lefedni. Meg lehet-e ezt tenni

a) 5 db 8 cm hossz, b) 8 db 5 cm hosszi cérnaval?

Megoldas: a) Nem lehetséges.

Mivel a négyzetracs oldalhosszainak Osszege 40 cm, ezért a lefedés csak gy lehetséges, ha
nincs olyan szakasz, melyet két cérna is fed. Megfigyelhetjiik ez alapjan, hogy minden olyan
pontban, ahonnan 3 szakasz indul ki, ott legalabb az egyik cérnanak a végpontja kell, hogy
legyen.
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Az abran 12 olyan pont van, ahonnan 3 szakasz indul ki, viszont nekiink csak 5 cérnank
van, amivel legfeljebb 10 ilyen pontot tudunk lefedni. Azaz nem fedhet§ le az abra 5 db 8 cm-es
cérnaval.

b) Le lehet fedni. Egy lehet6ség a lefedésre:

LI

A+ P+t e+ P+ b =1

3. Oldjatok meg az

egyenletet, ha a,f,b,r,e,c,h és t (nem feltétleniil kiilonb6z6) primszamok.
Megoldas:

Egy paratlan szam négyzetének a nyolcas maradéka 1. Tehét a jobb oldal 8-as maradéka 1,
mert ¢ nem lehet 2 (a bal oldali 6sszeg biztos, hogy tobb, mint 4). Ha az a, ¢, b, r, e, ¢, h szamok
kozott van k darab kettes, és igy a maradék 7 — k darab szdm pératlan primszam, akkor a bal
oldal 8-as maradéka megegyezik 4k + (7 — k) 8-as maradékaval. Ez csak ugy lehet 1, ha k 8-as
maradéka 6, vagyis 6 darab kettes van.

Feltehetjiik, hogy h # 2. Ekkor azt kapjuk, hogy 24 + h? = t?, vagyis 24 = (t + h)(t — h).
Mivel t és h paratlanok, 24-et két paros szam szorzatara kell felbontani, amit csak 6 - 4 és
12 - 2 modon lehet. Az els§ esetben t = 5, h = 1, a mésodikban ¢ = 7, h = 5. Igy (a szdmok
sorrendjétdl eltekintve) egyetlen megoldas van:

22422 4+22+224+2°+22+ 52 =7

4. Egy szamot kellemesnek neveziink, ha osszeadva azzal a szammal, amit tgy kapunk, hogy szamje-
gyeit forditott sorrendben irjuk, az eredmény csupa pératlan szémjegybdl all. Példaul a 647 kellemes
haromjegyd szdm, mert 647 4 746 = 1393.

Van-e kellemes 2016-jegyt szam? Es 2015-jegyt? Es 2017-jegyti?

Megoldas: Egy kellemes 2016-jegyi szam a kovetkezs:

11...1122...22
—
1008 db 1008 db
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Ez a szam valoban kellemes, mert a szamjegyeit forditott sorrendben felirva kapott szammal
Osszeadva az eredmény

33...33
2016 db
melynek valoban minden szamjegye paratlan.

2015-jegyti kellemes szam is van. A kévetkezd egy jo példa:
202020 ...202 0909090 . ..909

Vv Vv
1007 szamjegy 1007 szamjegy

Ezt a szamot a forditottjaval osszeadva az eredmény

11...11
——
2016 db

Tehat ez a szam is valoban kellemes.

Megmutatjuk, hogy 2017-jegyi kellemes szam viszont nincs. Tegyiik fel mégis, hogy az
G103 - - - Goor7 szam kellemes (ahol aq, ag, ... a szamjegyek).

El6szor nézziik meg, hogy hogyan viselkednek az aias ... az017 + @2017G2016 - - - @1 Osszeghen
a tizesatmenetek!

Azt allitjuk, hogy ha egy 0 < ¢ < 1008 esetén az 1009 + i-edik helyiértéken van atvitel,
akkor az 1009 — i-edik helyiértéken is. Az Osszeadas kozben az 1009 — i-edik és az 1009 + i-
edik helyiértéknél is az ay9p9_; + a1000.1; 0sszeget fogjuk kiszdmolni, plusz ehhez mindkét helyen
hozzajon az el6z6 helyiérték atvitele. Tehat a két helyiértéken szerepls oOsszeg legfeljebb 1-
gyel térhet el (amiatt, hogy az el6z8 helyiértékrsl jon-e atvitel). Vagyis ha az 1009 + i-edik
helyiértéken nincs atvitel, az 1009 — ¢-ediken pedig van, az csak tugy lehetne hogy aqgge_; +
a1009+; = 9, és az 1009 4 ¢ + 1-edik helyiértékrsl nem jon atvitel, az 1009 — ¢ + 1-edikrdl pedig
igen. De ilyenkor az 6sszegben az 1009 — i-edik helyiértéken 0 allna, ez pedig nem lehet, mert
feltettiik hogy ajas . . . asp17 kellemes szam. Tehat belattuk, hogy ha az 1009+i-edik helyiértéken
van atvitel, akkor az 1009 — i-edik helyiértéken is.

Mikor @ias .. - asgi7-et 0sszeadjuk asgi17a2016 - - - a1-gyel, akkor aqg99 Onmagaval adoédik Gssze.
Tehat az 6sszeg 1009-edik jegye csak akkor lehet paratlan, ha az 1010-edik helyiértékrol érkezik
egy atvitel. Viszont akkor az el6bbiek miatt az 1008-adik helyiértékrsl az 1007-edikre is van
atvitel. Ez viszont azt jelenti, hogy aigor + ai011-nek péarosnak kell lennie, hogy az atvitellel
egylitt paratlan legyen az 0sszeg 1007-edik szdmjegye. Viszont emiatt az 1012-edik helyiértéken
is kell atvitelnek lennie, kiilonben az 1011-edik helyiértéken paros szam (@907 +a1011) szerepelne.
Ezt az érvelést folytatva azt kapjuk, hogy minden paratlan i-re az 1009 + i-edik és az 1009 — i-
edik helyiértéken van atvitel, minden paros i-re pedig ai009_; + @1009+s paros. De igy specialisan
t = 1008-ra azt kapjuk, hogy a; + as17 is paros. Viszont igy az Gsszeg utolso jegye paros lesz,
azaz a,as . . . ooy Mégsem lehet kellemes szam.

5. Egy szabalyos tizsz0g csicsaiba az egész szamokat irhatjatok 1-t6l 10-ig, mindegyiket pontosan
egyszer. Egy szampart domindlonak neveziink, ha nincsenek egymas mellett, és az Gket Osszekots
egyenes valamelyik oldalan csak a szampar mindkét tagjanal kisebb szamok allnak.

Legalabb hany dominal6é szampar van biztosan egy ilyen tizszogben?

Megoldas: Azt fogjuk belatni, hogy a dominélé parok széama nem fiigg attol, milyen elrende-
zésben irtuk fel a szamokat a tizszog csicsaira. Mivel egy dominéld par két tagja nem lehet
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szomszédos csticsokra irva, minden dominal6 par a tizszog egy atlojanak felel meg. Hizzuk be
ezeket az atlokat, azt fogjuk elGszor belatni, hogy a tizszog egy haromszogelését kapjuk ilyen
modon.

Legyen (a,b) és (c,d) két dominald par, és tegyiik fel, hogy a négy szam koziil a a legki-
sebb. Ekkor ¢ és d az ab atlo azonos oldalan kell, hogy elhelyezkedjen, kiilonben az (a,b) par
nem lehetne dominalé. Tehat nem metszik egymast az atlok, igy néhany sokszogre bontjak a
tizszoget.

Tegyiik fel, hogy ezen sokszogek koziil van olyan, amely nem egy haromszog, jeloljiink egy
ilyet K-val. Legyen a K csucsaira irt hdrom legnagyobb szam a, b és ¢, hogy a > b > c. Ha vagy
b vagy ¢ nem szomszédos a-val a K sokszogben, akkor ez az 4tlo K-ban dominélé parhoz fog
tartozni. Valéban, ha példaul a és ¢ nem szomszédosak, akkor azon az oldaldn az ac atlonak,
ahol nincs ott b, csak a-nél és c-nél kisebb szamok szerepelnek K csiicsain. Ha a-nak b és c a két
szomszédja, akkor a (b, ¢) par lesz dominélo a K sokszogben, hiszen nem szomszédosak (K nem
haromszog, valamint b és ¢ masodszomszédok K-ban), tovabba a bc atlo a-t nem tartalmazo
oldaldn minden K csiicsain 1év6 szam kisebb b-nél és c-nél is.

Azt kaptuk tehat, hogy van olyan atlo, jeloljik ezt ef-
fel, amely a K sokszogben dominéld. Most megmutatjuk, e
hogy az eredeti tizszogben is az. Tudjuk, hogy az ef &tlo
egyik oldalan csak e-nél és f-nél kisebb szamok vannak K
csucsain, tegylik fel azonban, hogy az eredeti tizszog csticsan
szerepel egy d szam, amely ugyanezen az oldalan van az e f
atlonak, mégsem dominalja ef d-t, azaz d nagyobb e-nél g
vagy f-nél. Mivel d nincs a K sokszogon, létezik K-nak egy
oldala, a tizszOg egy &tloja, amely dominal6 és elvalasztja
d-t K belsejétdl. Legyen ez a gh atlo. Mivel gh dominalo !
a tizszogben, valamelyik oldaldn csak g-nél és h-nél kisebb
szamok szerepelnek a tizszog cstucsain. Ez az oldal nem le- d
het a K-t tartalmazo6 oldal, hiszen az ef &atlonak azon az
oldalan, ahol g és h vannak, e és f nagyobb minden K-beli csiicsra irt szamnél. A g és h cst-
csok koziil legalabb egy nincs az ef atlon, igy az kisebb e-nél és f-nél. Tehat mind ¢, mind h
nagyobb d-nél, és egyikiik kisebb e-nél és f-nél. Kovetkezésképpen kapjuk, hogy e és f nagyobb,
mint d, amely egy tetsz6leges pont volt az egyik oldalan, tehadt dominal6 a tizszogben.

Ezzel ellentmondast kaptunk, hiszen korabban azt tettiik fel, hogy K-ban nincs olyan atlo,
mely az egész tizszoghen dominélé volna, de mégis talaltunk ilyet. Tehdt megmutattuk, hogy a
dominalé péarok valoban egy haromszogelését adjak a tizszognek. A sokszogek belsd szogeinek
osszegére vonatkozo képlet alapjan konnyen kiszamolhato, hogy egy tizszog tetszéleges harom-
szogelésében 8 haromszog szerepel. Ezeknek Gsszesen 24 oldala van, melyek koziil a tizszogdn
beliil behuzott atlok két haromszoghoz is tartoznak, mig a tizszog oldalai csak egyhez. Emiatt
2210 — 7 4tl6 keriil behiizasra minden haromszogelésnél, ennyi lesz mindig a dominalé parok
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