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1. A jatszotéren 25 gyerek &ll tgy, hogy a koztik felléps tavolsdgok mind kiilonbozsek. Kezdetben
mindegyikiiknél egy labda van. Ha a tanar megfijja a sipjat, minden gyerek eldobja az 6sszes nala 1évé
labdéat a hozza legkozelebb &ll6 gyereknek.

a) Lehetséges-e, hogy néhany sipszo utan az osszes labda egy gyereknél van?

b) Igazoljatok, hogy egyik gyerekhez se keriilhetett 6tnél tobb labda az els§ sipszo utén.
Ezutan a 25 gyerek egy masik jatékba kezd. Tovabbra is Ggy allnak, hogy a koztiik felléps tavolsagok
mind kiilénbozdek, és kezdetben mindenkinél egy labda van. Az elsé sipsz6 utan minden gyerek eldobja
a labdat a hozza legkozelebb 4llo gyereknek. Am a masodik sipszéra mindenki tgy dobja el a nala 1évé
labdakat, hogy ha valakihez k labda keriilt az els§ sipsz6 utan, akkor a hozza legkozelebb allo k
gyereknek dob egyet-egyet.

c) Lehetséges-e, hogy ezutan mindenkinél pontosan egy labda lesz?

Megoldas: a) Nem lehet. A 25 gyerek kozott fellép ( ) tavolsag, ezek mind kiilonbozéek,
igy van koztiik legkisebb. Legyen ez az A és B gyerek kozti tavolsdg. A mindenképpen B-nek
dobja a labdéit, hiszen A-hoz senki nem lehet kbzelebb, mint B, mert a legkisebbnek az AB
tavolsagot vettiik. Hasonloan, B is csak A-nak dobhatja a labdait.

Nézziik azt a két labdat, melyek kezdetben A-nél, illetve B-nél voltak. Ezeket minden sipszo
utéan atdobjak a masiknak, igy a kezdetben A-néal 1évé labda paratlan sipsz6 utdn B-nél, paros
sipsz6 utan A-nél van, és hasonloan, a kezdetben B-nél 1évs labda paratlan sipszd utan A-nal,
paros sipsz6 utan B-nél van. Vagyis A-hoz is és B-hez is mindig keriil labda, igy nem lehet,
hogy egyetlen gyerekhez keriil az Gsszes.

2. megoldas az a) részre Vegyiik azt az irdnyitott grafot, ahol a gyerekek a csticsok, és egy
irdnyitott élt akkor hiizunk be A-boél B-be, ha az A-hoz legkdzelebbi gyerek B, azaz A mindig
B-nek dobja a labdéit. Ebben a grafban minden csiicsnak 1 a kifoka, vagyis ha tetszéleges
cstcsbol elindulunk egy irdnyitott séta mentén, akkor minden csiicsbol egyértelmien tudunk
tovabblépni. Mivel csak véges sok csiics van, igy el6bb-utébb olyan csiicsra 1épilink, ahol méar
jartunk, és ezzel talalunk egy irdnyitott kort a grafban, mely legaldbb 2 élbél all, hiszen hurokél
nem lehetett a grafban. Legyenek ennek a kornek a csicsai sorrendben Aq, As, ... Ag.

Kezdetben legyen A;-nél az L; labda. Lathato, hogy ezen labdak akarhany sipszé utan is
ebben a korben lesznek, azaz valamelyik A; gyereknél. s-re vonatkozo indukcioval kénnyen
belathato, hogy az L; labda s sipsz6 utdn az A; gyereknél van pontosan akkor, ha j =i+ s
(mod k).

Ebbél kénnyen kiszamolhato, hogy az A; gyereknél s sipszo utédn van labda, mégpedig az

az L;, melyre i = j — s (mod k). Vagyis a korben allo k > 2 gyerek mindegyikénél mindig van
labda, igy nem keriilhet egyetlen gyerekhez az 6sszes labda.
Megjegyzés: A 2. megoldas nem hasznélta ki, hogy mindenki a hozza legkozelebbinek dobja
a labdait, csak azt, hogy minden sipsz6 utan ugyanannak dobja. Ezzel egy altalanosabb felada-
tot oldottunk meg, ugyanakkor bonyolultabban, hiszen az 1. megoldasban a kor megtalalasa
egybdl adodik a legkisebb tavolsag két végpontjan, és annak is egyszertibb a bizonyitasa, hogy
mindegyikiiknél mindig van labda.

b) Tegyiik fel, hogy az A gyereknek dobja a labdajat By, Bs, ... By, mégpedig tugy, hogy ha
A korbefordul, akkor ilyen sorrendben latja 6ket. Meg fogjuk mutatni, hogy B,AB;j<t > 60°
minden ¢ # j-re, igy specialisan a szomszédosok kozti szog sem lehet ennél kisebb. Marpedig
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a B1ABy, BoABs, ..., BrAB; szogtartomanyok épp lefedik a sikot, vagyis 360° = By ABy<t +
ByAB3<t+ -+ + BrAB;<t > k- 60°, amibdl 6 > k, vagyis k < 5, és épp ezt kell belatni.

[gy mar csak azt kell megmutatnunk, hogy B; AB;<t > 60°. B; a labd4jit A-nak dobja, nem
Bj-nek (vagy barki masnak), igy |B;A| < |B;B;|. Hasonloan kaphatjuk, hogy |B;A| < |B;B;|.
Vagyis az ADB;B; haromszogben a B;B; a leghosszabb oldal, és igy a vele szemkdozti szog a
legnagyobb. Vagyis 180° = AB,;B;<+ B,AB;<(+ B;B; A< < 3-B;AB;<, amib6l B;AB;<t > 60°,
épp amit akartunk.

c) Lehetséges. A 25 gyerekbdl csinaljunk Osszesen 12 csoportot tgy, hogy egyikben harom
gyerek van, a tobbiben ketté-ketts. Az egy csoporton beliilieket "kozel" tessziik egyméshoz,
mig a csoportokat egymastol "tavol", hogy biztosan egy csoporton beliil dobaljak a labdakat.
A "kozelt" és a "tavolt" majd a feladat végén tisztazzuk.

A péarok ilyenkor egymasnak fogjak dobélni a labdaikat, vagyis a mésodik sipszénal mindkét
gyereknél egy-egy labda lesz.

Most nézziik meg a harmas csoportot. Legyen a benne szereplé harom gyerek A, B és C
ugy, hogy |AB| < |AC| < |BC|. Ekkor B és C'is A-nak dobja a labdat az els6 sipsz6 utan, mig
A B-nek. A mésodik sipsz6 utdn A a két labdajat B-nek és C-nek dobja, mig B az egyetlen
labdéjat A-nak, vagyis mindenkihez egy labda keriilt, épp ahogy kellett.

Most pedig adjuk meg precizebben a gyerekek helyzetét. Rajzoljunk 12 darab diszjunkt 3
sugaru kort, majd mindegyik kérbe ugyanazzal a kozépponttal egy-egy 1 sugara kort. Ezutan
minden csoportot berakunk egy-egy ilyen 1 sugara korbe tigy, hogy minden korbe pontosan
egy csoport keriil. Ekkor egy csoporton beliili két gyerek kozti tavolsag legfeljebb 2, mig két
kiilonb6z6 csoportba tartozd gyerek kozt a téavolsdg legalabb 4. Ezzel teljestil, amit szerettiink
volna, vagyis, hogy a labdak ne hagyjék el a csoportokat.

2. Legyenek az A;B;C;D; (i = 1,2,3) trapézok hasonléak és azonos koriiljarasi iranytak, az A;-nél
és B;-nél 1évE szogeik 60°-osak, tovabba az Ay By, BoCo és A3 D3 oldalak parhuzamosak. A B;D; 11 és
C;A;11 egyenesek a P; pontban metszik egymast (az indexek ciklikusan értenddk, azaz Ay = Ap és
Dy = Dy). Mutassatok meg, hogy a Py, P» és P3 pontok egy egyenesre esnek.

Megoldas: Mivel B;C; parhuzamos Dy As-vel, ezért van olyan P; kézéppontu ¢, kézéppontos
nagyitas, amely a By, C pontokat rendre Ds-be és As-be viszi. Legyen a D, A; pontok képe
ezen nagyitasnal Fy és F.

Ugyanigy, van olyan P, kdzéppontu ys nagyitas, amely a ByCy szakaszt az D3 As szakaszba
viszi. Legyen Ds, Ay képe Es, F3. Vizsgéljuk meg, mi lesz Ey, F5» képe ezen nagyitasnél.

A nagyitas miatt az F3D3A3FE; trapéz hasonlé Ay ByCoDy-hoz. Igy hasonlé Az BsCsDs-hoz
is. Mivel mindketten szimmetrikus trapézok, és az A3D3 oldaluk kozos, ezért egybevigoak. Vi-
lagos, hogy mivel a szoban forgd trapézok szogei 60°-osak, ezért CsE3 F3<t is 60°-0s sz0g, s6t, to-
vabbi szimmetriai megfontolésok alapjan a C3FE3F3B3 négyszog egy olyan szimmetrikus trapéz,
amely egybevagd az A3B3C3Ds illetve F3D3AsFE3 trapézokkal. Tehat hasonld Ay B1CyDi-hez,
igy FyDyAsEo-hoz is, igy pedig az Eso, Fy pontok képe po-nél B és Cs.

Veégiil, tekintsiik azt a P3 kozépponti s nagyitast, mely B3Cs-at Dy Aj-be viszi, és legyen
D3, Az képe Ey, Fy. Ugyanigy mint el6bb, E3, F3 képe By és Cf.
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Sikeresen kiegészitettiik az abrat. A kezdetben egymashoz képest 120°-os szogben allo
A; B;C; D; trapézok helyett most van harom azonos allasu A; F; F; B;C; D, hatszogilink. Raadasul
ugy, hogy a 1 nagyitas A; F1FiBC1D1-et FyBoCs Dy Ay Eg-be viszi, a o nagyitas ez utobbit
C3D3A3FE3F3Bs-ba, a p3 nagyitas pedig ezt vissza Ay FyFyB1CyD;-be.

Tekintstik a @1, @9, és 3 nagyitasok kompozicidjat (azaz egymas utén elvégzését). Ez az
A1 E1Fy B1C1 Dy hatszoget elviszi a masodik, majd a harmadik, végiil vissza az elsé hatszogbe.
Tehat az Ay, E1, F1, By, C1, D1 pontok fixpontjai a 3 nagyitas kompozicidjanak. Mivel azonban
hasonlésagi transzforméciok egymasutanja is valamilyen hasonlé transzformécio, ezért az nem
csak ezt a 6 pontot, hanem a sik Gsszes pontjat fixalja.

Innen pedig adodik, hogy Pj rajta van a P, P, egyenesen. Tegyiik fel, hogy nem. Ekkor ¢; a
P, P, egyenest fixen hagyja, hiszen a nagyitéas kozéppontja P;. Ugyancsak fixen hagyja ps a P P,
egyenest. Azonban 3 nem hagyja fixen, mert P3; nincs rajta a P, P, egyenesen a feltevésiink
szerint. Tehat a P, P, egyenes nem fix a 3 nagyitas kompozicidjara nézve, ami ellentmondas,
hiszen az el6bb lattuk, hogy a sik minden pontja fix. Tehat P; rajta van a PP egyenesen.

Megjegyzés: A feladat szorosan kapcsolodik
a Monge-tételhez (2. abra), annak egyfajta
diszkrét verzidjanak tekinthetd.
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3. Adott egy N x N-es tablazat, kezdetben minden mezdjén 0 all. Egy lépésben kivilaszthatunk egy
sort vagy egy oszlopot, az addig ott szerepld elemeket kitoroljiik, és helytikre irjuk az 1,2, ..., N szdmo-
kat tetszGleges sorrendben. Néhény ilyen lépés elvégzése utan legfeljebb mekkora lehet a tdblazatban
szereplé szamok Osszege?

Megoldas: A legmagasabb elérhets osszeg 2N® 4+ SN2 — LN,

Ez elérhets pl. a kévetkezé modon: kitoltjiik sorban az N. sort, az
N. oszlopot, az N —1. sort, az N —1. oszlopot, az N —2. sort, az N —
2. oszlopot stb., végiil az 1. sort majd az 1. oszlopot, mindig balrol
jobbra, ill. fentrdl lefelé novekvs sorrendben. Az eredménytil kapott
tablazat i. soranak j. eleme max(i, j) (azaz i és j koziil a nagyobb).
Példaul N = 5 esetén a jobb oldali arédn lathato tablazatot kapjuk.

QY | W DN —
O = W DN DO
O =] Q| W W
(G2 INS TANS TANS AN
O Ot Ot Ot Ot

Igy a k szam (k = 1, ..., N) 2k — 1-szer szerepel, tehat a tablazatban szerepl§ szamok dsszege

N

N N
N3 N? N Nz N 2 1 1
Yok e=23 =S ema (G Sag) - () =30

k=1

Megmutatjuk, hogy ennél nagyobb 0Osszeget nem lehet elérni. Tekintsiik ugyanis azt az
(egyik) eljarast, amelyik a legnagyobb Osszeget eredményezi. Az eredményiil kapott tablazat
Osszegét kiszamithatjuk tgy, hogy minden 1épésnél tekintjiik az akkor beirt szamok koziil azok-
nak az Osszegét, amelyeket kés6bb nem torliink le, és ezeket az Osszegeket Osszeadjuk. Felte-
hetjiik, hogy minden sort és minden oszlopot pontosan egyszer toltiink ki. Ha ugyanis egy sort
vagy oszlopot tobbszor is kitoltlink, akkor a legkésébbi kitoltés feliilirja a kordbbiakat, igy a
korabbi kitoltéseket elhagyhatjuk. Ha pedig egy sort vagy oszlopot egyszer sem valasztunk,
akkor a most tekintett eljarast modosithatjuk tugy, hogy a legelején kitoltjik a szoéban forgd
sort vagy oszlopot; ezzel az Osszeget csak novelhetjiik. Igy tehat eljarasunk 2N lépésbal all.

Legyen a; = s, ha az i. 1épésben egy sort toltiink ki, és a; = o, ha oszlopot (i = 1,...,2N).
Legyen tovabba

! o-k szdma a;i1,...,asy kozott ha a; =s
s-ek szama a;y 1, ...,asy kozott ha a; = o

Konnyen lathato, hogy az i. 1épésben beirt szdmok koziil pontosan b; szamot torliink le és irunk
feliil a késébbi lépések sordn; N — b;-t viszont nem fogunk letérdlni. Az utébbi szdmok Osszege
akkor a legnagyobb, ha ezekre a helyekre a b; + 1,b; + 2,..., N szdmokat irjuk — ezek Osszege
w Az eredményiil kapott tablazat Gsszege tehat legfeljebb Zfivl UVH)JF—W

A megoldés elején leirt példaban az a; sorozat értékei felvaltva s, 0,s, 0,...,s, 0, a b;-k értékei
pedig NN —1,N—1,N —2,N -2, N -3, N —3,N —4,...,3,2,2,1,1,0 (azaz N — []).
A példanak megvan tovabba az a tulajdonsaga is, hogy minden lépésben azokra a helyekre
irjuk a legnagyobb szamokat, amelyeket kés6bb sem torliink le. Elég tehat megmutatni, hogy
akarhogy frunk N db s-t és N db o-t az a; sorozatba (azaz akarhogy hatéarozzuk meg, hogy
melyik lépésekben toltiink ki sort és melyikekben oszlopot), a Z?ivl w
lehet nagyobb, mint a példaban.

Ha minden pdratlan j-re a; # a1 (azaz az egyik s és a masik o), akkor konnyen ellendriz-

hetd, hogy valtozatlanul minden i-re b; = N — L%J, igy a maximaélis Osszeg se valtozik. Tegyiik

Osszeg nem
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fel most, hogy nem ez a helyzet, és tekintsiik a legnagyobb paratlan [-et, amelyre a; = a;y1.
Legyen k a legnagyobb, [-nél kisebb index, amelyre a, # a;.
k !
PL ...... ,0,8,8,8, S,8,8,0,S8,0, 0,8
~—~ ~—

(Az a;-k kozott Osszesen ugyanannyi (N db) s és o van, és csak a;49-t6] agn-ig kezdve szintén
ugyanannyi van, ugyhogy ilyen k létezik.) Ekkor by > by11+2. Cseréljitk most fel aj-t és ayy1-et,
és jeloljiik az 0 bi-ket vesszével. by, = by — 1, és b}, = by + 1, mig a tobbi b; nem valtozik.
Ekkor

(N + 0+ DNV =) (V4 by + DIV = Biy)

2 2
:(N+bk+1+2)(N—bk+1—1)+(N+bk)(N—bk+1):
2 2
N+b.+1)(N -0 N +bg1 +1)(N =D
( k 2)( k) et 1 2)( k1) (b — b — 1),

-~
>0, mert bk Zbk+1 +2

tehat a Zm (NH’JFZM Osszeg né. Tehat a korabbi sorrend nem adhatta a legnagyobb
Osszegl tablazatot.

4. Milyen a1, ag, . . ., ay, egész szamok esetén lesz a b, = al'+a5+...+a} (n € N) szamoknak egyiittesen
csak véges sok primosztdjuk?

Megoldas: Ha a; = ay = ... = a = a, akkor b, = k - a”, tehat tetsz6leges n-re b, osztoéi az a
és k szamok osztoi, tehat dsszesen is véges sokan vannak.

Megmutatjuk, hogy az el6z6, trivialis eseten kiviil mindig végtelen sok primosztdja van a b,
szamoknak. Feltehetjiik, hogy a szamoknak nincsen kozos primosztojuk, azaz (aq, aq, ..., ax) =
1. Indirekten okoskodunk, feltessziik, hogy a b, szamoknak csak véges sok primosztojuk van.
Jelolje ezeket p1,po, ..., ps.

Célunk, hogy egy olyan b, szamot konstrualjunk, amelynek egyik prim sem lehet osztoja.
Tetsz6leges a egész szamra igaz, hogy ha a p® ™! (p; — 1)-edik hatvanyra emeljiik, akkor 0 vagy 1
maradékot ad p;-nel osztva. (Ez az Euler-Fermat-tétel primhatvanyokra vonatkozé allitasanak
egyszer kovetkezménye.)

Legyen n = p" '(p1 — 1) -p52 (py — 1) - ... - pi* ' (pr — 1) - A, méghozzé tigy, hogy minden
i-re p;* legyen k-nal nagyobb («; tetszéleges pozmv egész). Ekkor egy tetszbleges szam n-edik
hatvanya 0-t vagy l-et ad maradékul p;“-nel osztva. Tehéat b, maradéka 0 és k kozott van. 0
azonban nem lehet az Gsszeg, mert akkor mindegyik oszthato lenne pi-nel, és ez ellentmondana
annak, hogy az ai, as, ..., a; szamok relativ primek. £ kisebb, mint p;", ezért b,-t p; legfeljebb
a; — 1-ik hatvanya oszthatja. Azaz

b < PP Thp Tt
Ez azonban ellentmond annak, hogy A-t tetsz6legesen nagynak valaszthatjuk.

Megjegyzés: A feladat szovegébe sajnalatos médon hiba cstiszott: pozitiv egész a;-kre akartuk
feladni. A fent ismertetett megoldas is ilyenekrdél szol, ugyanakkor nem nehéz kiegésziteni, hogy
miikédjon altalanosan.
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A lehetséges megoldasok ekkor olyan alaktak, hogy valamilyen pozitiv egész a-ra minden
a; € {a,—a,0}. Ezek lathatoan jok lesznek, am két aprobb probléma felmeriilhet. Az egyik, hogy
n = 0 esetén a 0° kifejezést hogyan értelmezziik? Ha barmilyen értéket is adunk neki, akkor a
megoldéas nem valtozik, hiszen az eredeti véges sok primiink legfeljebb véges sok primmel egésziil
ki, hiszen csak az n = 0 esetbe zavarhat ez bele. Természetesen az se baj, ha 0° kifejezést nem
értelmezziik, és ekkor ugy tekintjiik, hogy semelyik a; nem lehet 0. Egy mésik problémés eset
lehet még, ha ugyanannyi a van, mint —a, hiszen ekkor paratlan n esetén b, = 0 lenne, és
0-t minden prim oszt. Ugyanakkor definici6 szerint nincs primfelbontéasa, igy akéar lehet azt is
mondani, hogy nincs primosztoja.

Ha mar csak a nem 0 elemekkel foglalkozunk, a bizonyitas is konnyen kiegészithet6. Minden
a; helyett a, = a? > 0 értéket véve alkalmazhat6 a fenti gondolatmenet, melybsl megkapjuk,
hogy az dsszes a? érték megegyezik, vagyis valamilyen a pozitiv egészre minden a; € {a, —a}.

A hibéért ezuton is elnézést kériink!
Megjegyzés: A feladat Polya Gyorgytdl szarmazik (forras: Komjath Péter Hires matematiku-
sok c. kurzusa).

5. a) Lehet-e az abran lathato 10 ponthoz gy
odairni a szamokat 1-t6l 10-ig (mindegyiket
pontosan egyszer), hogy minden szakaszon a
rajta szerepld négy szam Osszege ugyanannyi
legyen?

b) Lehet-e az abran lathato 12 ponthoz ugy
odairni a szamokat 1-t6l 12-ig (mindegyi-
ket pontosan egyszer), hogy minden sza-
kaszon a rajta szerepld négy szam Osszege
ugyanannyi legyen?

Megoldas: a) Nem lehetséges. Elgszor is hatarozzuk meg, hogy mennyi a szamok Osszege
egy egyenesen. Adjuk Ossze a szdmokat az 5 egyenes mentén. Ilyenkor minden szamot kétszer
szamoltunk, azaz Osszegként 2- (1 4+2+3+4+5+6+7+8+ 9+ 10) = 110-et kapunk. Mivel
minden egyenesen ugyanannyi az Osszeg, ezért egy egyenesen az 0sszeg 110 = 22. Nézziik meg,
hogy ezek alapjan mi allhat a 10-essel egy sorban. Ez a 7 lehet&ség van:

(10,9,2,1),(10,8,3,1),(10,7,4, 1), (10,7,3,2), (10,6,5,1), (10,6,4,2), (10,5, 4, 3).

Barhova is helyezziik el a 10-es szamot, mindenképpen 2 egyenesen lesz rajta, azaz az el6zd
7 szamnégyesbdl 2 fog szerepelni valamelyik egyenesen. Konnyen meggondolhato, hogy a két
szamnégyesben egyediil a 10-es lesz a kozos tag. Megvizsgalva az Gsszes parositasat a szamné-
gyeseknek, az jon ki, hogy csak ez a 3 szdmnégyespéar lehet:

i.(10,9,2,1) — (10,5,4, 3) ii.(10,8,3,1) — (10,6,4, 2)

iii.(10,7,3,2) — (10,6, 5,1)

Az altalanossig csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy a legfels6 pontra irjuk a 10-es szamot.
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Ekkor a két szamnégyesben nem szerepld sza-

10 mok a kék pontokon fognak elhelyezkedni. A
kék pontok paronként egy egyenesen vannak
és mindegyik parnal a maradék két pont két
kiilonb6z6 szamnégyeshez fog tartozni. Nézziik
meg az egyes eseteket:

i. Ekkor a kék szamok a 6, 7 és 8. Vegyiik azt
az egyenest, melyen a 6 és a 7 helyezkedik el.
Ekkor a maradék két szamnak az 6sszege azon
az egyenesen 9 lesz. Ez pedig nem allithato el
a két halmaz 1-1 elemébdl.

ii. Ekkor a kék szamok a 5, 7 és 9. Vegyiik azt az egyenest, melyen a 7 és a 9 helyezkedik
el. Ekkor a maradék két szdmnak az Osszege azon az egyenesen 6 lesz. Ez pedig szintén nem
allithato el6 a két halmaz 1-1 elemébdl.

iii. Ebben az esetben a kék szamok a 4, 8 és 9. Vegyiik azt az egyenest, melyen a 8 és a 9
helyezkedik el. Ekkor a maradék két szamnak az Osszege azon az egyenesen 5 lesz. Ez pedig
szintén nem allithato el6 a két halmaz 1-1 elemébdl.

Ezzel pedig belattuk, hogy nem létezik ilyen kitoltése a csillagnak.

2. megoldas az a) részre Itt is hasznaljuk fel, hogy a szamok Osszege egy sorban 22. Vegyiik
ezt az &brat:

D

Az 5 egyenesbdl tetsz6leges harom egyenesen 1évs szamokat osszeadom (kék szakaszok), és
kett6t meg kivonok beldle (piros szakaszok). Ezek Osszege 22.

Ekkor a 3 pozitiv szakasz metszéspontjait kétszer adtuk Gssze (A, B és C pont), amibdl
kivontuk kétszer a két negativ szakasz metszéspontjat (D pont), a tobbi szam 0-szor szerepel.

Azaz példaul igaz, hogy (A + B) + (C — D) = 11. Ebbdl latszik, hogy A + B nem lehet
11-gyel egyenls (hasonldo moédon belathatjuk, hogy A+ C # 11 és B+ C # 11). Ilyen egyenletet
tetszdleges egy szakaszon 1évs péarra felirhatunk (hiszen a 3 kék szakasz felvehetd ugy, hogy
tetszoleges egy szakaszon 1évd pontpéaron legyen 2 kék metszéspont), tehat az biztos, hogy nem
lehet ugyanazon a szakaszon az 1 és a 10.

Vegytink két olyan pontot, amik nincsenek egy szakaszon (legyen az egyik 1, a masik 10).
Az l-en atmend két szakasz legyen negativ, a tobbi pozitiv (jelen abran a D pont lenne ez).
Ekkor a 10-es két kék szakasz metszéspontjanal lesz, mivel nem lehet piroson, mert akkor azonos
szakaszon lenne az 1-essel. Ekkor a 10-es a 3 kék metszéspont valamelyikén lesz. A masik 2 kék
szakaszokon 16v6 metszéspontot jeloljiik x-szel és y-nal. Az el6z6ek alapjén z+y+10—1 = 11,
de ebbdl az jonne ki, hogy x + y = 2, ami nyilvan nem lehet.

Ezzel kész vagyunk.

b) Létezik ilyen kitoltés:
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