A C, C+, D és D+ kategoria jatékanak megoldasa
(matematika, 9-12. osztalyosok)

1. Az Albrecht Diirer Biokémiai Kutatélaboratériumban fejlesztették ki a kévetkezd jatékot.

C, D: A jaték kezdetén a szervezdk a kapott pdlya egy dltaluk vdlasztott sordnak néhdny mezdjére tesznek
egy-egy baktériumot (bdbut), a legfelsé sorban pedig kijelslnek néhdany szomszédos CEL mezdt.

C+, D+: A jaték kezdetén a szervezdk a kapott pdlya alsé sordnak néhdny mezdjére tesznek egy-egy bakté-
riumot (bdbut), a legfelsd sorban pedig kijeldlnek néhdny (nem feltétleniil szomszédos) CEL mezot.

Ezutan a Tamado kezd, majd felvaltva lépnek a Védekezdvel. A Tamado egy korben az alabbi haromféle
lépés egyikét valaszthatja:

1. Egy mez6n 1év6 Gsszes baktériummal egyszerre balra vagy jobbra lép egyet.

2. Egyetlen baktériummal el6re ugrik két sornyit.

3. Kijelol egy mez6t, ahol végbemegy a sejtosztoédéas. Ekkor az ezen mezdén 1év6 Gsszes baktérium osztodik: és
mindegyikbdl egy-egy példany balra el6re, ill. jobbra elére 1ép.

A Védekez6 minden kt')rben‘ eltavolithat egy baktériumot a palyarol. A Tamado akkor nyer, ha legalabb egy
baktérium bejut valamelyik CEL mezgbe; a Védekezs pedig akkor, ha az Gsszes baktérium elttint a palyarol.
Ha egy baktérium a palyan kiviilre keriil egy 1épéssel, akkor eltavolitottnak mingsiil.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer eqymds utdn ebben a jdtékban! Ti dénthetitek el a pdlya ismeretében, hogy a
Tamado vagy a Védekezd bdrébe szeretnétek bujni.

Megoldas: Elgszor megvizsgaljuk a C és D kategoria jatékat, és utana, mint ennek altalanosi-
tasat a C+ és D+ jatékat.

A kiosztott palyakon minden kategéridban 9 sor volt. A paratlanadik sorok eggyel tobb
mezGbol alltak, mint a parosadikok. A C és D jaték als6 soraban 11 mez§ volt, a C+ és
D+ jatékdban 17. A megoldas szempontjabol ezek az adatok lényegtelenek, dltalanosan fog-
juk megvizsgéalni, am az egyszertiség kedvéért az eggyel tobb mez&bdl allo sorokat nevezziik
majd paratlannak.

Lemma. A 2. [épésre szinte soha nincs sziikség. Egyetlen kivétel, ha a pdlya pdratlan sorbdl
all, és a felsd sorban az eqyik sz€lsé mezdn van eqy cél mezd, melyre a kettdvel lejjebbi sorbol
akarunk ugrani.

Bizonyitds. Ha a Védekez6 mindig leszedi azt a babut, amely igy ugrott, akkor nem jar rosszab-
bul, mintha ez az egész nem tortént volna meg. Ezt egyediil akkor nem teheti meg, ha a babu
igy bejutott egy célba, de mindjart latjuk, hogy ez a fent részletezett eseten kiviil egyébként is
elkeriilhetetlen lenne.

A Tamadonak pedig altalaban megéri két osztodassal felvaltani az ugrast. Az els6 duplazas
utdn a Védekez§ legfeljebb egyik példanyt szedheti le, a mésikkal a koévetkez§ korben tud
djra osztodni, igy a Tamadd masodik kore utdn biztosan van egy babu azon a mezén, ahova
ugorhatott volna, de cserébe a tablan 6sszesen tobb babu van, igy rosszabbul biztosan nem
jart. Ezt egyediil akkor nem teheti meg, ha egy paratlan oszlop szélén szeretett volna elGszor
osztodni (mert ekkor csak egy babut kap ketts helyett), ez pedig épp a fent emlitett kivételes
esett. 0

Erra a lemméra csak azért volt sziikség, hogy elég legyen a maradék két 1épéssel foglalkozni
a tovabbiakban.



Az abran A-val jelolt mezok lesznek a célok (most éppen 4 darab). Ha itt van babu, nyilvan
nyer a Tamado.

Az abra bettizése értelemszertien altalanosithatd tetszéleges szamu célra, a bizonyitéasbol
latszodni fog az is, hogyan. Szerencsére a lemma kivételes esete nem fogja elrontani a ,pirami-
sunka’.

1. Allitas. Ha a Védekezd kore utdin van bibu B jelzésd mezdn, akkor a Tdmadé onnan tud
nyerni.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy ez az allapot fenntarthatd, vagyis ekkor minden tovabbi kor
végén is lesz B (vagy A) mezdén babu. A stratégia egyszerti: dupldzunk. Ekkor mindkét példany
B (vagy A) mezdre keriil, ebbdl legfeljebb egyet szedhet le a Védekezd. A masik pedig eggyel
feljebb keriilt, igy véges sok lépésen beliil A-ra fog lépni. O]

2. Allitas. Ha a Védekezd kire utdin van bibu C jelzésii mezdn, akkor a Tdmadd onnan tud
nyerni.

Bizonyitds. Hasonloan ez az allapot is fenntarthato. Dupléazunk, egyik C-be keriil, masik B-
be (vagy A-ba). Ha a B-t hagyja meg a Védekezs, az 1. allitds miatt készen vagyunk, ha a
C-t, akkor C-n maradunk, de feljebb. Az utolso el6tti C-nél viszont a duplazéassal mar A-ba
lépilink, igy nyer a Tamado. Ha a legfels6 C'-n marad egy babu, akkor pedig eltolassal nyer a
Tamado. [

Ezzel belattuk, hogy ha kezdetben van a betts (A, B, C') mezdk egyikén babu, akkor nyerhet
a Téamado.

Most pedig belatjuk, hogy ha ezen bettis mezdk egyikén sincs babu, akkor a Védekez&nek
van nyerd stratégiaja.
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Az &bran az azonos szamokkal ellatott mezdket nevezziik ,utaknak”.

Egy 1t egy helyen metszi a startvonalat, igy kezdetben legfeljebb egy babu van rajta. Ennél
tobbet nem is fogunk engedni ra.

Ha a Tamado osztodik, akkor azt a babut tartjuk meg, amelyik nem hagyta el az utjat,
vagyis ugyanolyan szami mezére lépett. Ha pedig nem osztodik, hanem oldalra 1ép egy babuval
(akarmelyik iranyba is), akkor is leszedjiik. A harmadik fajta lépéssel, mint lattuk, folosleges
foglalkoznunk, de azért megjegyzhetjiik, hogy az ugy 1ép6 babut szintén leszedjiik.

Ezzel a stratégiaval fenntarthat6, hogy minden tuton legfeljebb egy babu maradjon.

Kezdetben nem volt nyers (A, B, C') mezén babu, az utakon pedig monoton csokken a
babuk szama (a Védekezd kore utan), az utak fels§ mezdin pedig nem tud méar kettéosztodni,
igy el6bb-utobb elfogynak a babuk, és a Védekezd nyer.

Megjegyzés: A stratégia részletezése sordn ugyan kimondatlanul, de belattuk azt is, hogy ha
kezdetben mindegyik start mezén legfeljebb egy babu volt, akkor a Védekezd fenn tudja tartani
azt, hogy minden mezdén legfeljebb egy babu van a sajat kore utan. Ez egy kulcsgondolat, mely
a feladattal valo foglalkozas kdzben természetesen elSkeriil, ezért is tartjuk fontosnak kiilon
kiemelni.

Most vizsgaljuk meg a C+ és D+ jatékat.

Az A jeld mezSk megint a cél mezdk lesznek, am az el6z6 bizonyitas B és C mezdit is B-
vel jeloljiik. Szabad mezének fogjuk hivni a palya fels§ sordnak nem betiizott mezéit, illetve a
paratlanadik sorok szélsé mezdit. Az alsdé sorban 1év6 szamok egy-egy start mezdén 1évé babut
jelolnek, és az egyszertiség kedvéért balrol jobbra egyesével beszamozzuk Sket. A belslik kiin-
dul6 ,utakat” tgy kapjuk, hogy mindig jobbra-fel, vagy balra-fel 1épiink, és Gsszességében gy
vezetjiik, hogy egymastol diszjunktak legyenek, ne érintsenek betiis mezét és egy-egy szabad
mezGbe vezessenek. Példaul, ahogy ezen az abran is latszik:
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A f6 allitasunk az, hogy ha lehet ilyen palyakat késziteni, akkor a Védekezének van nyerd
stratégiaja, ha nem, akkor a Tamadonak. Ezt belatjuk, és megmutatjuk, hogyan lehet eldonteni,
hogy 1éteznek-e ilyen palyak. Kozben természetesen megadjuk a nyerd stratégidkat is.

El6szor megmutatjuk, hogy ha vannak ilyen utak, akkor a Védekezének van nyerd stratégi-
aja. Ez hasonl6an megy, mint a sima jatékban. Ha a Tamado6 osztodik, akkor azt tartjuk meg,
amelyik az tton maradt. Ha oldalra 1ép, vagy ugrik, akkor pedig levessziik az adott babut. Igy a
Védekezs kore végén csak tuton lehet babu, mindegyiken legfeljebb egy. Tehat a kovetkezd kor-
ben a Tamadé nem tud A mezdre lépni (és ezzel nyerni), mert oda csak akkor tudna, ha lenne



a Védekezs kore utdn B-n babuja. Tehat a Tamado6 sosem nyerhet, &m véges sok koron beliil
véget ér a jaték. (Hiszen az utak tetején mar nem tud két példannya osztodni, igy levehetjiik.)

Most nézziik meg, hogy mi van akkor, ha nincsenek ilyen utak. Azt allitjuk, hogy ebben az
esetben van néhany (mondjuk & darab) start mezs, hogy a roluk egyiittesen elérhets szabad
mez6k szama kevesebb, mint k. S6t, ennél tobbet is tudunk mondani, ezek a start mezdk
,szomszédosak” abban az értelemben, hogy egymast kovets szammal vannak ellatva, illetve van
olyan kivalasztas, ahol k start mez6bd6l pontosan k& — 1 szabad mez6 érheté el.

ElérhetGség alatt természetesen azt értjilkk, hogy az adott start mezsbdl balra-fel illetve
jobbra-fel 1épkedésekkel elérhets egy mez6. Az adott start mez6hoz tartozo Gsszes ilyen mezd
halmazat konnytd megkapni. Inditsunk el bel6le egy végi balra-fel és egy végig jobbra-fel utat,
és az Osszes mezG, mely e kettd kozott van, az elérhetd.

A kovetkez6 gondolat egy kicsit komolyabb grafelméletet hasznal, de utana megmutatjuk,
hogy enélkiil is meg lehet oldani a feladatot. Azért mutatjuk meg, mert a jaték mélyén valahol
mégiscsak ez a szép tétel bajik meg, és igy egy kicsit jobban megérthetjiik.

Vegyiik fel azt a paros grafot, ahol a megadott start mezbk az egyik szinosztaly, a szabad
mezdk pedig a masik, és két csiics akkor van Osszekotve, ha a start mez6bdl elérhets a szabad
mez6. A Kénig-Hall-tétel értelmében ebben a grafban vagy van egy start mezdéket fedd paro-
sitas, vagy van néhany (mondjuk k) start mezd, akikbdl az egyiittesen elérhetd mezdk szama
kevesebb, mint k. Ha van parositas, akkor kénnyti azokbol utakat csinalni, és ekkor, mint lattuk,
a Védekezd nyer. Most adunk is egy egyszert modszert az utak megtalalasara (melyre a tétel
ismerete nélkiil is ra lehet jonni), melynek segitségével még a masik esetben is megtalalhatjuk
a k mezGt.

Az els6 fazisban vegylik az 1-es start mezst, és vezessiink utatt a legbalrabb 1évé nem foglalt
szabad mez&be. Nem foglalt szabad mezé alatt olyan szabad mezét értiink, melybe még nem
vezettiink utat (az elss esetén még nyilvan minden szabad mezd nem foglalt). Ezutan mindig
vessziik a legkisebb sorszamu start mezét, és vezetiink egy utat az onnan elérhetd legbalrabb
1év6 nem foglalt szabad mez&be. Mint lattuk, hogy ha ezt meg tudjuk tenni, akkor a Védekezd
nyer, minket most az érdekel, hogy mikor nem tudjuk megtenni.

Ekkor lesz egy els6 mezd (mondjuk a j.), ahonnan nincs nem foglalt szabad elérhet mezé.
Ez lesz a kivalasztott k mezénk koziil az utolsdé. Most keressiik meg az elsét, ez a masodik
fazis. Ehhez nagyjabol ugyanezt a modszert csinaljuk meg, csak visszafelé. Elfelejtjiik az els6
fazis utjait, majd a j. mez6bdl felvessziik a legjobbrabb 1évé nem foglalt szabad mez&ben
végz6ds utat, majd a (j — 1).-bol, és igy tovabb. Ekkor sziikségképpen minden ut (a szabad
mezGket tekintve) eggyel balrabb végzddik, mint az els§ fazisban. Emiatt lesz egy els6 olyan
mez6 (mondjuk az i.), ahonnan mar nem tudunk utat inditani nem foglalt szabad mezébe.
(Kiilonben elérnénk az 1. mezét, akinek igy szintén tudtunk balrabb végz6ds utat adni, de ez
ellentmond az els6 ut valasztasanak az elsé fazisban.)

Ekkor az i-t6l j-ig tarto start mezék lesznek az altalunk kivalasztott mezék (k= j — i+ 1
darab), melyekbdl a fentiek alapjan pont k£ — 1 mez6 érhetd el. (De nekiink elég lesz annyi is,
hogy kevesebb, mint k.) Az is konnyen lathato, hogy ezek a szabad mezdk mind a fels§ sorban
lesznek.

A tovabbiakban csak ezeken 1évé babukra koncentralunk (a tobbirdl teljesen megfeledke-
ziink), és megmutatjuk, hogy ezekkel tud nyerni a Tamado. A stratégia egyszert: mindig osz-
todunk ezek egyikével. Ekkor a Védekezs legfeljebb egyet tud levenni, tehét mindig marad



legalabb k£ babunk, melyek egyre feljebb keriilnek. Ha a Védekezs kore végén van babunk betiis
mezdében, akkor a CD-jatéknal ismertett moédon tudunk nyerni.

Ha egyszer sincs, és tobbet nem tudunk osztodni, akkor a felsG sorban van legalabb k
babunk a (legfeljebb) k& — 1 mez6n. Most nézziik a fels6 sor szabad mezdi alkotta szomszédos
csoportokat, azaz két betiis mez6 kozotti mezdket. Nyilvan van olyan csoport, ami kevesebb
mez6bdl all (mondjuk /), mint ahany babu Osszesen rajta van, kiilonben egyiitt se lennének
kevesebben.

Egy ilyen csoportban vegyiik mindig a legbalrdbb 1évé babukat, és azokat toljuk jobbra.
Ekkor [ 1épés utan, a Védekezd korének végén, még mindig van legalabb 1 babunk, és az mar
bettis mezén kell, hogy alljon, igy készen vagyunk, nyert a Tamado.



