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C1. Adjatok meg 5 pozitiv egész szamot gy, hogy barmely kettének a szorzata oszthaté legyen a kiilénbségiikkel.

Megoldas: Koénnyen ellenérizhetd, hogy a 24, 48, 72, 96, 120 szamok példaul ilyenek. A D3-as feladat
megoldasanal lathatjuk azt is, hogy tetszéleges n-re talalhaté n darab ilyen szam, de végtelen sokat
méar nem lehet megadni.

C2. 9 gyerek mindegyike szeret legalabb egy ételt a spenot, a finomfézelék, a paradicsomos kaposzta és a brokkoli
koziil. Tudjuk, hogy barmelyik két gyerekhez lehet talalni olyan ételt a 4 koziil, amelyet egyikiik szeret és a masikuk
nem. Bizonyitsatok be, hogy van két olyan gyerek, akik koziil az egyik pontosan azokat az ételeket szereti, amelyeket a
masik nem.

Megoldas: Négyféle étel szerepel a feladatban. FEz alapjan 16-féle izlést gyerek 1étezhet, hiszen minden
ételrsl kiilon-kiilon eldontheti valaki, hogy szereti vagy nem, ez 24 = 16 lehetéség. Az azonos izlést
gyerekek halmazat nevezziik izlés-csoportnak. ,Azt is tudjuk, hogy barmelyik két gyerekhez lehet talalni
olyan ételt a 4 koziil, amit egyikiik szeret és a masik nem.” Ez alapjan minden izlés-csoportban legfeljebb
egy gyerek lehet.

A 16 féle izlés-csoportot rendezziik komplementer parokba, egy izlés-csoport komplementere az az
izlés-csoport, ami mindenrdl pont ellentétesen vélekedik. Példaul a csak a spendtot szeretSk csoportja-
nak komplementere az a csoport, akik a spen6tot nem, de a finomf&zeléket, a paradicsomos kdposztat és
a brokkolit szeretik. A mindent szeret6k komplementere a semmit sem szeret&k csoportja, de a feladat
feltételei szerint a semmit sem szeretSk csoportja iires.

A 16 izlés-csoportot igy 8 parra (halmazra) osztottuk szét. A skatulyaelv alapjan 9 gyerek koziil lesz
kettd, aki azonos halmazba esik. A teljesen azonos izléstieket a feladat kizarta, igy 6k komplementer
izléstiek, azaz talaltunk két gyereket, hogy egyikiik éppen azokat az ételeket szereti, amit a masik nem.
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C3. Az A,B,C,D pontok a kovetkezéképpen helyezkednek el a sikon: az AB és C'D szakaszok merdlegesek egymésra
és egyenlS hosszuak, rdadasul D éppen az AB szakasz A-hoz kozelebbi harmadolopontja. A D pontboél a BC-re allitott
merdleges talppontja legyen E. A DE szakasz F-hez kozelebbi harmadolopontja legyen H. Bizonyitsatok be, hogy a CH
és az AFE szakaszok merdlegesek egymasra.

Megoldas: Hasznaljuk az ébra jeloléseit, legyen P a C'D
szakasz bels6 pontja ugy, hogy PH || CE (azaz PH 1 DE).
Legyen AD = x, ekkor a feladat feltételei alapjan DB = 2x
és DC = 3zx. Végiil legyen HE = y, igy DH = 2y. A
megoldas kulcsa a kovetkezd lemma.

Lemma: DHP és BED haromszogek egybevagoak.
Lemma 1. biz.:

Legyen CBA< = o és EDB< = 3, tehat a + 5 = 90°.
Mivel BDC'« = 90°, igy HDP< = . Azonban PHD< =
90°, vagyis DPH< = (. Vagyis a két haromszog szogei
egyenlGek, azaz hasonléak, mér csak azt kell megmutatni,
hogy egybevagoak is. Ehhez azt latjuk be, hogy PD = 2x =
DB.

Mivel HP || EC, igy a pdrhuzamos szeldk tétele szerint
BE = DB — 2 amibél PD = 2DF = 2a. O
A lemmabdl kovetkezik, hogy mivel DH P héaromszégben a

0 nagysagu szoggel szemkozti oldal hossza 2y, igy ez igaz a
BED haromszogben is, vagyis EB = 2y.

Lemma 2. biz.: Vegyiik fel a szogeket az el6z6 bizonyitasban leirt modon. Vegyiik észre, hogy DEC
és BDC haromszogek hasonloak, mivel szogeik nagysaga paronként megegyezik. A hasonlésidg miatt
az oldalaik aradnyara a koévetkezd teljesiil:

DB EB
CD DE
DB-DE 2x-3y
CD 3z 4
Tehdt DHP és BED héaromszogek valoban egybevigobak, hiszen két oldaluk hossza és az &ltaluk
kozrezart szog nagysaga megegyezik. O

Végiil vegyiik észre, hogy mivel EB = DH = 2y, AB = CD = 3z és CBA< = HDC« = «,
igy ABC és CDH haromszogek két szomszédos oldaldnak és ezen oldalak altal kozrezart szogének
nagysaga megegyezik, ami azt jelenti, hogy a két haromszog egybevagd. Mivel AB és C'D egymasnak
megfelel oldalak a két haromszodgben, és AB | CD, igy a két haromszog egy derékszogii forgatassal és
egy eltolassal vihet§ egymasba, vagyis a két haromszogben a megfelels oldalak merélegesek egymasra.

Mivel AE és C'H is egymasnak megfelels oldalak, igy valoban AE | CH, ezzel belattuk a bizonyi-
tandot.

Megjegyzés a megoldashoz. A megoldas soran egyszer hasznaltuk a parhuzamos szel6k tételét,
azonban nagyon speciélis esetben. Mivel H harmadolépont, a tételre valé hivatkozas kénnyen kivalthato
egyszeri egybevagosagokkal: ha a DH P kozépvonalait meghuzzuk, illetve P-n keresztiil parhuzamost
htizunk DE-vel, akkor egybevago derékszogt haromszogek keletkeznek. Igy a megoldas a parhuzamos
szel6k tételének (avagy a hasonlosagi alapeseteknek) ismerete nélkiil is elérhetd.
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C4. A mogyorés-mazsolas csoki 100 kockabél all, minden kockaban a mogyorok és a mazsoldk szama egész szam. Mi
az a legkisebb k szam, amelyre igaz, hogy barmelyik ilyen tabla csokibol megehetiink k darab kockat tugy, hogy ezzel
megettiik a mogyoroknak és a mazsolaknak is legalabb a felét?

Megoldas: A megoldas 51 kocka.

Elgszor mutassuk meg, hogy létezik olyan elrendezés, amikor meg kell enniink 51 kockat: legyen a
csokiban csak 1 szem mogyord, a maradék 99 kockdban pedig mindenhol 1 — 1 szem mazsola. Csak
egész kockakat szabad enni, felet nem. Ahhoz, hogy a mogyorok felét megegyiik, meg kell enniink azt az
1 mogyoroés kockat. Ahhoz, hogy a mazsoldk felét megegyiik, meg kell enniink a 99 mazsolas kockabol
legalabb 50-et. Ez 6sszesen 51 kocka, és ebben az elrendezésben kevesebb nem elég.

Masodjara mutassuk meg, hogy sosem johet létre olyan elrendezés, hogy muszaj legyen legalabb 52
kockit megenni.

Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan elrendezés, ahol barhogy esziink meg 51 kockat az nem elegendd.
Ekkor a maradék 49 kocka tartalmazza a mogyorék tobb, mint felét vagy a mazsolak tobb, mint
felét. Ez barmelyik 49 kockabol allo halmazra igaz lesz. Szamozzuk meg a kockdkat egytél szézig.
Az {1,2,...,49} halmazban valamelyik csemegének tobb, mint fele van. Itt még mindegy, hogy a
mogyoroké vagy mazsolaké, ezért az altalanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy a mogyoréoké.
Az {50,51,...,98} halmazban a mazsolak tobb, mint fele van. Ez diszjunkt az elsé halmaztdl, tehat
nem lehet mindkét helyen a mogyordknak tobb, mint fele. Hasonléan folytathatjuk a gondolatmenetet:
a {99,100,1,...,47} halmazban a mogyorok tobb, mint fele van, igy a {48,49,...,96} halmazban a
mazsoldk tobb, mint fele van, vagyis a {97,98,99,100, 1,...,45} halmazban a mogyorok tobb, mint
fele van.

A sorszamokat ciklikusan tekinthetjik. A mogyords halmazok kezd&tagjanak sorszama lépésenként
kettdvel csokken (mindig paratlan szam), azaz eljutunk oda, hogy a {51,52...,99} halmazban a mo-
gyorok tobb, mint fele van. Ez diszjunkt a {1,2,...,49} halmaztol, ahol szintén a mogyorok tobb, mint
fele van. Osszességében a {1,2,...,49,51,52,...,99} halmazban t6bb mogyorénak kellene lennie, mint
amennyi a teljes csokiban van.

Ellentmondasra jutottunk, ezért sosem johet létre olyan elrendezés, hogy muszéj legyen legalabb
52 kockat megenni.

C5. Egy bolha ugral egy 120 cm keriilett koron. Mindig az éramutatd jardsaval megegyezé irdnyban ugrik, Gsszesen
120-szor. Ugrasainak hossza a kor keriiletén mérve 1 cm, 2 cm, ..., 119 cm, 120 cm, nem feltétleniil ebben a sorrendben.
a) Hany cm hosszt a leghosszabb koriv, amelyet elkeriilhet a bolha egy ilyen ugrassorozat soran?

b) Ha ugyanezen a koron 60-szor ugrik a bolha gy, hogy ugrasainak hossza valamilyen sorrendben 1 ¢m, 2 cm, ...,
59 cm, 60 cm, akkor hany cm hosszu a leghosszabb koriv, amelyet elkeriilhet?

Megoldas: a) Az ugréassorozat folyaméan a bolha valamikor 60 cm-t ugrik, valamilyen P pontbdl @
pontba. Mivel 60 cm pontosan a keriilet fele, igy barmilyen 60 cm-nél hosszabb koriv tartalmazza vagy
P-t vagy Q-t a belsejében. Tehat legfeljebb 60 cm-t tud elkeriilni.

Megmutatjuk, hogy megfelel§ ugrassorozattal el is érhets, hogy elkeriiljon egy 60 cm-es részt.
Legyen a kovetkez$ az ugrassorozat: 119,1,118,2,117,3,...,59,61, és végiil 60, 120.

Legyen a bolha kiindulépontja S, és az azzal atellenes pont a kérén T. Az ugrassorozat elején
mindig x,120 — x tavolsagokat ugrik, tehat minden méasodik ugrésra visszatér S-re. Mivel mindig a
nagyobbik ugrassal kezdi, igy a paratlanadik ugrasok utan éramutaté jarésa szerint T utéan de S elGtt
landol. Tehat elkeriili az S-t61 T-ig tart6 60 cm-es szakaszt. Végiil a 60 cm-es ugrassal S-rél T-re ugrik,
és a 120 cm-es ugrassal T-r6l T-re ugrik. Tehat egyszer sem landol az S-t6l T-ig tart6 60 cm-es koriv
belsejében.

b) Osszesen % = 1830 cm-t halad elére a bolha, ami tébb, mint 15 teljes kor. Tegyiik fel, hogy
a bolha elkeriil egy = hossziisagu korivet. Mivel minden lépése rovidebb, mint egy kor, ezért legalabb
15 kiilonbo6z§ 1épésben athalad az elkeriilt koriv felett. Tehat x legfeljebb 46, mivel 46 hosszt a bolha
15. leghosszabb ugrasa.
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Megmutatjuk, hogy egy 46 hosszi rész elkeriilhet egy megfelels 1épéssorozattal. A bolha ugrasait
négy ugrasbol allo fordulokba rendezziik, 15 fordulé lesz. Az 4. forduloban az ugrasok legyenek 14 +
,60 — 14 — 4,9 — 1,60 — (i — 1). Az els6 forduloban a harmadik ugras kimarad mert 0 hosszu lenne. Az
egyetlen kimarado6 ugras a 30 hosszisagu, amit a bolha a forduldk utan tesz meg.

Legyen S a bolha kiindul6é pontja. Vegyiik észre, hogy minden forduldé pontosan egy kor megté-
telét jelenti, tehat mindig S-re érkezik a fordul6 végén. A forduld utols6 ugrésai rendre 60,59, ... ,46
hossztiak. Mivel az utolsd ugrasok mind ugyan oda érkeznek, ez azt jelenti, hogy az S el6tti 46 cm-es
részt elkeriili az ugrasok soran a bolha. Az utols6é extra 30 cm-es ugrédssal sem 1ép ra erre a részre,
mivel 30 + 46 < 120. Tehat 46 cm elkertilhets, de tébb nem.

C6. Jaték: A jaték kezdetén egy n x k-as téglalap minden mezdjére tesziink egy-egy korongot. A két jatékos felvaltva
lép. Egy lépésben a soron 1év§ jatékos kivalaszt egy korongokbol allo téglalapot, és egy soranak vagy oszlopanak minden
korongjat leveszi. (Korongokbol 4llo téglalapnak egy olyan téglalap alaku teriiletet neveziink, ahol minden mezén van
korong, de kozvetleniil mellette sehol. Kezdetben csak egy ilyen téglalap van, késébb méar lehet hogy t6bb is.) Az nyer,
aki az utolsé korongot elveszi.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jatékban! Ti donthetitek el a kezdddllds (azaz n és k) ismeretében,
hogy a kezdd vagy a mdsodik jdtékos borébe szeretnétek bujni.

Megoldas: Ha a téglalapnak mindkét oldala paros, akkor a Masodik nyer, ha pedig van paratlan
oldala, akkor a Kezdé.

Van paratlan oldal: Tegyiik fel, hogy (2¢ + 1) x r-es a téglalap, ahol ¢ egész. Ekkor a Kezd§ jatékos
nyerni tud agy, hogy elveszi a kozépsé sort, azaz két darab £ x r-es téglalapot hagy maga utan. Ugyanis
innentdl kezdve Kezd§ tekintheti tgy a palyat, mintha az két egyforma palyarészbdl allna, és ekkor
akarmit 1ép Masodik az egyik jatékrészben, azt Kezdd a maésik jatékrészben le tudja utanozni, ilyen
modon pedig garantalt, hogy Kezdé fog utoljara 1épni.

Mindkét oldal paros: Ekkor a Méasodik jatékos tud nyerni. Ugyanis ha a tabla kézepére Masodik
odaképzel egy zold pottyot (a kozépss 4 mezd kozé), akkor barmit lépjen Kezdd, azt Méasodik le tudja
utanozni gy, hogy a zold pottyre tiikrozve 1épi meg ugyanazt. Meggondolhat6, hogy barmely 1épésnek
igy a tiikorképét végre tudja hajtani, példaul egy lépés tiikorképe mindig csak vele diszjunkt mezsket
fog tartalmazni.

4/10



Dont
ZOlg.gbrucr e ',%‘/ XL bDijrer \./erseng — =
O NMakermakika megoldasok _ _

9-10 osztalyosok

kategoria

C+1. Bizonyitsatok be, hogy barmely négyszognek kivalaszthato két szomszédos oldala, amelyeket paralelogrammava,
kiegészitve a kapott paralelogramma tartalmazza az eredeti négyszoget.

Megoldas: Valasszuk ki a szomszédos oldalak alkotta 4 haromszog koziil a legnagyobb teriilettit (ha
tobb van, akkor ezek koziil az egyiket). Ezt kiegészitve a feladat feltételeinek megfelel paralelogrammét
fogunk kapni.

Legyen az ADB héromszog maximaélis tertletd a haromszoégek koziil, legyen E a paralelogramma
negyedik csicsa.
A C csics nem lehet a DFE egyenes felett, hiszen ekkor az
AB-mp AB-mco

Tap = 5 < 5 =TaBD

egyenl6tlenség teljesiilne, amely ellentmond ABD maximalitasanak. Hasonl6an meggondolhato, hogy
a C csics nem lehet a BE egyenes jobboldalan.

Mivel a négyszog oldali nem metszik egymast, igy C az AB egyenes felett, illetve az AD egyenes
jobboldalan helyezkedik el. Azaz az ABDFE paralelogramma tartalmazza a C' csiicsot. Ezzel a feladat
allitasat belattuk.
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C-+2. A'B’C’ haromszog az ABC haromszog belsejében tgy helyezkedik el, hogy AB || A’B’, BC | B'C' ¢és CA || C' A,
és ezen parhuzamos oldalak egymastol d tavolsagra vannak mindharom esetben. Legyenek O és O’ az ABC és A’ B'C’
beirt kéreinek kézéppontjai, K és K’ pedig a koréirt koreinek kdzéppontjai. Bizonyitsitok be, hogy az O, O', K és K’
pontok egy egyenesen vannak.

Megoldas:

1. Lemma: AA’, BB’ és CC’ egy ponton

mennek at.

1. lemma bizonyitasa:

ABCA és A’B’C' A hasonlbak és a megfelels

oldalaik parhuzamosak, tehit van egy olyan

koézéppontos hasonlosag, amely az egyiket a

masikba viszi. Ez az X kozéppontid hason-

l6sdg, mivel a megfelel§ oldalakat megfelels

oldalakba viszi, igy a megfelel§ cstuicsokat is

megfelels csicsokba, tehat az A, A’, X pon-

tok egy egyenesre esnek, hasonléan B, B, X

és C,C', X pontok is, tehat AA’, BB',CC’

egy ponton mennek at.

2. Lemma: X = O.
2. lemma bizonyitasa: A’-bdl merdlegeseket véve AB és AC oldalakra, ha a merélegesek talppontjai
P és Q, akkor A’P = A'Q = d a feladat feltétele miatt. Ebbdl kovetkezik, hogy APA'/A és AQA'A
egybevagbak, mivel két oldaluk hossza és a megfelels szogiik megegyezik, tehat PAA'<c = QAA'<,
azaz AA" a PAQ< = BAC< szoglelezGje, ami ABC/A-ben szogfelezs. Ugyanez elmondhat6 BB’
illetve CC’-r6l, igy mindharom egyenes atmegy O-n. Mivel a harom egyenes kiilonboz6 (hisz barmely
ABC A-ben a szogfelezk kiillonboznek), igy legfeljebb egy kozos metszéspontjuk lehet, és O az. Tehat
X =0.
3. Lemma: O = O'.
3. lemma bizonyitasa: Mivel O-bodl egymasba lehet vinni a két haromszoget kézéppontos hasonlosag-
gal, ezért O az ABC A beirt korét is A’ B'C’/\ beirt korébe viszi, és a kozéppontjat kozéppontba. Mivel
az elézd kornek O a kodzéppontja, igy a mésiknak is O lesz, hiszen 6nmagébdl egy pontra tetszéleges
kozéppontos hasonlésagot elvégezve dnmagat kapjuk. Tehat O’ = O.

Ugyanigy, a megfelel6 kozéppontos hasonlosdg K-t K'-be viszi, tehat O, K, K’ egy egyenesre esik.
Viszont O = O'. Ezzel az allitast belattuk.

A megoldds diszkusszidt nem igényel.

C+3. Egy bolha ugral egy 120 cm keriilett kérén. Mindig az éramutaté jarasaval megegyezs iranyban ugrik, 6sszesen
120-szor. Ugrasainak hossza a kor keriiletén mérve 1 cm, 2 cm, ..., 119 cm, 120 cm, nem feltétleniil ebben a sorrendben.
a) Hany cm hosszu a leghosszabb koriv, amelyet elkeriilhet a bolha egy ilyen ugrassorozat soran?

b) Ha ugyanezen a koron 60-szor ugrik a bolha ugy, hogy ugrasainak hossza valamilyen sorrendben 1 cm, 2 cm, ...,
59 cm, 60 cm, akkor hany cm hosszu a leghosszabb koriv, amelyet elkeriilhet?

Megoldas: Lasd a C5 feladat megoldasat.
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C—+4. Keressétek meg az a®+b° = p?°'® egyenlet 6sszes olyan megoldasat, ahol a és b pozitiv egészek, p pedig primszam.

Megoldas: Alakitsuk szorzatta a az egyenlet bal oldalat:

(a +b)(a® — ab + b*) = p*'8 (1)

Mivel p primszam, ezért p?9'® csakis ugy allhat el§ szorzatalakban, ha
at+b = p" (2)
(12 _ ab + b2 — p2018—7’b (3)

ahol 0 < n < 2018.
Tudjuk, hogy a és b pozitiv egész szamok, ezért a+b > 1, ésigy n # 0. Az is konnyen megmutathato,
hogy n # 2018. Ehhez az a® — ab + b> = 1 egyenletet kell megoldani. Atrendezve kapnank ebbél, hogy

(a—b*=1—ab

Az egyenlet bal oldala nemnegativ (egy egész szam négyzete), a jobb oldal pedig nempozitiv, hiszen
a, b > 0. Egyenléség igy csak akkor allhat fenn, ha a = b = 1. Ekkor viszont p?0'8
lehetséges. Tehat 0 < n < 2018. (*)

A (2) egyenlet négyzetébdl kivonva a (3) egyenletet kapjuk, hogy

= 2, ami nem

3ab = p2n _ p2018—n _ p2018—n(p3n—2018 _ 1) (4)

(Itt leszogezziik, hogy a (2) egyenlet négyzete szigortian nagyobb a (3) egyenletnél.)

Mivel n < 2018, ezért p osztja a (4) egyenlet jobb oldalat, tehat a bal oldalt is kénytelen osztani.
A bal oldal egy szorzat, ezért p | 3, p | a, vagy p | b.

Azt fogjuk megmutatni, hogy mindenképpen p | 3. Ha ugyanis p | a, akkor az a + b3 = p
egyenlet miatt itt p | b, valamint ezek alapjan a két szam felirhat6 a = pa;, valamint b = pb; alakban.
Az eredeti egyenletbe behelyettesitve, majd p3-nal egyszertsitve

2018

a3 + b} = p215

hasznélva az egyenletben szerepld p kitevGje 3-mal ismét csokkenthets. A megoldando6 egyenlet igy
ezen lépések sorozataval leredukalhaté a kovetkezs alakra:

gy + bgry = p° (5)

(Fontos megjegyezni, hogy a fent (*)-gal jelolt megallapitas ezekre a csokkentett kitevSkre atfogal-
mazott analog allitasokra is igaz.)
Ezt is szorzatta alakitva, felallitva az Uj egyenletrendszert, majd a miiveleteket hasonléan elvégezve
kapjuk, hogy
3agr2ber2 = p(p — 1)

Ha itt p osztana agra, vagy bere valamelyikét, akkor az azt jelentené, hogy az (5) egyenlet bal oldala
p3-nal oszthat6 lenne, viszont a jobb oldal (p?) nem oszthato p3-nal, igy ez nem lehet. Kévetkezésképpen
muszéj, hogy p | 3, ami azt jelenti, hogy p = 3.

Ezt az eredményt visszairva a (4) egyenletbe:

3ab — 32018—11(3371—2018 _ 1) (6)
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Azt fogjuk belatni, hogy 2018 —n > 2. Han = 2018, akkor a mar korabban megnézett a®—ab+b> = 1
egyenletet kellene megoldanunk (amirdl kordbban lattuk, hogy nem lehet), n = 2017 esetén pedig a
a® — ab + b? = 3 egyenletet. Ezt atalakitva (a — b)2 = 3 — ab, aminek csak a = 1, b = 2, vagy a = 2,
b = 1 a megoldasa. Ekkor viszont nem igaz az 13 + 23 = 32018 egyenlet. Tehat valoban 2018 —n > 2.
(**)

Ez viszont azt jelenti, hogy 9 osztja a (6) egyenlet jobb oldalat, igy a bal oldalt is osztania kell,
tehat a szimmetria miatt feltehets, hogy 3 | a. Ekkor viszont a3 + 0% = p?°'® miatt 3 | b. A korabbi
felirasokkal élve 33 = 27-tel elosztva az egyenletet kapjuk, hogy

a% + B = 32015

A korabban latott modon a kitevs tovabb csokkenthetd 3-mal (megjegyezziik, hogy a (**)-ban
belatott nagységrend analogja tovabbra is fennall). A leredukalt egyenletiink igy:

gy + bggy = 3% =9,

amirdl lathatjuk, hogy csakis az a = 1, b = 2, vagy a = 2, b = 1 oldja meg. (Ezt az egyenletet
is szorzatta alakitva a (**)-ban megéllapitott nagysagrend éppen egyenldséget adna.) Igy a lépéseket
visszafelé folytatva a megoldasok éppen a = 372, b = 2- 3572 vagy a = 2 - 3672, b = 3672, Ellendrizve
lathatjuk, hogy ezek a szamok tényleg megoldjak az egyenletet.

Ezzel belattuk, hogy az eredeti egyenletet csakis p = 3-ra lehet a megoldani, és ekkor a megoldésok
pontosan az (3672;2 . 3672) &5 (2 - 3572; 3572) rendezett (a;b) szampérok.

C-+5. Egy 101 x 101-es tablazat minden mez&jébe beleirtuk a —1, 0, 1 szamok valamelyikét. Mind a 101 sorban, és
101 oszlopban kiilon-kiilén felirtuk a szamok Gsszegét. Lehetséges-e, hogy a felirt szamok mindegyike kiilonb6zé legyen?
Megoldas: Tegyiik fel, hogy kitoltottiik a tablazatot. Cserélgessiik meg a sorokat, illetve az oszlopokat
ugy, hogy az egyes sorok Osszege fentrdl lefele, az oszlopoké pedig balrél jobbra névekedjen.

Tegyiik fel, hogy az Gsszes Osszeg kiillonbo6zs. Nézziik az 6sszegek kozil a 101 legnagyobbat, hivjuk
ezeket nagy Osszegeknek, a tobbit pedig kicsinek. Nézziik, mennyi lehet a nagy és a kicsi Osszegek
Osszegének kiilonbsége.

Egyrészt péarositsuk a kis 6sszegeket a nagy Osszegekkel gy, hogy a legkisebb kis Gsszeghez vegyiik
a legkisebb nagy Gsszeget, a masodikhoz a mésodikat, és igy tovabb. Itt minden parban legalabb 101
a kiilonbség, azaz Osszeségében legalabb 1012 a kiilonbség.

Hasznaljuk az dbra jel6léseit! A felosztott négy téglapban szerepld szamok sszege legyen A, B, C, D.

Azt is tudjuk, hogy a kis Osszegek Osszege (A + B) + (A + C) = 2A + B + C, a nagy 0Osszegek
osszege pedig (B+ D)+ (C+ D) = B+ C+2D. Vagyis a kis és a nagy osszegek kiilonbsége 2(D — A).
Nézziik meg, mennyi lehet ennek a kifejezésnek a maximuma.

A maximum nyilvan akkor lesz, amikor a D teriileten az Gsszes szam 1-es, mig az A teriileten az
Osszes szam -1-es. Nézziik meg azt is, hogy maximum hany mez&bdl allhat az A teriilet. A teriilet
z- (101 — x) mez6bdl all. Ennek maximuma 50-51. Ekkor a kifejezés értéke 2(50-51-1—50-51-(—1)) =
4-50-51 = 1012 — 1, ez pedig ellentmondas annak, hogy legalabb 1012 az értéke. Igy belattuk, hogy
nem lehet ilyen médon kitolteni a tablazatot.
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A B kis Osszegek

C D nagy osszegek

kis Osszegek nagy Osszegek

C—+6. Jaték: A jaték kezdetén a korongok néhany (nem feltétleniil egyforma méretii) téglalapban lesznek elhelyezve.
A két jatékos felvaltva lép. Egy lépésben a soron 1évs jatékos kivalaszt egy korongokbol allo téglalapot, és egy sordanak
vagy oszlopanak minden korongjat leveszi. (Korongokbol allé téglalapnak egy olyan téglalap alaka teriiletet neveziink,
ahol minden mez6n van korong, de kozvetleniil mellette sehol.) Az nyer, aki az utols6 korongot elveszi.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer eqymds utdn ebben a jatékban! Ti donthetitek el a kezdddllds ismeretében, hogy a kezdd
vagy a mdsodik jdtékos bdrébe szeretnétek bujni.

Megoldas:
Definicio: A lehetséges téglalapokat soroljuk be 3 tipusba oldalaik paritasa szerint:

e A tipusi: mindkét oldala paros;
e B tipust: egyik oldala péaros, a mésik paratlan;

e ( tipust: mindkét oldala pératlan.

Definici6: Nyerdallisnak nevezziik az olyan alldsokat, melyekbdl a soron kovetkezd jatékos nyerni
tud, és vesztddlldsnak az Osszes tobbi allast.

Allitas: Egy allas pontosan akkor vesztGallas, ha benne a B tipusu és C tipust téglalapok szama
is péaros.

Bizonyitas: A maradék korongok szdma szerinti indukciéval bizonyitunk. Nyilvan ha 0 korong
maradt, akkor a soron 1év§ jatékos vesztett, és ez az allitasunk szerint is vesztGallas, hiszen sem B, sem
C tipusu téglalap nincs. Most tegyiik fel, hogy k-nal kisebb korongszamokra mar belattuk az allitast,
és vegyiink egy olyan allast, melyben k korong van. A B és C tipusu téglalapok szamanak paritasa
alapjan négyféle eset lehetséges.

1. eset: Paratlan sok B tipust és paros sok C tipust téglalap van. Ekkor azt kell belatnunk,
hogy ez nyerdéllas, azaz létrehozhato bel6le vesztdallas. Mivel van legalabb egy B tipusu téglalapunk, az
egyik ilyennek elvehetjiik egy olyan szélsé sorat, mely paros sok korongbol all. Ekkor a B tipusi téglalap
helyett csinaltunk egy A tipusit, azaz a B téglalapok szama eggyel csokkent, a C' nem valtozott. Igy
péros sok B és paros sok C' maradt, ami az indukcios feltevés szerint vesztéallasnak felel meg.
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2. eset: Paros sok B tipusi és paratlan sok C' tipust téglalap van. Szintén azt kell be-
latnunk, hogy ez nyersallas. Ha van olyan C téglalap, aminek egyik oldala 1, akkor az egész téglalap
elvehets egy lépésben, ezaltal paros sok C' tipusi téglalap marad, a méasik két tipus mennyisége nem
valtozik, igy az indukcids feltevés miatt vesztGallashoz jutunk. Ha pedig nincs ilyen, akkor viszont olyat
talalunk, melynek egyik oldala legalabb 3. Tehat van egy m sorbél és n oszlopbol allo téglalap, melyben
m és n paratlan, és m > 3. Ekkor a téglalap masodik oszlopat elvéve, kapunk egy m x 1l-es és egy
m % (n — 2)-es téglalapot. Mindkét kapott téglalap C' tipusu, igy Gsszességében a C' tipusu téglalapok
szama eggyel nétt, azaz paros lett. A tobbi tipus darabszama nem valtozott, igy paros sok B és paros
sok C' lett, ami vesztGallast jelent.

3. eset: Paratlan sok van B és C tipust téglalapbél is. Megint azt kell belatnunk, hogy ez
nyerdallas. Ekkor vegyiink el az egyik B tipusu téglalapbdl egy péaratlan hossza széls§ sort. Ekkor a
maradék téglalap mindkét oldala paratlan lesz, azaz egy B tipusu téglalap atalakult egy C' tipusiva.
Igy a B és C tipustiak szaméanak paritésa is valtozott, azaz B és C tipusu téglalapbol is paros sok lett,
ami az indukcios feltevés alapjan vesztGallas.

4. eset: Paros sok van B és C tipusi téglalapbdl is. Azt akarjuk belatni, hogy ez veszt&allas,
azaz barmit lépiink, nyerdallashoz jutunk. Az alabbi tablazat felsorolja a potencialis lépéseket. A AA,
AB, AC oszlopok mutatjak az egyes tipusu téglalapok darabszamainak valtozasat a lépések hatéasara.

Mihez nyalunk? Ennek a méretei Mit vesziink el? Maradék téglalap(ok) méretei AA AB AC
A 2%k x 21 1. sor (2k — 1) x 21 -1 410
A 2k x 21 2z. sor (2z — 1) x 21 és (2k — 2z) x 21 0 +1 0
A 2k x 21 2z + 1. sor 2x X 21 és (2k —2x — 1) x 21 0 +1 0
B (2k+1) x 21 1. paros sor 2k x 21 +1 -1 0
B (2k+1) x 21 2x. paros sor 2z —1)x2lés (2k—2x+1) x 21 0 +1 0
B (2k+1) x 21 2z + 1. paros sor 2z x 2l és (2k — 2x) x 21 +2 -1 0
B (2k+1) x 21 1. paratlan sor (2k + 1) x (20 — 1) 0 -1 +1
B (2k+1) x 21 2z. paratlan sor (2k+1) x 2z —1) és (2k+ 1) x (21 — 22) 0 0 +1
B (2k+1) x 21 2z + 1. paratlan sor (2k+1) x2z és (2k+1) x (2l — 2z —1) 0 0 +1
C (2k+1) x (21 +1) 1. sor 2k x (21+1) 0 -1 +1
C (2k+1) x (204+1) 2z. sor 2z —1) x (2141) és (2k — 2z) x (21 + 1) 0 +1 0
C (2k+1) x (204+1) 2z + 1. sor 2z X (2l+1) és (2k — 2z —1) x (21 4+ 1) 0 +1 0

Latjuk, hogy barmit 1épiink, a B vagy a C tipusu téglalapok szaméanak paritasa valtozni fog, azaz
nem kaphatunk djra vesztGalléast.

Azaz az allitasunkat belattuk, és stratégiank is van, hiszen minden nyerdallasban mutattunk egy
olyan lépést, ami vesztSallast hagy maga utan.
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