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D1. Igaz-e, hogy egy olyan nyolcszogben, amelynek semelyik 3 csiicsa sem esik egy egyenesre, mindig van olyan atlo,
amely a nyolcsziget két 6tszdgre bontja?

Megoldas: Ha egy nyolcszoget kettévagunk egy atlojaval, akkor
legalabb 10 cstcs keletkezik (az eredeti nyolc, plusz még kettd az
elvagasnal). Ezért, ha pontosan két Otszoget szeretnénk, akkor
a nyolcszog keriiletén 3-3 cstics kell az atlé két oldalan, tehéat a

négy f6atlo valamelyikét kell valasztani.
Az abran lathaté nyolcszog tehat egy ellenpélda, mert a négy

féatlojanak egyike sem bontja két Gtszogre.

D2. 25 gyerek mindegyike szeret legalabb egy ételt a spendt, a finomfézelék, a paradicsomos kiposzta és a brokkoli
koziil. Tudjuk, hogy barmely 4 gyerekhez lehet talalni olyan ételt a 4 koziil, amelyet koziiliik valaki szeret és valaki nem.
Bizonyitsatok be, hogy van két olyan gyerek, akik koziil az egyik pontosan azokat az ételeket szereti, amelyeket a masik
nem.

Megoldas: Négyféle étel szerepel a feladatban. Fz alapjan 16-féle izlést gyerek 1étezhet, hiszen minden
ételrsl kiilon-kiilon eldéntheti valaki, hogy szereti vagy nem, ez 2* = 16 lehetéség. Az azonos izlési
gyerekek halmazit nevezziik #zlés-csoportnak. Azt is tudjuk, hogy barmely 4 gyerekhez lehet talalni
olyan ételt a 4 koziil, amit kozuliik valaki szeret és valaki nem. Ez alapjan minden izlés-csoportban
legfeljebb harom gyerek lehet.

A 16-féle izlés-csoportot rendezziik komplementer parokba, egy izlés-csoport komplemenetere az az
izlés-csoport, amely mindenrdl pont ellentétesen vélekedik. Példaul a csak a spendtot szeretSk csoport-
janak komplementere az a csoport, akik a spenétét nem, de a finomfézeléket, a paradicsomos kaposzat
és a brokkolit szeretik. A mindent szeret6k komplementere a semmit sem szeretSk csoportja, a feladat
feltételei szerint a semmit sem szeretSk csoportja iires.

A 16 izlés-csoportot igy 8 parra (halmazra) osztottuk szét. A skatulyaelv alapjan 25 = 3-8 + 1
gyerek koziil lesz négy, aki azonos halmazba esik. A teljesen azonos izléstiekbdl legfeljebb 3 lehet, igy
van két olyan gyerek, akik komplementer {zléstiek, azaz egyikiik éppen azokat az ételeket szereti, amit
a masik nem.

D3. a) Adjatok meg 5 pozitiv egész szamot 1igy, hogy barmely kettének a szorzata oszthaté legyen a kiilonbségiikkel.
b) Bizonyitsatok be, hogy barmilyen n pozitiv egészre megadhat6 n darab pozitiv egész szam dgy, hogy barmely kettGnek
a szorzata oszthatd legyen a kiilonbségiikkel.

c) Megadhato-e ugyanezen feltétellel végtelen sok pozitiv egész szam?

Megoldas: a) rész: Konnyen ellenérizhets, hogy példaul a 24, 48, 72, 96, 120 szamok megfelelnek a
feltételeknek.

Megoldas a b) részre: Az i-edik szém (1 < i < n) legyen ¢ -n!l. Ha 1 < i < j < n, akkor a j-edik
és i-edik szam kiilonbsége (j — i) - n! mig a szorzatuk i - j - (n!)2. Az nl-nak nyilvan osztéja j — i, igy
(j — ) - n! osztoja (n!)?-nek és igy persze i - j - (n!)%-nek is. Tehat a j-edik és i-edik szam kiilénbsége
osztja a szorzatukat.

Masodik megoldas a b) részre: Teljes indukcioval bizonyitunk. Két szamot meg tudunk adni,

példaul 1,2 j6 lesz. Tegyiik fel, hogy k szdmot mar megadtunk, ezek legyenek ay, ..., ar. Legyen n egy
pozitiv egész szdm, ami nagyobb mindegyik a;-nél és tekintsiik a

n-a;  Pi (
)
n—a; qi
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torteket. Legyen Q = H?Zl ¢, bi = a; - Q és b1 = n - Q. Ha a; — aj|a;a;, akkor nyilvan Qa; —
Qa;j|Qa;Qaj, tehat by, ..., by tovabbra is teljesiti a feltételt. Tovabba

bgr1-bi  Q-n-Q-a;  Q-na;

bk+1—bi_Q-n—Qai 7”L—CL¢7

ami @ valasztasa miatt egész szam. Tehét by, ..., b,y megfelels vilasztas. Igy valéban minden k-ra
meg tudunk adni k£ db megfelel§ szdmot.

Megoldas a c¢) részre Nem adhatdé meg végtelen sok. Tegyiik fel indirekt, hogy mégis, és legyen a
végtelen sok szam: a1 < ag < ---. Ekkor minden k > 1 esetén ay — a1 | a1 - ax. Az oszthatosaghol
kovetkezik, a nyilvanvalo (ar — aq) - a1 < ag - a1 becslést felhasznélva, hogy

ap-ar > (ap —a1) - (a1 +1) = ap - a1 + ax — (a1)® — a1
Innen azonban (a1)? + a1 > aj adédik. Mivel & > 1 tetszoleges volt, ez azt jelenti, hogy legfeljebb
(a1)?+a; darab szdmunk lehet (mivel azok pozitiv egészek), ellentmondasban azzal, hogy végtelen sok
van.

Masodik megoldas a c) részre Tegyiik fel, hogy meg tudunk adni végtelen sok szamot. Ezek koziil a
legkisebbet jelolje a, ekkor biztosan lesz a kivalaszott szamok kozott egy olyan b szam, amire b > a®+a
teljesiil. Nyilvan

(b,b—a) = (b,a) <a valamint (a,b—a) <a.

Mivel
(ab,b—a) < (a,b—a)- (b,b—a) <a®><b—a,

igy b — a1 ab, ellentmondés.

Masodik megoldas a c¢) részre Tegyiik fel, hogy van szamok végtelen sorozata, (a,) ami teljesiti
a feltételt. Legyen k a sorozat egyik tagja, ekkor a sorozat minden egyes a; # k tagjara a a;k/a; — k

egész. Mivel
lim 2 g
z—oo r — k

kx kx
és A > k, ha x > k, emiatt 1étezik egy olyan N szam, melyre ha x > N, akkor k < p— <k-+1,
Xr — €Xr —
vagyis akkor a hanyados nem egész. Vagyis ha a; > N, akkor i - nem egész, igy a sorozatnak csak
a; —

véges sok olyan a; tagja van, amire egész, ami ellentmondés.

(2
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D4. A'B'C’ haromszdg az ABC héaromszog belsejében tgy helyezkedik el, hogy AB || A'B’, BC || B'C’ és CA || C' A,
és ezen parhuzamos oldalak egyméastol d tavolsagra vannak mindharom esetben. Legyenek O és O az ABC és A'B'C’
beirt koreinek kozéppontjai, K és K’ pedig a koréirt koreinek kézéppontjai. Bizonyitsatok be, hogy az O, O', K és K’
pontok egy egyenesen vannak.

Megoldas:

1. Lemma: AA’, BB’ ¢s CC' egy ponton
mennek &t.

1. lemma bizonyitasa:

ABCA és A’ B'C' A hasonloak és a megfelels
oldalaik parhuzamosak, tehat van egy olyan
kézéppontos hasonlésag, amely az egyiket a
masikba viszi. Ez az X koézéppontu hason-
losag, mivel a megfelels oldalakat megfeleld
oldalakba viszi, igy a megfelel§ csticsokat is
megfelels csucsokba, tehat az A, A’, X pon-
tok egy egyenesre esnek, hasonléan B, B’, X
és C,C', X pontok is, tehat AA’, BB',CC’
egy ponton mennek at.

2. Lemma: X = 0.
2. lemma bizonyitasa: A’-b6l merslegeseket véve AB és AC oldalakra, ha a merélegesek talppontjai
P és Q, akkor A’P = A'Q = d a feladat feltétele miatt. Ebbol kovetkezik, hogy APA'A és AQA'A
egybevagbak, mivel két oldaluk hossza és a megfelels szogiik megegyezik, tehat PAA'<c = QAA'<,
azaz AA" a PAQ< = BAC< szogfelez6je, ami ABC/A-ben szogfelez. Ugyanez elmondhato BB’
illetve CC’-r6l, {gy mindharom egyenes atmegy O-n. Mivel a harom egyenes kiilonboz6 (hisz barmely
ABC A-ben a szogfelezdk kiilonboznek), igy legfeljebb egy kizos metszéspontjuk lehet, és O az. Tehét
X =0.
3. Lemma: O = O'.
3. lemma bizonyitasa: Mivel O-b6l egymasba lehet vinni a két haromszoget kozéppontos hasonldsig-
gal, ezért O az ABC A beirt korét is A’ B'C’/\ beirt korébe viszi, és a kozéppontjat kozéppontba. Mivel
az el6z6 kornek O a kozéppontja, {gy a mésiknak is O lesz, hiszen 6nmagéboél egy pontra tetsz6leges
kozéppontos hasonlosagot elvégezve dnmagét kapjuk. Tehat O’ = O.

Ugyanigy, a megfelels kézéppontos hasonlésag K-t K'-be viszi, tehat O, K, K’ egy egyenesre esik.
Viszont O = O'. Ezzel az allitast belattuk.

A megoldds diszkussziot nem igényel.
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D5. Keressétek meg az a® +b° = p?°'® egyenlet 6sszes olyan megoldasat, ahol a és b pozitiv egészek, p pedig primszam.

Megoldas: Alakitsuk szorzattd a az egyenlet bal oldalat:

(a +b)(a® — ab + b*) = p*'8 (1)

Mivel p primszam, ezért p?°'® csakis gy allhat els szorzatalakban, ha
a+b = p" (2)
a2 —ab+ b2 — p2018—n (3)

ahol 0 < n < 2018.
Tudjuk, hogy a és b pozitiv egész szamok, ezért a+b > 1, és igy n # 0. Az is konnyen megmutathato,
hogy n # 2018. Ehhez az a® — ab + b*> = 1 egyenletet kell megoldani. Atrendezve kapnank ebbél, hogy

(a—b%=1—ab

Az egyenlet bal oldala nemnegativ (egy egész szam négyzete), a jobb oldal pedig nempozitiv, hiszen
a, b > 0. Egyenléség igy csak akkor allhat fenn, ha @ = b = 1. Ekkor viszont p?°'® = 2, ami nem
lehetséges. Tehat 0 < n < 2018. (*)

A (2) egyenlet négyzetébdl kivonva a (3) egyenletet kapjuk, hogy

3ab = p2n _ p2018—n _ p2018—n(p3n—2018 _ 1) (4)

(Itt leszogezziik, hogy a (2) egyenlet négyzete szigorian nagyobb a (3) egyenletnél.)

Mivel n < 2018, ezért p osztja a (4) egyenlet jobb oldalét, tehat a bal oldalt is kénytelen osztani.
A bal oldal egy szorzat, ezért p | 3, p | a, vagy p | b.

Azt fogjuk megmutatni, hogy mindenképpen p | 3. Ha ugyanis p | a, akkor az a® + b3 = p?018
egyenlet miatt itt p | b, valamint ezek alapjan a két szam felirhato a = pay, valamint b = pb; alakban.
Az eredeti egyenletbe behelyettesitve, majd p3-nal egyszertisitve

a3 + b3 = p201’

Az igy kapott egyenletet az eredeti analdégidjara vizsgalhatjuk: az el§bb alkalmazott 1épéseket tjra
hasznélva az egyenletben szerepl$ p kitevje 3-mal ismét csékkenthets. A megoldand6 egyenlet igy
ezen lépések sorozataval leredukialhaté a kdvetkezd alakra:

gy + bgry = p° (5)

(Fontos megjegyezni, hogy a fent (*)-gal jelolt megallapités ezekre a csokkentett kitevSkre atfogal-
mazott analog allitasokra is igaz.)

Ezt is szorzatté alakitva, feldllitva az 0j egyenletrendszert, majd a mtiveleteket hasonléan elvégezve
kapjuk, hogy
3agr2ber2 = p(p — 1)
Ha itt p osztana agro, vagy bgro valamelyikét, akkor az azt jelentené, hogy az (5) egyenlet bal oldala

p3-nal oszthato lenne, viszont a jobb oldal (p?) nem oszthaté p3-nal, igy ez nem lehet. Kévetkezésképpen
muszaj, hogy p | 3, ami azt jelenti, hogy p = 3.
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Ezt az eredményt visszairva a (4) egyenletbe:
?)CLb — 320187”(337172018 _ 1) (6)

Azt fogjuk belatni, hogy 2018 —n > 2. Han = 2018, akkor a mar korabban megnézett a®>—ab+b> = 1
egyenletet kellene megoldanunk (amirél korabban lattuk, hogy nem lehet), n = 2017 esetén pedig a
a’ — ab + b? = 3 egyenletet. Ezt 4talakitva (a — b)2 = 3 — ab, aminek csak a = 1, b = 2, vagy a = 2,
b = 1 a megoldasa. Ekkor viszont nem igaz az 13 + 23 = 32018 egyenlet. Tehét valoban 2018 —n > 2.
(**)

Ez viszont azt jelenti, hogy 9 osztja a (6) egyenlet jobb oldalat, igy a bal oldalt is osztania kell,
tehat a szimmetria miatt feltehets, hogy 3 | a. Ekkor viszont a® 4 b3 = p?°'8 miatt 3 | b. A korébbi
felirasokkal élve 3% = 27-tel elosztva az egyenletet kapjuk, hogy

o 4 b} = 32000

A korabban latott modon a kitevs tovabb csokkenthetd 3-mal (megjegyezziik, hogy a (**)-ban belatott
nagysagrend analogja tovabbra is fennall). A leredukalt egyenletiink igy:

Agrg + bgry =37 =9

amirgl lathatjuk, hogy csakis az a = 1, b = 2, vagy a = 2, b = 1 oldja meg. (Ezt az egyenletet is
szorzatta alakitva a (**)-ban megallapitott nagysagrend éppen egyenléséget adna.) Igy a lépéseket
visszafelé folytatva a megoldasok éppen a = 372, b = 2- 3572 vagy a = 2 - 3672, b = 3572, Ellendrizve
lathatjuk, hogy ezek a szamok tényleg megoldjik az egyenletet.

FEzzel belattuk, hogy az eredeti egyenletet csakis p = 3-ra lehet a megoldani, és ekkor a megoldasok
pontosan az (3672;2 . 3672) és (2 - 3572; 3672) rendezett (a;b) szampérok.

D6. Jaték: A jaték kezdetén egy n x k-as téglalap minden mezGjére tesziink egy-egy korongot. A két jatékos felvaltva
lép. Egy 1épésben a soron 1évé jatékos kivalaszt egy korongokbdl 4ll6 téglalapot, és egy sordnak vagy oszlopanak minden
korongjat leveszi. (Korongokbol 4ll6 téglalapnak egy olyan téglalap alaku teriiletet neveziink, ahol minden mez6n van
korong, de kozvetleniil mellette sehol. Kezdetben csak egy ilyen téglalap van, késébb méar lehet hogy t6bb is.) Az nyer,
aki az utolsé korongot elveszi.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer eqgymds utdn ebben a jdtékban! Ti donthetitek el a kezdddllds (azaz n és k) ismeretében,
hogy a kezdd vagy a mdsodik jdatékos bdrébe szeretnétek bujni.

Megoldas: Ha a téglalapnak mindkét oldala paros, akkor a Masodik nyer, ha pedig van pératlan
oldala, akkor a Kezdé.

Van paratlan oldal: Tegyiik fel, hogy (2¢ 4 1) x r-es a téglalap, ahol ¢ egész. Ekkor a Kezdd jatékos
nyerni tud Ugy, hogy elveszi a kdzépss sort, azaz két darab £ x r-es téglalapot hagy maga utan. Ugyanis
innent6l kezdve Kezd§ tekintheti gy a palyat, mintha az két egyforma péalyarészbél allna, és ekkor
akarmit 1ép Mésodik az egyik jatékrészben, azt Kezd§ a maésik jatékrészben le tudja uténozni, ilyen
modon pedig garantalt, hogy Kezdé fog utoljara 1épni.

Mindkét oldal paros: Ekkor a Masodik jatékos tud nyerni. Ugyanis ha a tabla kozepére Masodik
odaképzel egy z6ld pottyot (a kozéps6 4 mez6 kozé), akkor barmit 1épjen Kezdd, azt Mésodik le tudja
utanozni 4gy, hogy a zo6ld pottyre tiikrozve 1épi meg ugyanazt. Meggondolhatd, hogy barmely 1épésnek
igy a tiikorképét végre tudja hajtani, példaul egy lépés tiikorképe mindig csak vele diszjunkt mezsket
fog tartalmazni.
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D-+1. a) Bizonyitsitok be, hogy barmilyen n pozitiv egészre megadhaté n darab pozitiv egész szdm tgy, hogy barmely
kettonek a szorzata oszthaté legyen a kiilonbségiikkel.
b) Megadhaté-e ugyanezen feltétellel végtelen sok pozitiv egész szam?

Megoldas: Lasd a D3 feladat megoldasat.

D-+2. a) Bizonyitsatok be, hogy ha az f,g: R — R fiiggvényekre
f(f(g(@))) = g(f(f(x)) ==

teljesiil minden valds x esetén, akkor f(g(f(x))) = = is teljesiil minden valds x esetén.
b) Igaz-e, hogy ha az f,g : R — R fiiggvényekre

F(f(g(x)) = g(f(f(2))) = 2=

teljesiil minden valos x esetén, akkor f(g(f(z))) = 2z is teljesiil minden valés z esetén?

Megoldas: a) A feltételek tigyes sorrendben valo alkalmazasaval:

Az els6 és a harmadik egyenlGségnél az f(f(g(x))) = z, mig a méasodik egyenldségnél az g(f(f(x))) = =
feltételt alkalmaztuk.
b) Az allitds hamis, egyszertd ellenpéldat szolgaltatnak az

flx)=1—2 & g(z) =2z

fiiggvények. Mivel f(f(z)) =1— f(z) =z — 1+ 1 = = (minden z-re), igy teljesiilnek a feltételek. De
F(g(f(@))) = £(2 2) = 2 — 1, igy az sosem teliesill, hogy f(g(f(x)) = 2.

2. Megoldas: Jeloljiik tetszoleges f és g fiiggvények esetén f o g-vel az x — f(g(x)) fliggvényt. Az
f(z) = z identitasfiiggvényt roviden id-vel jeloljik.
A feladat megoldasédnak kulcsa a kovetkezs lemma alapos megértése.
Lemma: Legyen H tetsz6leges halmaz és k, ¢ : H — H fiiggvények. Ekkor ha ¢ bijektiv (azaz kolcso-
nosen egyértelmi) és k o £ az identitas, akkor £ o k is az identités.
A lemma bizonyitasa: Legyen a tetsz6leges valos szam és legyen b = k(a). Mivel £ bijektiv, egy-
értelmien létezik egy olyan b’ szam, amelyre £(b') = a, de erre b’ = id(b') = k(L(V)) = k(a) = b.
Kovetkezésképpen a tetszolegesen valasztott a szamunkra £(k(a)) = £(b) = a. O
Megjegyzés: A lemma igy is fogalmazhatd: egy bijektiv fiiggvény minden balinverze egyben jobb-
inverze is. Kénnyd belatni, hogy ilyen ,kétoldali” inverz egyértelmtien 1étezik minden bijektiv fiiggvény-
hez, ezt szoktuk egyszertien inverzfiiggvénynek nevezni, ezt szoktuk igy jelolni: /1.

A lemmat a k = go f és ¢ = [ fiiggvényekre alkalmazva rogton adodik az a) bizonyitasa. Még be
kell latnunk a lemma azon feltételét, hogy ¢ = f bijektiv. Ha f nem lenne injektiv, akkor go f o f sem
lehetne az (hiszen ha f(x1) = f(z2), akkor 1 = g(f(f(z1))) = g(f(f(x2))) = z2 is teljesiil); mig ha f
nem volna sziirjektiv, akkor fo fog sem lehetne az (hiszen ami f értékkészletébdl hidnyzik, az fo fog
értékkészletébdl is).
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D-+3. Adott egy ABC héaromszog. Legyen D az AB szakasz A-n tili meghosszabbitasan tgy, hogy AD = BC, az E
pedig a BC szakasz B-n tili meghosszabbitasan ugy, hogy BE = AC. Bizonyitsatok be, hogy a DE B haromszog koréirt

kore atmegy az ABC haromszog beirt korének kézéppontjan.

Megoldas: Legyen a beirt kor kdzéppontja I, és érintse ABCA be-
irt kore az oldalakat X, Y, Z pontokban (X € AB, Y € BC, Z €
CA).

A feladat feltételeit kihasznélva, illetve hogy pontbol kérhoz
huizott érint§ szakaszok egyenlé hosszuak, kapjuk: DX = DA +
AX = BC+AZ =BY+YC+AZ = BY+AZ+7C = BY+AC =
BY + EB = EY. Mivel 1Y és IX is sugar a beirt korben, igy
1Y = IX, tehat EYIA = DXIA mert 2 oldaluk hossza és a
bezart szogiik megegyezik (EY Y pontban érinti a beirt kort és YT
a beirt kornek egy sugara, ugyanez igaz DX és X I-re). Tehéat F és
D ugyanakkora szogbdl latja BI szakaszt, igy ugyanakkora szogii
latokoriven vannak rajta (Diszkusszio, hogy ugyan azon az oldalon
vannak), tehdt DEBI hurnégyszog, avagy I rajta van DE B koréirt

E B Y

korén. Diszkusszid: BI-nek A a C-vel atellenes oldalan van, hiszen BI egyenes AC-t metszi. D az a
BI egyenesnek az A-val azonos oldalan van, igy a C-vel atellenesen, és F is a C-vel 4tellenes oldalon

van, hiszen BI az EC szakaszt B-ben metszi.

2. Megoldas: Vegyiik fel a P pontot a C'A oldal A-n tili meghosszabitasan ugy, hogy PA = CB

legyen. Legyen Q = AI( EP, és éljiink a szokasos jelolésekkel.

Al és BI szogfelezk, igy kénnyen kiszamolhatd, hogy
AIBZ = 90° + 3. Tovabba, mivel PA = CB és AC = BE,
igy PA+AC = PC = CB+ BE = CFE, tehat PCEA egyen-
16 széra, avagy EPCZ = CEPZ = 90° — 4. Ezen két sz0g
Osszege 180°, tehat EBIQ négyszog hirnégyszog.

Mivel EPCZ = 90° — 1, igy APDZ = 90° + 3, illetve
mivel DA = AP(= CB), és AQ szogfelez6je DAP/-nek, igy
DAQA = PAQZ mert két oldaluk és bezart szégiik megegye-

sk, ezért QDAL = APD/ = 90°+ § = 180° — BEQ/, tehat @

EBDQ is hurnégyszog.

Ezekbdl kovetkezik hogy E, B, I, D, Q egy kéron vannak,
ami FBDA koréirt kore, amin rajta van igy I. Ezzel az allitast
belattuk.
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D-+4. Egy 101 x 101-es tdblazat minden mez&jébe beleirtuk a —1, 0, 1 szamok valamelyikét. Mind a 101 sorban, és
101 oszlopban kiilon-kiilon felirtuk a szamok Gsszegét. Lehetséges-e, hogy a felirt szimok mindegyike kiilonb6z6 legyen?
Megoldas: Tegyiik fel, hogy kitoltottiik a tablazatot. Cserélgessiik meg a sorokat, illetve az oszlopokat
gy, hogy az egyes sorok Osszege fentrdl lefele, az oszlopoké pedig balrél jobbra névekedjen.

Tegyiik fel, hogy az Gsszes Osszeg kiilonbo6z6. Nézziik az dsszegek koziil a 101 legnagyobbat, hivjuk
ezeket nagy Osszegeknek, a tobbit pedig kicsinek. Nézziik, mennyi lehet a nagy és a kicsi 6sszegek
Osszegének kiilonbsége.

Egyrészt parositsuk a kis 6sszegeket a nagy dsszegekkel uigy, hogy a legkisebb kis 6sszeghez vegyiik
a legkisebb nagy Osszeget, a masodikhoz a mésodikat, és igy tovabb. Itt minden parban legalabb 101
a kiilonbség, azaz osszeségében legaldbb 1012 a kiilonbség.

Hasznaljuk az abra jeloléseit! A felosztott négy téglapban szerepld szamok dsszege legyen A, B, C, D.

Azt is tudjuk, hogy a kis Osszegek Osszege (A + B) + (A+ C) = 2A + B + C, a nagy Osszegek
osszege pedig (B4 D)+ (C+ D) = B+ C +2D. Vagyis a kis és a nagy sszegek kiilonbsége 2(D — A).
Nézziik meg, mennyi lehet ennek a kifejezésnek a maximuma.

A maximum nyilvan akkor lesz, amikor a D teriileten az Gsszes szam 1-es, mig az A teriileten az
Osszes szam —1-es. Nézziik meg azt is, hogy maximum héany mez6bdl allhat az A teriilet. A teriilet
z - (101 — z) mezdbdl all. Ennek maximuma 50 - 51. Ekkor a kifejezés értéke

2(50-51-1—50-51-(—1)) =4-50-51 =101% — 1,

ez pedig ellentmond annak, hogy legalabb 1012 az értéke. Igy belattuk, hogy nem lehet ilyen médon
kitolteni a tablazatot.

A B kis 6sszegek

C D nagy Osszegek

kis 6sszegek nagy Osszegek
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D-+5. Legyen p pozitiv primszam, a, b, c pedig p-vel nem oszthaté egészek, és legyen
Sp(a,b,c)={neN:n<p, pla™+b"+c"}.

a) Legyen p olyan primszam, melyre 251 is prim. Mutassatok meg, hogy ekkor barmilyen a, b, ¢ esetén

2
1Sp(a; b, ¢)] <1+ +/2p.

b) Mutassatok meg, hogy végtelen sok p-hez léteznek alkalmas a, b, ¢ szadmok, melyekre

[Sp(a,b,0)| > 2.

Megoldas: a) El6szor nézziik meg azt az esetet, ha b = +a (mod p) és ¢ = +a (mod p). Ekkor
a4+ b" 4+ " = 3a™ vagy +a”, vagyis sose lesz 0, hiszen p t a és p # 3 (ugyanis % = 1 nem
prim). Tehat ekkor készen vagyunk. A tovabbiakban feltehetjiik, hogy példaul b # +a (mod p), vagyis
ab™! # £1 (mod p).

Legyen q = %. Modulo p egy elem rendje lehet 1,2, q,2q. Mivel ab~! # 41 (mod p), igy rendje
nem lehet 1 vagy 2, tehat g vagy 2q lesz.

Hasznaljuk a rovdiebb S = Sp(a, b, c) jelolést. Legyen tovabba
St:{(zvj)ESXSZ—]Et (modp_]_)}

Most belatjuk, hogy ha 1 <t < 2q — 1, és t # q, akkor | S| < 2.
Legyen (i,7) € S;. Ekkor

0=(+V +)—d @ +b +c)= ("= DN + (VW' =) (mod p).
Azaz ' ‘
a'(a’ —c) = b'(c = b")  (mod p).

Ha a' = ¢! (mod p) teljesiilne, akkor ¢! = b’ (mod p) is, vagyis (ab~!)! = 1 (mod p) lenne. De
ab~! rendje q vagy 2q, tehat ebbdl kovetkezne, hogy ¢ | ¢, 4m ezt kizartuk. Vagyis trendezhetjiik:

(ab™ 1) = (¢ — b)) (a? — )™ (mod p).

Rogzitett t esetén a jobb oldal allando, tehat azt keressiik, hany i-re veheti fel ezt az értéket a
bal oldal. Am ab~! rendje q vagy 2¢, igy mig i befutja az 1,2,...2¢ — 1 szamokat, (ab~')* barmilyen
értéeket maximum kétszer vehet fel. Ezzel belattuk, hogy ha 1 <t < 2q — 1, és t # q, akkor |S| < 2.

Igy

q—1 2q—1
1SP={ | Se|=18l+ D IS +[Sgl+ D ISt <2I8|+2(p —2),
0<t<2¢-1 t=1 t=q+1

hiszen |So| = |5, [Sq| < |S], a tobbi pedig a lemma miatt |Sy| < 2. Ezt atrendezve:
(IS| —1)* < 2p -3,

azaz

S| <V2p—3+1<+/2p+1
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b) Legyen p = 6k + 1 alakt. Ekkor az 3 = 1 (mod p) egyenletnek 3 kiilonb6z6 (azaz inkongruens)
megoldasa van, legyenek ezek a, b, c. Ha g primitiv gyok modulo p, akkor kénnyen lathaté, hogy a = 1,
b= ¢g?* c= g* ilyenek. Tovabba teljesiil, hogy 1+ b+c =14 ¢%¢ + ¢* = % = 0, hiszen ¢%* # 1.
Szintén fennall, hogy b% = ¢ és ¢® = b.

Megmutatjuk, hogy ekkor |Sy(a,b, c)| = 4k.

Han =0 (mod 3), akkor a” +0" +c"=1+1+1%#0 (mod p).

Han =1 (mod 3), akkor a" + 0"+ " =1+b+c=0 (mod p).

Ha n =2 (mod 3), akkor a” + 0"+ " =1+c+b=0 (mod p).

Vagyis Sp(a, b, c) éppen a p-nél kisebb, 3-mal nem oszthat6 szamokbol all, tehat pontosan 4k eleme
van, ez pedig t&bb, mint § = 3k + 1.

Megjegyzés: A szamelmélet klasszikus kérdései gyakran abbol fakadnak, hogy adott szamkérben (pl
az egészek kozott, vagy modulo n) értjiik elég jol az additiv és a multiplikativ strukturat is kiilon-kiilon,
de egyiitt nem. Példaul nem tudjuk, hogy mennyire tud egybeesni ez a ketts. Es igy a legegyszertibbnek
tlin6 kérdések is évszazadokig megoldatlan problémakhoz vezethetnek.

Vegyiik példaul a négyzetszamok halmazat, és keressiink benniik harom elemet, melyekre teljesiil,
hogy = +y = z, vagy felirva, hogy négyzetszamokrol van szé: a® 4+ b> = ¢?. Ennek a megoldasai a
pitagoraszi szdmhéarmasok, és mar ezek ltalanos felirdsa (a = (u — v)%,b = 2uv,c = (u + v)?) sem
nyilvanvalé.

Szintén a négyzetszamok kozdtt maradva felmeriilhetnek még érdekes kérdések. Pl van-e szamta-
ni sorozat koztik. 3 elembdl allot nem nehéz talalni: 1,25,49. Azt se nehéz belatni, hogy végtelen
hosszt nem lehet. De akkor milyen hosszut tudunk taldlni? Talan meglep6 lehet a valasz, de mar 4
négyzetszambol all6 szdmtani sorozat sincs.

Most vegyiik a teljes hatvanyok halmazat. Ebben keresiink két szamot, melyek kiilonbsége 1. Ilyen
példaul a 8 és a 9. Eugeéne Charles Catalan azt sejtette 1844-ben, hogy ezen kiviil nincs is mas, de csak
2002-ben latta be ezt Preda Mihailescu.

Vagy a pitagoraszi szamharmasok mintajara, ha n > 3-re vessziik az n-edik hatvanyok halmazat, és
ott probéaljuk megoldani az = +y = z egyenletet (vagy masképp fogalmazva az a™ 4 b" = ¢" diofantoszi
egyenletnek keressiik a megoldésait), azt latjuk, hogy csak olyan trivialis megoldasokat talalunk, ahol
a 3 szambol legalabb az egyik 0. Ezt vette észre Pierre de Fermat is 1637-ben, és azt sejtette, hogy
nincs is mas megoldasa ennek az egyenletnek. Es ez sejtés is maradt tobb, mint 350 évig, amikor is
Andrew Wilesnak végiil sikeriilt belatnia.

Ennyi id6 alatt sokan sokféleképpen probalkoztak vele. (Ezen egyszertinek 1atsz6 probléma motivalta
az algebra és a szamelmelet rengeteg dganak kidolgozasét.) Jo 6tletnek ttinhet a kérdést modulo p nézni:
a” + b" = " (mod p). Ha esetleg be tudnank latni, hogy valamilyen n-re nem létezik nemtrivialis
megoldas végtelen sok p-re sem, akkor abbol kdvetkezne, hogy erre az n-re nincs megoldasa az eredeti
egyenletnek sem. Sajnos ez nem igaz, s6t minden n-re, ha p > 16n*, akkor létezik nemtrivialis megoldas.

Es ilyen moédon kapcsolodik a D+5-6s feladat is. Itt az a™ +b" = —c™ (mod p) egyenlet megolda-
sainak szaméardl allapitottunk meg érdekes tényeket.

Es akkor egy talan kevésbé kozismert, de természetesen felvet6ds kérdés. Legyen A C 7 egy n-
elemii halmaz. Jelolje A+ A = {a1 + a2 : a1,a2 € A} és AA = {a1az : a1,a2 € A} halmazokat. A
kérdés, hogy mit tudunk mondani ezek méretérdl n fliggvényében. Nyilvan mindketts legfeljebb (g)
elemii. Es legaldbb mennyi? Nem nehéz belatni, hogy 2n — 1 < |A + A|, és egyenléség pontosan akkor
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all fenn, ha A egy szamtani sorozat. Hasonl6an 2n — 1 < |AA|, és itt pedig mértani sorozat esetén 4ll
fenn egyenléség. S6t az is igaz, hogy ha A nagyjabol” tgy néz ki, mint egy szamtani, illetve mértani
sorozat, akkor |A 4+ A, illetve |AA| kicsi”.

Széval 1atjuk, hogy mindkét halmaz kiilon-kiilon lehet kicsi”, de lehet-e egyszerre mindkettd kicsi,
azaz hogy mindkettshen legfeljebb cn elem legyen? Vagyis, hogy lehet-e olyan A-t talalni, ami egyszerre
hasonlit egy szamtani és egy mértani sorozatra?

Erdés Pal és Szemerédi Endre tétele szerint 1éteznek olyan c¢ és € konstansok, hogy

max{|A + A|, |AA|} > c|A|'TE,

vagyis emiatt a két halmaz egyikének biztosan ,nagynak” kell lennie. A legjobb ma ismert e-t Solymosi
Jozsef bizonyitotta, eszerint % tetszilegesen megkozelithetd. Erdds és Szekeres sejtése szerint egyébként
¢ tetszblegesen kozel valaszthatd 1-hez.

A kérdés egyébként modulo p is érdekes. Ekkor alkalmas c¢; és ¢ konstansok mellett az teljesiil,

hogy
Al?
max{|A + A|,|AA|} > min {Cl\/}?’A‘,CQ}J} .

D+6. Jaték: A jaték kezdetén a korongok néhany (nem feltétleniil egyforma méretti) téglalapban lesznek elhelyezve.
A két jatékos felvaltva lép. Egy lépésben a soron 1évé jatékos kivalaszt egy korongokbol allo téglalapot, és egy soranak
vagy oszlopanak minden korongjat leveszi. (Korongokbol all6 téglalapnak egy olyan téglalap alaki teriiletet neveziink,
ahol minden mez6n van korong, de kdzvetleniil mellette sehol.) Az nyer, aki az utolsé korongot elveszi.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer eqymds utdn ebben a jdtékban! Ti dénthetitek el a kezdddllds ismeretében, hogy a kezdd
vagy a mdsodik jatékos borébe szeretnétek bujni.

Megoldas:
Definicio: A lehetséges téglalapokat soroljuk be 3 tipusba oldalaik paritdsa szerint:

e A tipusu: mindkét oldala paros;
e B tipust: egyik oldala paros, a masik paratlan;

e (C tipusa: mindkét oldala pératlan.

Definicio: Nyerddlldsnak nevezziik az olyan allasokat, melyekbd6l a soron kovetkez§ jatékos nyerni
tud, és vesztddlldsnak az 6sszes tobbi allast.

Allitas: Egy 4llas pontosan akkor vesztGallas, ha benne a B tipusa és C tipust téglalapok szama
is paros.

Bizonyitas: A maradék korongok szama szerinti indukcioval bizonyitunk. Nyilvan ha 0 korong
maradt, akkor a soron 1évS jatékos vesztett, és ez az allitasunk szerint is veszt&allas, hiszen sem B, sem
C tipusu téglalap nincs. Most tegyiik fel, hogy k-nal kisebb korongszamokra mar belattuk az 4llitast,
és vegyiink egy olyan allast, melyben k korong van. A B és C tipusu téglalapok szamanak paritasa
alapjan négyféle eset lehetséges.

1. eset: Paratlan sok B tipust és paros sok C tipusi téglalap van. Ekkor azt kell belatnunk,
hogy ez nyer§allas, azaz létrehozhaté beléle vesztsallas. Mivel van legalabb egy B tipusa téglalapunk, az
egyik ilyennek elvehetjiik egy olyan széls6 sorat, mely paros sok korongbél all. Ekkor a B tipust téglalap
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helyett csindltunk egy A tipusit, azaz a B téglalapok szama eggyel csokkent, a C' nem véltozott. Igy
péros sok B és paros sok C' maradt, ami az indukciés feltevés szerint vesztdallasnak felel meg.

2. eset: Paros sok B tipusil és paratlan sok C' tipusa téglalap van. Szintén azt kell be-
latnunk, hogy ez nyerdallas. Ha van olyan C' téglalap, aminek egyik oldala 1, akkor az egész téglalap
elvehet§ egy lépéshben, ezaltal paros sok C' tipusi téglalap marad, a méasik két tipus mennyisége nem
valtozik, igy az indukcids feltevés miatt vesztGallashoz jutunk. Ha pedig nincs ilyen, akkor viszont olyat
talalunk, melynek egyik oldala legaldbb 3. Tehat van egy m sorbél és n oszlopbdl 4ll6 téglalap, melyben
m és n paratlan, és m > 3. Ekkor a téglalap masodik oszlopat elvéve, kapunk egy m x 1l-es és egy
m x (n — 2)-es téglalapot. Mindkét kapott téglalap C' tipusa, igy Gsszességében a C' tipusa téglalapok
szama eggyel nétt, azaz paros lett. A tobbi tipus darabszama nem valtozott, igy paros sok B és paros
sok C' lett, ami veszt&allast jelent.

3. eset: Paratlan sok van B és C tipusu téglalapbdl is. Megint azt kell belatnunk, hogy ez
nyer6allds. Ekkor vegyiink el az egyik B tipusi téglalapbol egy paratlan hosszt széls6 sort. Ekkor a
maradék téglalap mindkét oldala paratlan lesz, azaz egy B tipust téglalap atalakult egy C tipusuva.
gy a B és C tipustiak szaméanak paritasa is valtozott, azaz B és C tipusu téglalapbol is paros sok lett,
ami az indukcios feltevés alapjan vesztéallas.

4. eset: Paros sok van B és C tipusi téglalapbdl is. Azt akarjuk belatni, hogy ez vesztéallas,
azaz barmit lépiink, nyer6allashoz jutunk. Az alabbi tablazat felsorolja a potencialis lépéseket. A AA,
AB, AC oszlopok mutatjak az egyes tipusu téglalapok darabszdmainak valtozasat a lépések hatasara.

Mihez nytalunk? Ennek a méretei Mit vesziink el? Maradék téglalap(ok) méretei AA AB AC
A 2k x 21 1. sor (2k — 1) x 21 -1 410
A 2k x 21 2x. sor (2z — 1) x 2l és (2k — 2z) x 21 0 +1 0
A 2k x 21 2z + 1. sor 2x x 21 és (2k —2x — 1) x 21 0 +1 0
B (2k+1) x 21 1. paros sor 2k x 21 +1 -1 0
B (2k+1) x 2l 2x. paros sor 2z —1) x 2l és (2k — 2z + 1) x 21 0 +1 0
B (2k+1) x 21 2z + 1. paros sor 2z X 21 és (2k — 2x) x 21 +2 -1 0
B (2k+1) x 2l 1. paratlan sor (2k+1) x (20 —1) 0 -1 +1
B (2k+1) x 21 2z. paratlan sor (2k+1) x 2z —1) és (2k+ 1) x (21 — 22) 0 0 +1
B (2k+1) x 21 2z + 1. paratlan sor (2k+1) x2zés (2k+1) x (2l — 22 —1) 0 0 +1
C (2k+1) x (214+1) 1. sor 2k x (21 + 1) 0 -1 +1
C (2k+1) x (214+1) 2. sor (20 —1) x (2L +1) és (2k—2z) x (20+1) 0  +1 0
C (2k+1) x (2L +1) 2z + 1. sor 2 x (214 1) és (2k — 2 — 1) x (21 + 1) 0 +1 0

Latjuk, hogy barmit lépiink, a B vagy a C' tipusu téglalapok szaménak paritdsa valtozni fog, azaz
nem kaphatunk tjra vesztéallast.

Azaz az allitdsunkat belattuk, és stratégiank is van, hiszen minden nyergallasban mutattunk egy
olyan lépést, ami veszt&allast hagy maga utén.
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