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D1. Egy pozitiv egész szamrol az alabbi 7 allitast tették:

I. A szam kisebb, mint 23. II. A szam kisebb, mint 25. III. A szam kisebb, mint 27. IV. A szam kisebb, mint 29.
V. A szédm paros. VI. A szdm harommal oszthaté. VII. A szam oszthato Gttel.

Tudjuk, hogy az allitasok koziil 4 igaz, mig 3 hamis. Adjatok meg a legnagyobb ilyen szamot, és indokoljatok, hogy miért
nem lehet nagyobb.

Megoldas:

Az els6 4 allitas koziil ha valamelyik nem teljesiil, a nala kisebb sorszamuiak sem teljesiilnek. Az
tehéat nem lehet, hogy a I'V. 4llitas ne teljesiiljon, mert akkor lenne legalabb 4 hamis 4llitas a szamrol.
Emiatt a szam "< 29", igy legfeljebb 28.

Induljunk egyesével lefelé, és nézziik meg melyik a legnagyobb szam, amelyre éppen 4 allités teljesiil.

<23 <25 <27 | <29 | paros | 3-mal oh6 | 5-tel oho | igaz allitasok
28 | Hamis | Hamis | Hamis | Igaz | Igaz Hamis Hamis 2
27 | Hamis | Hamis | Hamis | Igaz | Hamis Igaz Hamis 2
26 | Hamis | Hamis | Igaz | Igaz | Igaz Hamis Hamis 3
25 | Hamis | Hamis | Igaz | Igaz | Hamis Hamis Igaz 3
24 | Hamis | Igaz Igaz | Igaz | Igaz Igaz Hamis 5
23 | Hamis | Igaz Igaz | Igaz | Hamis Hamis Hamis 3
22 | lgaz Igaz Igaz | Igaz | Igaz Hamis Hamis 5
21 | Igaz Igaz Igaz | Igaz | Hamis Igaz Hamis 5
20 | Igaz Igaz Igaz | Igaz | Igaz Hamis [gaz 6
19 | Igaz Igaz Igaz | Igaz | Hamis Hamis Hamis 4

Lathatjuk, hogy az els6 szdm a 19, amelyre pontosan 4 allitas teljesiil, tehédt ez lesz a legnagyobb.
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D2. Az1,2,3,4,5,6,7 és a 9 jegyek mindegyikét pont egyszer felhasznélva képziink négy kétjegyt primszamot az 6sszes
lehetséges modon.

a) Adjatok meg egy megfelel szamnégyest!

b) Mely szamokat kaphatjuk meg a feltételeknek megfelel§ szamnégyesek Osszegeként?

Megoldas:

a) Eszrevehetjiik, hogy a 2,4, 5,6 jegyek nem allhatnak az egyesek helyén, mert akkor 2-vel vagy
5-tel oszthato lenne valamelyik a kétjegyd szamok koziil, ami igy nem lenne prim. FEzek utan révid
probalgatassal talalhatunk egy megfelel§ szamnégyest, példaul a 23,41, 59, 67 jo.

b) Mivel az egyesek helyén az 1,3,7,9, a tizesek helyén a 2,4,5,6 jegyek fognak allni bérmely
szamnégyesben, ezért a négy szam oOsszege csak 1 +3+7+9+10-(24+ 4+ 5+ 6) = 190 lehet.
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D3. Albrecht szeretné kivalasztani egy szabalyos 12-sz6g minél tobb cstcsat.
a) Legfeljebb hany cstcsot valaszthat ki gy, hogy koziiliikk semelyik harom ne alkosson derékszogt haromszoget?
b) Legfeljebb hany csicsot valaszthat ki ugy, hogy koziiliik semelyik harom ne alkosson tompaszogi haromszoget?

Megoldas:

a) Legyenek a cstucsok korbe Ay, Ag, ..., Aja, és rajzoljuk be a sokszog koriilirt korét is. Tegyiik
fel, hogy Albrecht kivalasztott két szemkozti csicsot, példaul A;-t és A;ig-ot, igy A; A6 a kor egy
atmérdje lesz. Ekkor ha kivalasztana egy tetszéleges harmadik csicsot is (mondjuk Aj-t), akkor a
Thalesz-tétel miatt A;A;A;16<C = 90° lenne, vagyis keletkezne egy derékszogii haromszog.

Tehat ha legalabb harom csicsot szeretne kivédlasztani, akkor az (A, A7), (A2, As), (As, Ag),
(A4, A10), (As, A11), (A, A12) parok mindegyikébsl maximum egy csicsot valaszthat ki, vagyis maxi-
mum 6 csticsot lehet kivalasztva.

Ennyit viszont ki is lehet valasztani, pl A1, Ao, ..., Ag k6z6tt ha lenne derékszogt haromszog, akkor
a Thalesz-tétel megforditasa miatt lenne két cstics, amelyek a kor egy atmérsjét hatédrozzak meg, vagyis
az indexeik kiilonbsége 6, de ilyen pontpar nincs.

b) Az el6z6 feladat jeloléseit hasznaljuk. Albrecht 4 csticsot ki tud valasztani, ha példaul azok egy
négyzetet (vagy téglalapot) alkotnak: Ay, A4, A7, A1p.

Tegyiik fel, hogy legalabb 5 csiicsot kivalasztott. Ha tobbet valasztott ki, vizsgaljunk csak 5-6t.
Megmutatjuk, hogy ezek kézott is lesz mér tompaszdgid hdromszog.

Nézziik azt az 6tszoget, amelyet ez az 5 cstics hataroz meg. Nyilvan konvex lesz, tehat minden szdge
kisebb, mint 180°. Ha valamelyik sz6ge nagyobb lenne, mint 90°, akkor ott keletkezne egy tompaszogii
haromszog. Ha viszont minden szdge legfeljebb 90°, akkor az 6tszog szogeinek dsszege legfeljebb 5-90° =
450° lehetne, de tudjuk, hogy minden 6tszog szogeinek osszege 540°, ez ellentmondas.
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D4. Legyen az ABC egy egyenlSszart, derékszogi haromszog, ahol a C csticsnal van derékszdg. A C-n keresztiil
hitizzunk az AB szakasszal parhuzamos egyenest, és ezen gy vegyiik fel a D pontot, hogy AB = BD teljesiiljon és a D
pont kozelebb legyen B-hez, mint A-hoz. Mekkora a CBD<?

Megoldas:

Készitsiink abrat a feladat feltételeinek megfelelGen. Vetitsiik le C-t és D-t az AB szakasz egye-
nesére. A talppontok legyenek rendre F, és T. A vetités miatt C'F' és DT merélegesek lesznek az AB
egyenesre.

c D
,,,,,, la > A
A F B T

Mivel az ABC haromszog egyenlszari, derékszogli haromszog, ezért teljesiil, hogy AC = BC,
valamint CAB< = ABC< = 45° (ut6bbinél kihasznaltuk, hogy a haromszog belss szogeinek Gssze-
ge 180°, és C-nél derékszog van). Hasonloan kapjuk az AFC és CFB héaromszogek szogeinél, hogy
FCA< = FCB< = 45°. Tehat e két haromszog is egyenlSszaru és derékszogl (mindkét esetben F-nél
van a derékszog), éppen ezért AF = FC = F B, vagyis F felezi az AB szakaszt.

Tudjuk, hogy CD || AB, és igy CF L CD, illetve DT 1 CD. Viszont ekkor C'F' || DT (mindkettd
merdleges AB-re), ami a korabbi egyenlGségek és a feladat feltétele miatt azt jelenti, hogy

1 1
DT =CF=-AB=_-BD (1)

Most térjink 4t a BT D haromszog vizsgalatara. Tikrozziik D-t az AB egyenesre, az igy kapott
pont legyen D’. Mivel a T pont D AB-re allitott merélegesének a talppontja volt, valamint a tengelyes
tlikrozés tavolsagtartasa miatt DT = T'D’. Hasonl6 megfontolasbol DB = BD'. Az (1] egyenlet miatt
ekkor fennall, hogy DB = BD' = DD'. Tehat a BD D' haromszog szabalyos, {gy minden szége 60°-0s.
A tengelyes tiikrozés szogtartasabol adodoan viszont akkor DBT< = TBD'< = % = 30°.

D

D/

Végiil a keresett szog nagysaga: CBD< = 180° — ABC< — DBT< = 180° — 45° — 30° = 105°.

1
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D5. Legyenek az a, b és c olyan természetes szamok, melyekre a | b%, b | ¢® és c | a? teljesiil.
a) Van ilyen feltételekkel olyan a, b, ¢ szamharmas, melyre nem igaz, hogy abc | (a 4 b+ ¢)®?
b) Mutassuk meg, hogy minden a feltételt teljesits a, b, ¢ szamharmasra abc | (a + b+ ¢)”.
Megjegyzés: = | y azt jelenti, hogy x osztdja y-nak.
Megoldas:
a) Az a =4, b =2 és c = 16 szamharmas ellenpélda. Valoban, 4 | 22, 2 | 162 és 16]42 is teljesiil,
ellenben abc =27, a + b+ ¢ = 22 és 27 nem osztoja 225-nak.
b) Ha az (a + b+ ¢)7 szorzatot kifejtjiik, akkor a kivetkezs osszeget kapjuk:

E c@j’kalb]ck,

it j+h=T

ahol 0 <4, j,k <7 és ¢; jr pozitiv egész szam. A fenti 6sszeg mindegyik tagjarol meg fogjuk mutatni,
hogy oszthaté abce-vel.

Feltehetd, hogy i < j < k. Ha 4,7,k > 1, akkor nyilvan abc | a'b’cF. Ha i = j = 0, akkor k = 7.
Mivel b | ¢2, ezért b% | ¢* és igy a | b? | ¢*. Emiatt abe | c¢*-c? - c = " = a'bI .

Ha i =0, de j,k #0, akkor j +k = 7. Ha j > 3, akkor ab | b’ és ¢ | c¥, tehat abc | b/cF = a’bicF.
Ha pedig j < 2, akkor k > 5. Ebben az esetben ac | ¢*-c | ¢¥, és b | b/, Igy szintén abe | b/ cF = a'bI P,

Tehat azt kaptuk, hogy a > R0 cF Gsszegben minden tag oszthaté abe-vel, tehat igaz
a feladat allitasa.



