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El. Aza, b, ¢, d természetes szamokroél tudjuk, hogy a + b 4 ¢ 4 d = 100, valamint, hogy létezik olyan n természetes
szam, amelyre

d
a+n=b—n=c-n=—
n
Adjatok meg az 6sszes olyan (a, b, ¢, d, n) szamo6tost, melyre teljesiilnek ezek a feltételek!

Megoldas:

Legyvena+n=b—n=c-n= % = x, ahol = pozitiv egész. Ekkora =2 —n ,b=2+n,c= 7,
d=n-x.

Az a+b+c+d = 100 feltétel miatt (z —n)+ (z+n)+ 2 +nz = 100, innen adédik: z(n? +2n+1) =
r-(n+1)% =100n.

Felhasznélva, hogy = = c¢-n , kapjuk: ¢- (n+1)? = 100, tehat mindkét tényezének négyzetszamnak
kell lennie. Négy esetet vizsgalunk meg (c[100 alapjan)

l.eset: Hoc=1,akkorn =9és 2 =9.Igy a=0,b =18, c = 1 é¢s d = 81 adodik. Ez valéban

megoldas.

2. eset: Ha ¢ = 4, akkor n = 4 és x = 16. Igy a = 12, b = 20, ¢ = 4 és d = 64 adodik. Ez valoban
megoldas.

3. eset: Ha ¢ = 25, akkor n =1 és . = 25. Igy a = 24, b = 26, ¢ = 25 és d = 25 adodik. Ez valoban
megoldas.

4. eset: Ha ¢ = 100, akkor n = 0 ad6dik. Ez nem megoldas.

Tehat az kovetkezd harom (a,b,c,d,n) szamotos felel meg a feladat feltételeinek: (0,18, 1,81,9),
(12,20,4,64,4) és (24,26,25,25,1).

Koénnyen lehet ellenérizni, hogy ezek valéban j6 megoldasok.
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E2. a) 11 kajakos evez a Dunén Szentendrérsl a Kopaszi-gatra. Nem feltétleniil indulnak egyszerre, de azt tudjuk,
hogy mindegyikiik egyenletes sebességgel halad (ugyanazon az tton). Ha egyikiik leel6zi a méasikat, akkor dsszepacsiznak.
Miutan megérkeztek, mindegyikiik azt allitja, hogy pontosan 10 emberrel pacsizott. Mutassatok meg, hogy tudtak dgy
evezni, hogy ez lehetséges legyen.

b) Egy masik alkalommal 13 kajakos evezett ily modon, ekkor a célban mindegyikiik azt allitotta, hogy pontosan 6
emberrel pacsizott. Mutassatok meg, hogy volt koziiliik olyan, aki elszadmolta magat.

Megoldas:

a) Egy lehetséges megoldas a kovetkezs: a versenyzok sebességiik szerint forditott sorrendben alltak
a rajthoz, azaz a leglassabb versenyz6 indult elséként, a leggyorsabb pedig utolsoként. Jegyezziik meg,
hogy tetsz6leges két versenyzé esetén, ha a palya elég hosszii, a kés6bb induld, gyorsabb versenyzd
beelézi az el6tte indulé, lassabb versenyzét. Ha tehat a palya elég hosszi, a célba érés sorrendje épp a
forditottja az indulési sorrendnek, tehat az Osszes lehetséges el6zés megtorténik, igy minden versenyzd
az 0sszes méasikkal dsszepacsizott. Széval ha az evezdk kdzvetlen egymas utan indulnak ilyen sorrendben,
akkor mindenki pacsizik mindenkivel.

b) Tegyiik fel, hogy senki sem tévedett, mindenki hat mésik emberrel pacsizott. A leghamarabb
indulé versenyzd pontosan akkor pacsizott valakivel, ha az megel&zte 6t a beérkezés sorrendjében. Mivel
a leghamarabb indulé evezds pontosan hat emberrel pacsizott, igy pontosan hat ember el6zte meg, azaz
hetedik helyen végzett (dontetlen esetén a beérési sorrendben azt irjuk elgrébb, aki hamarabb indult).
Hasonl6an, a legkésébb indulé kajakos csak tigy pacsizhatott, ha beel6zott valakit. Tehat pontosan
hat embert el6zott meg, igy hetedik helyen végzett. Igy két ember is a hetedik helyen kellett volna,
hogy végezzen, ami ellentmondés. Tehat valaki sziikségszertien nem hat emberrel pacsizott, igy valaki
elszamolta magat.
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E3. a) A kévetkez§ jatékot jatsszuk a jobb oldali tablazatban: 11213
Minden lépésben kivalaszthatjuk a tablazat egyik sorat vagy oszlopat, és a benne szerepl§ harom 41516
mez§ koziil két szomszédosban 1-gyel csokkentjiik a szdmot, a harmadikban pedig 1-gyel noveljiik. 71819

Elérhetjiik-e néhany ilyen lépéssel, hogy minden szam azonos legyen?

b) Most lehet&ségiink van arra, hogy a kiindulasi helyzetben 1-t6l 9-ig az egész szamokat tetsz6leges sorrendben helyez-
ziik el a 3 x 3-as tablazatban. A lehetséges lépéseink nem valtoztak. Tovabbra is az a célunk, hogy minden szam azonos
legyen, de szeretnénk azt is, hogy a végén ez a 9-szer szereplé szam minél nagyobb legyen. Mekkora az a legnagyobb
érték, amelyet igy el tudunk érni?

Megoldas:

a) Elgszor is lathato, hogy a 9 szam osszege minden lépésben 1-gyel csokken, hiszen két szamot
csOkkentiink 1-gyel és egyet noveliink. Tovabba vegylik észre, hogy a 4 sarokban 1évé szdmok Ossze-
ge allando6. (Ha kozépss sorban vagy oszlopban hajtunk végre lépeést, akkor nem valtozik, ha pedig
széls6ben, akkor az egyik sarokmez&t noveljiik, a masikat csokkentjiik 1-gyel.)

Tegyiik fel, hogy elérheté a csupa azonos szam. Ekkor ha a végillapotban minden mezében n
szerepel, akkor a négy sarokban a szdmok Osszege 4n, és ez allandd, tehat a kezd&éllapotban is ennyi
volt. A kezdg@allapotban ez az érték 1+ 3 4+ 7+ 9 = 20, tehat n = 5. Ez azonban azt jelenti, hogy a
végallapotban a 9 szam Osszege 45. Viszont kezdetben is 45, és minden megtett 1épés 1-gyel csokkenti
a teljes Osszeget, {gy barmilyen 1épéssorozattal csak 45 alatti Osszeget lehetne elérni. Ez ellentmondas,
a 9 azonos szam nem érhetd el.

b) Az el6z6 gondolatmenet megmutatja, hogy ha a végallapotban csupa n van, akkor n < 5. (Hiszen
kezdetben még mindig 45 a szdmok Osszege, mig a végallapotban 9n, aminek 45-nél kevesebbnek kell
lennie.) Az n = 4 megvalosithato, példaul az alabbi tablazattal és lépésekkel:

Kezdsallapot:

A harmadik sorban végziink egy lépést, a jobb oldali szamot névelve:

A masodik oszlopban végziink harom lépést, az als6 szamot névelve:

Az elsé sorban végziink egy lépést, a bal oldali szamot ndvelve:

Az els6 oszlopban végziink két 1épést, a fels6 szamot névelve:

A masodik sorban végziink egy 1épést, a bal oldali szamot novelve:

Végiil a masodik sorban végziink még egy lépést, a jobb oldali szdmot
novelve:
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E4. Az elss siknegyed minden egész koordinataju pontjara irunk egy szamot a kovetkezéképpen: Ha a pont legalabb
egyik koordinataja 0, akkor 0-t irunk, egyéb esetben pedig az (a,b) pontra irt szam eggyel nagyobb, mint az (a+1,b—1)
és az (a — 1,b+ 1) pontokra irt szamok atlaga. Mely szamokat irhatjuk a (121,212) koordinataja pontra?

Megjegyzés: Az elsé siknegyedbe tartoznak azok a pontok, amelyeknek mindkét koordindtdja nemnegativ.

Megoldas:
A cél, hogy belassuk, hogy az (z,y) pontra irt szdm éppen z és y szorzata. Legyen z +y = ¢ és
a (¢ —n,n) pontra irt szam legyen a,. Ekkor vannak a1, as, ..., a. szamaink, amik az alabbi modon

fliggenek Ossze:
ag=a.=0
= Gn+1 + an—1
2
A kérdés, hogy mennyi a,. Tegyiik fel, hogy a; (ami a (¢ —1,1) pontra irt érték, amitsl azt varjuk,
hogy ¢ — 1 legyen) az ¢ — 1 4+ d, ahol d a hiba. Teljes indukci6 segitségével azt fogjuk belatni, hogy
ekkor:

+1,n=12,...,¢c—1

an=(c—n)n+nd, n=0,1,...,c

és igy ha megnézzilk n = c-re a fenti kifejezést, azt kapjuk, hogy cd = 0, azaz d = 0 és igy a, =
(¢ —n)n+nd = (c —n)n, vagyis ay = (c — y)y = xy, ami éppen amit akartunk.

A teljes indukcio: Az allitas teljesiil, ha n = 0 vagy n = 1, ez lesz a kezd§ 1épés.

Most a a,, = W% +1 rekurziét atrendezve és kihasznélva az indukcios feltevést n és n—1 esetekre,
azt kapjuk, hogy:

ant1 =2ap —ap—1 —2=2(c—mn)n+2dn—(c—n+1)(n—1)—dn—-1) -2 =

(c=n—1)(n+1)+d(n+1)

és ezzel az indukcios éllitast is belattuk. Most az (x,y)-ra kapott képletet alkalmazva a (121,212)
pontra azt kapjuk, hogy arra csak a 121 - 212 = 25652 szam lehet irva.

2. Megoldas: Vegyiik észre, hogy ha az (z,y) pontra az x - y értéket irjuk, az jo lesz. Megmutatjuk,
hogy més nem lehet.

Tegyiik fel, hogy kétféleképpen is kitoltottiik. Nézziik most is a valamilyen rogzitett c-re a (c—mn, n)
pontokra irt szamokat. Legyenek ezek az egyik kitoltésben ag, a1, . . . ac, a masikban by, by, . . . b.. Nézziik
a kilonbségiiket: d,, = a, — by

Ha 1 <n < ¢, akkor

an+1 + an—1 bnt1+ bn—1 ~(ans1 = bpg1) +(an—1 —bp1)  dp1+dnpr

d, = a, — b, =

tehét d,, egy szdmtani sorozat. Ugyanakkor dy = d. = 0 — 0 = 0, vagyis a szdmtani sorozatban van két
azonos elem, emiatt az egész sorozat konstans 0 lesz. Ez pedig azt jelenti, hogy minden n-re a, = by,
vagyis a kitoltés egyértelmi. Vagyis a (121,212) pontra csak a 121 - 212 = 25652 keriilhet.
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E5. Legyen ABC egy olyan haromszog, mely nem derékszogt és melyre AC # BC. Legyen F a BC oldal felez6pontja.
Legyen D az AB egyenesen egy olyan pont, amelyre CA = CD, és legyen FF BC' egyenesen egy pont, tgy, hogy EB = ED
teljesiiljon. Az A-n athalado, ED-vel parhuzamos egyenes messe az F'D egyenest az I pontban. AF egyenes messe az
ED egyenest a J pontban. Bizonyitsatok be, hogy a C, I és J pontok egy egyenesre esnek.

Megoldas:

a-B

Legyen a haromszogben A-nal o, B-nél 3, C-nél pedig v szdg. Mivel ADCA és DBE/A egyen-
l6szara, igy EDC< = v és CED< = 2. Legyen AI N BC = K. Mivel AK || DE, igy KAB< =
EDB< = BDE< = 8. Vagyis KAC< = a— 3, ami azt jelenti, hogy CK A< = 180° —vy—a+ 3 = 20.
Ekkor DECA és CKANA szbgei megegyeznek, s6t DC = AC, igy ez a két haromszog egybevago is.
Igy DE = KC ¢s EC = AK. Azonban DE = BE = KC, igy (mivel F felezi a BC oldalt) EF = FK.

Mivel DE || AK, igy KAF< = FJE< és AIF< = DEF<. Tehat — mivel a szogeik és egy oldaluk
megegyezik — AFKA =2 EFJA és DEFA =2 FIKA, amib6l kovetkezik, hogy

EJ=AK = EC

és
KI=ED=KC
Innen mar kovetkezik, hogy ECI< = ECJ<, azaz a C, I és J pontok valéban egy egyenesre esnek.
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