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E+41. a) A kévetkezs jatékot jatsszuk a jobb oldali tdblazatban: 11213
Minden lépésben kivalaszthatjuk a tablazat egyik sorat vagy oszlopat, és a benne szerepl§ harom 41516
mez§ koziil két szomszédosban 1-gyel csokkentjiik a szdmot, a harmadikban pedig 1-gyel noveljiik. 71819

Elérhetjiik-e néhany ilyen lépéssel, hogy minden szam azonos legyen?

b) Most lehetSségiink van arra, hogy a kiindulasi helyzetben 1-t6l 9-ig az egész szamokat tetsz6leges sorrendben
helyezziik el a 3 x 3-as tablazatban. A lehetséges lépéseink nem valtoztak. Tovabbra is az a célunk, hogy minden szam
azonos legyen, de szeretnénk azt is, hogy a végén a mezSkben szerepls k6z0s szdm minél nagyobb legyen. Mekkora az a
legnagyobb érték, amelyet igy el tudunk érni?

Megoldas:

a) Elgszor is lathato, hogy a 9 szam osszege minden lépésben 1-gyel csokken, hiszen két szamot
csOkkentiink 1-gyel és egyet noveliink. Tovabba vegylik észre, hogy a 4 sarokban 1évé szdmok Ossze-
ge allando6. (Ha kozépss sorban vagy oszlopban hajtunk végre lépeést, akkor nem valtozik, ha pedig
széls6ben, akkor az egyik sarokmez&t noveljiik, a masikat csokkentjiik 1-gyel.)

Tegyiik fel, hogy elérheté a csupa azonos szam. Ekkor ha a végillapotban minden mezében n
szerepel, akkor a négy sarokban a szdmok Osszege 4n, és ez allandd, tehat a kezd&éllapotban is ennyi
volt. A kezdg@allapotban ez az érték 1+ 3 4+ 7+ 9 = 20, tehat n = 5. Ez azonban azt jelenti, hogy a
végallapotban a 9 szam Osszege 45. Viszont kezdetben is 45, és minden megtett 1épés 1-gyel csckkenti
a teljes Osszeget, {gy barmilyen 1épéssorozattal csak 45 alatti Osszeget lehetne elérni. Ez ellentmondas,
a 9 azonos szam nem érhetd el.

b) Az el6z6 gondolatmenet megmutatja, hogy ha a végallapotban csupa n van, akkor n < 5. (Hiszen
kezdetben még mindig 45 a szdmok Osszege, mig a végallapotban 9n, aminek 45-nél kevesebbnek kell
lennie.) Az n = 4 megvalosithato, példaul az alabbi tablazattal és lépésekkel:

Kezdsallapot:

A harmadik sorban végziink egy lépést, a jobb oldali szamot névelve:

A masodik oszlopban végziink harom lépést, az als6 szamot névelve:

Az elsé sorban végziink egy lépést, a bal oldali szamot ndvelve:

Az els6 oszlopban végziink két 1épést, a fels6 szamot névelve:

A masodik sorban végziink egy 1épést, a bal oldali szamot novelve:

Végiil a masodik sorban végziink még egy lépést, a jobb oldali szdmot
novelve:
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E-+2. Jelslje egy n pozitiv egészre P(n) azon p primek halmazat, melyekre léteznek a, b pozitiv egészek tgy, hogy
n = a® + bP. Igaz-e, hogy tetszbleges, primekbdl 4ll6 H véges halmazra létezik olyan n, hogy P(n) = H?
Megoldas:

Azt fogjuk megmutatni, hogy minden megfelel6 H halmazra létezik egy n, melyre P(n) = H.

Amennyiben H iires, n = 3 megfelel, hiszen ha 3 = aP + bP, akkor a,b < 3 tehat a = 1 és b = 2
(vagy forditva). Ekkor viszont 2P > 3, tehat P(3) iires.

Innen kezdve tegyiik fel, hogy H nem iires. ElGszor szeretnénk egy olyan n-et mutatni H-hoz,
melyre teljesiil H C P(n). Konnyen lathat6, hogy ha a = b esetén ha n = 2aP, akkor p € P(n).
Ha azt szeretnénk, hogy ez teljesiiljon minden p; primre H-bol (i = 1,2,..k), akkor lathatjuk hogy
n = 21+Pp2Pk megfelel, tehat H C P(n).

Most megmutatjuk hogy erre az n-re egyetlen masik prim sincs benne P(n)-ben. Tegyiik fel hogy
n=a?+bldeq¢g H.

1. eset: ¢ = 2: Dolgozzunk indirekten! Ekkor p; € H pératlan (¢ ¢ H), tehat n = 4% valamilyen k
egeészre, és 4 = a? + b2. A négyzetszamok 4-es maradéka 0 vagy 1, igy mivel a bal oldal 4-es maradéka
0, a és b is paros. Ekkor ha az egyenlet mindkét oldalat leosztjuk 4-el, akkor egy hasonlé egyenletet
kapunk: 45~ = a? +b? ahol a; = 5, b1 = g. Lahato, hogy az el6z6 érvelés miikddik, amig a bal oldalon
a 4 kitevGje pozitiv, tehat ha a; = 3; (1 = 1,2,...,k — 1, k), akkor 4=t = a2 402 i =k: 1 =a}+b3, de
mivel a, b > 0igy a;, b; >0 és a;, b; egész, tehat 1 = a? + b? nem teljesiilhet. Tehdt ekkor ¢ & P(n).

2. eset ¢ paratlan: Dolgozzunk indirekten! Tegyiik fel, hogy n = 2¥ = a9 + b7 = (a + b)(a¥™! —
a972b £ ... — b971). Mivel a és b azonos paritasi, ha paratlanok, akkor a masodik zardjelbeli kifejezés
paratlan, és osztja 2F-t, igy az csak is 1 lehet. Ekkor a + b = a9 + b9 = n, ahol a, b > 0 és ¢ prim.
Ez nem lehetséges, tehdt mind a mind b paros. Legyen a; = g, b; = % (1 =0,1,...,k). Hasonl6an a
fenti gondolatmenethez, 2% = al + bl-bol kovetkezik az allitas (i + 1)-re, igy igaz lesz a kovetkezs:
2k—k =1 = al + bl. Mivel a;,b; > 0 egészek, ezért ez nem lehetséges. Tehat ¢ ¢ H.

A fentebbiek miatt H C P(n) ésx ¢ H — x ¢ P(n), tehat H = P(n). Ezzel minden H-ra
megadtunk egy megfelel§ n-et. Ezzel a megoldast befejeztiik.
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E+3. Anna gondolt egy véges A C R? ponthalmazra. Béla nem tudja, hogy A-nak hany eleme van, de az a célja,
hogy meghatarozza A-t. Ehhez Béla tetszéleges b € R? pontra megkérdezheti, hogy milyen messze van A-t6l. Erre Anna
meg is mondja a tavolsigot, azaz min{d(a,b) | a € A} értekét. (Itt d(a,b) az a,b € R? pontok tavolsagat jelenti.) Ilyen
kérdésekbdl Béla tetszlegesen sokat feltehet egészen addig, amig biztosan meg nem tudja hatarozni A-t.

a) Meg tudja-e tenni Béla ezt véges sok kérdéssel?

b) Es ha Anna el6re elarulja, hogy A minden pontjanak mindkét koordinataja a [0, 1] intervallumba esik?

Megjegyzés: R? a stk pontjainak halmaza.

Megoldas:

a) Nem lehetséges. Tegyiik fel, hogy Béla megallna és meghatérozna a ponthalmazt. Ekkor tudnénk
mutatni egy olyan pontot, amirdl nem tudna eldénteni, hogy benne van vagy sem. Legyen a legnagyobb
valaszként kapott szam az a. Ekkor vegyiink egy olyan pontot, ami az 0sszes kérdezett ponttdl tobb
mint a tavolsdgra van. (Ilyennek kell lennie, hiszen a sikbol véges sok darab véges teriiletd rész, csak
véges sok teriiletet tud kivagni.) Err6l a pontrol megallapithatjuk, hogy Béla nem tudja eldonteni, hogy
benne van-e, mivel akdr benne van, akar nincs, mindkét esetben ugyanazokat a vilaszokat kapna.

b) Lehetséges. Az alabbiakban megadunk egy lépéssort, amit ismételgetve elébb-utébb ki tudjuk
talalni a ponthalmazt. Kezdetben legyen k£ = 1, majd a 1épéssor minden sikertelen végigfuttatasa utan
noveljiik meg 1-gyel k értékét (tehat k a "ciklusvaltozo", ami azt jelzi, hogy hanyadszor futtatjuk végig
a lépéssort).

1. 1épés: Osszuk fel a [0,1]? négyzetet racsszerten k x k db % oldalhosszt négyzetre.

2. 1épés: A négyzetracs keletkezd (k + 1)? racspontjira rakérdeziink, és feljegyezziik tavolsagaikat
\[

A-t6l. Minden olyan racspontot, ami legfeljebb ry = L i tdvolsagra van A-tol, zoldre szineziink.

Fontos kitérd:

Gondoljuk meg, hogy kellGen részletes felosztas esetén hogyan fognak a z6ld pontok elhelyezkedni.
Legyen |A| = n. (n értékét nem ismerjiik.) Minden A-beli pont koériil tudunk gondolatban egy-egy
azonos sugari piros kort rajzolni gy, hogy az n kor Osszes pontjara teljesiiljon, hogy a legkdzelebbi
A-beli pont az 6t tartalmazo kor kozéppontja legyen (példaul ha a pontok paronkénti tavolsagainak
minimuma d, akkor mindegyik pont koriil rajzolhatunk egy % sugart kort; konnyt latni, hogy ez jo lesz).
Es nyilvan vehetiink a korok helyett ugyanigy piros négyzeteket (pl. minden korbe irjunk négyzetet),
legyen azok oldalhossza f. Ha a felosztasunk olyan finom, hogy két racsvonal tavolsaga mondjuk 160
alatt van, akkor minden k6zéppontt6l balra, jobbra, felfelé és lefelé is min. 49-49 racsvonal lesz a piros
négyzet széléig.

Mivel rj a racsnégyzet atlojanak fele, minden A-beli P ponthoz ha vessziik az 6t tartalmazo racs-
négyzet négy cstcsat, akkor koziiliik legalabb 1 z6ld lesz (mert a cstcsokbol felmért ry, sugart negyed-
korok lefedik a racsnégyzetet). Es P legfeljebb 4 racspontot szinezhet zdldre, mert konnyen latszik,
hogy az olyan csticsok, amik nem a P-t tartalmazé racsnégyzet cstcsai, legalabb % tavolsdgra vannak
P-t6l. llletve lathato, hogy a racsvonalon 1év6 P pont 1 vagy 2, az esetleges P racspont pedig 1 zold
racspontot hoz létre. Tehat minden P pont 1 és 4 kozti szdmi racspontot szinez zdldre, és ezek a
racspontok egy 2 x 2-es racspont-négyzeten beliil helyezkednek el.

Az emlitett finom felosztas esetén a z6ld racspontok egy-egy A-beli pont koril 1, 2 vagy 4 tagua
csoportban fordulnak els, az f oldalhosszii négyzeteken beliil. Tehat egy négyzet 1 és 4 kozti szamu
z6ld récspontot tartalmaz, és azok egy csoportban vannak a négyzet kdzepén, tigy, hogy t6litkk minden
iranyban legalabb 48 racsvonalnyi tavolsagra van a négyzet széle. Igy barmely két zold csoport kozott
vizszintesen vagy fiiggslegesen legalabb 96 koztes racsvonal van (mivel két z6ld csoport két kiillonbozo
négyzetben talalhato).

3. 1épés: Vizsgaljuk meg, hogy a z6ld pontok az emlitett struktaraban helyezkednek-e el (1 és 4

kézti elemszami csoportokban gy, hogy minden csoport egy 2 x 2-es racspont-négyzeten beliil helyez-
kedik el és barmely két csoport kozott legalabb 96 koztes racsvonal van legalabb az egyik irdnyban).

310
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Ha nem, akkor kezdjiik elolrdl a ciklust (k értékét eggyel novelve).

4. 1épés: Ha ilyen strukturaban vannak, akkor van ra remény, hogy kitaldljuk az A halmazt.
Minden z6ld csoport kéré vegyiink fel egy négyzetet, aminek minden szélétél a csoport minden pontja
legalabb 3, legfeljebb 10 racsvonal tavolsagra van. (Ezt kénnyd megvalositani, mert a zdld csoport
pontjai egymdstol mindkét iranyban max. 1 récsvonalnyira vannak.) A négyzet csucsait QRST-vel
jelolve, kérdezziik meg a ¢ = d(A,Q), r = d(A,R), s = d(A,S), t = d(A,T) tavolsagokat. QRST
biztosan tartalmazza az sszes A-beli pontot, ami az adott zold csoport pontjait kizélditette (azaz g
racsvonalnal kozelebb van hozzajuk). Tovabba a zold csoportok kozti nagy tavolsagok miatt ¢, r, s, t a
QRST-n beliili legktzelebbi A-beli ponttol vald tavolsdgot takarja (nem feltétleniil ugyanattol a ponttol
valot). A négy cstcstol valo tavolsagok alapjan kitalalhatjuk, hogy egy A-beli pont van-e QRST-ben
vagy pedig tobb. Hiszen ha a négy ponttél valo q, r, s, t tavolsidgokat ki lehet elégiteni egyetlen P
ponttal a négyzetben, akkor ¢ = QP, r = RP, s = SP, t = TP. Igy ha egy tobb pontbol all6 H
ponthalmazzal is kielégithets ez a négy tavolsag, akkor H semelyik pontja nem lehet Q-hoz kozelebb,
mint P; nem lehet R-hez kézelebb, mint P; ugyanigy S-re és T-re is. Azonban a négyzeten beliil barmely
P-t6l eltérs pont kozelebb fog esni valamelyik csticshoz, mint P. Igy H is csak P-t tartalmazhatja, ami
ellentmondaés.

Igy megallapithato, hogy ezekben a négyzetekben egy vagy t6bb pont lapul-e, és ha mindegyikben
egy, akkor a négy megkérdezett tavolsag alapjan egyértelmiien kiderithetd a pont a fenti gondolatmenet
alapjan (mivel ha H egyelemii, akkor is csak {P} lehet). Méaskiilonben tovabbmegyiink a folyamattal,
és a kitérében lefrtak alapjan eljutunk egy olyan finomséagig egy id6 utadn, amelyben méar minden zold
csoporthoz pontosan egy A-beli pont tartozik, és ekkor a 4. lépéssel kitalalhatjuk a pontokat.
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E-+4. Egy irracionalis szamokboél 4ll6 (x1, 2, ..., T, ) szam n-est féldontilinak neveziink, ha akarmilyen nemnegativ

raciondlis qi1, g2, ..., gn egylitthatokra qiz1 + gax2 + ... + ¢nxy irraciondlis, ahol a ¢;-k nem mind nulldk. Lassuk be, hogy
barmely 2n — 1 kiiléonb6z6 irracionélis szambol kivalaszthato egy foldontili n-es.
Megoldas:

Definidljuk a kovetkezd relacidt az irraciondlis szamok halmazan: a ~ b, ha valamilyen p, 0 < ¢, 7
racionélisokra p = qa — rb. Ez pontosan azt jelenti, hogy a és b ugyanazon irraciondlis szdmokat
zarja ki a foldontili n-esbél. Lathatjuk, hogy ez a relacié szimmetrikus, reflexiv és tranzitiv, tehat
ekvivalenciarelacio.

Az ekvivalenciaosztalyokat parokba allithatjuk a kovetkezs képpen: vegyiik az osztaly egy elemét,
majd az ellentettjét, és annak az ekvivalenciaosztalyat. Konnyen ldthatoé hogy ez egy parositast ad.

Most osszuk a 2n — 1 szdmunkat csoportokba tugy, hogy egy csoportban az Gsszes szam egy ekvi-
valenciaosztalyboél legyen, és ha két szam egy ekvivalenciaosztdlybol van, akkor azok egy csoportban
vannak. Csindljunk egy tablazatot, melyben 2 sor és annyi oszlop van, ahany féle osztalyparbdl szar-
maznak a csoportjaink, majd irjuk be a szamokat a csoportjuknak megfelel cellaba. Legyen H halmaz
iires, ebbe fogjuk valogatni a megfelel§ szdmokat a foldontali n-esbe.

Lemma 1. Az egy cellaban 1év6 szamok keriilhetnek egy foldontili t-esbe, és ha egy darab koziiliik
egy foldontuli t-esben van, akkor a t6bbit is be lehet irni a foldontuli t-esbe (igy egy foldontali (t+k—1)-
est létrehozva).

Bizonyitas: Legyenek egy cellaban a szamok a; (i = 1,2, ..., k). Tegyiik fel, hogy (a1, b1, ba, ..., bi—1)
foldontuali t-es. Tegyiik fel, hogy (a1, ag, ..., ag, b1, ba, ..., by—1) nem foldontali, tehat valamilyen 0 < oy, f;
(nem mind 0) racionalisokra Zle aiai—i—zlg;% B3;b; racionalis. Abbol, hogy a; egy ekvivalenciaosztalybol
van, kovetkezik hogy a; = c;a1 +p; (i = 1,2, ..., k), ahol 0 < ¢; és p; raciondlisok, tehat az el6zd feltétel
szerint

k t—1 k t—1 k
> ailciar+pi)+ Y Bibi=a1-Y aici+ Y Bibi+ Y aipi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

racionélis, tehat (ay, by, be, ..., bs—1) nem f6ldontuli. Ez ellentmondas, igy igazoltuk a lemmaénkat. [J

Lemma 2. Egy folddntili t-eshez hozzé lehet venni egy ekvivalenciaosztaly-parbél valamelyik
osztalyt.

Bizonyitas: Az el6z6 lemma miatt elég megmutatni, hogy hozzavehets x vagy —z egy foldontuli
t-eshez. Tegyiik fel hogy nem igaz az &llitas. Ekkor valamely aq,ao,..,ap-ra a t-esbél és valamely
p > 0,a; > 0,q (o; nem mind 0) racionalisokra Zle aja; + xp = q, és valamely by, bo, ..., by-ra a
t-esb6l (lehetséges a; = bj) és r > 0,5; > 0,5 (f; nem mind 0) racionélisokra Zle Bibi — xr = s. Az
els6 egyenletet r-el, a mésodikat pedig p-vel szorozva, majd a kett6t dsszeadva a kévetkezét kapjuk:

k k k k
ry aiai+py Bibi=Y (rai)ai+ > (pBi)bi = qr + sp,
i—1 i=1

i=1 i=1

Ez azonban ellentmond azzal, hogy az a;-k és b;-k egy foldonkiviili ¢-esben vannak. O

Az els6 lemma szerint, ha H-hoz hozzaadjuk az els6 oszlop valamelyik nem iires cellajaban 16v§ szé-
mokat, H f6ldontali lesz. Ez utan a masodik oszlopbol valamely (nem tires) cella elemeit hozzdadhatjuk
a 2. Lemma szerint, majd a 3. oszlopbdl is hozzdadhatjuk valamely nem iires cella elemeit, és igy tovabb
(agy, hogy kézben H fsldonkiviili marad). Mikor az utolsé oszlopbol is hozzaadtuk H-hoz valamely
cella elemeit, akkor nézziik meg H elemszamat! Ha legalabb n, akkor kész vagyunk. Ha < n, akkor azt
allitjuk, hogy a ki nem valasztott szamok foldonkiviiliek. Ezt konnyen bizonyithatjuk indirekten, hiszen
a maradék szamok felirhatoak a cellajukkal parban 1év6 cella egy eleme ellentettjének racionélis-szorosa
+ racionalisként, ami ellentmondést ad arra hogy H foldénkiviili. Mivel |H|+ |H| = 2n—1és |H| < n,
igy talaltunk foldonkiviili n-est. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

5/i0
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E-+5. Az ABC és A’ B'C’ hasonlo, ellentétes koriiljarast haromszogek, melyek magassagpontja megegyezik. Bizonyitsuk
be, hogy az AA’, BB', CC’ egyenesek egy ponton mennek &t vagy parhuzamosak.
1. Megoldas:

A megoldas soran iranyitott szogekkel szamolunk. <((e, f)-fel jeldljiik az e és f egyenesek altal be-
zart iranyitott szoget. Elgszor belatunk egy lemmat:
Lemma: Legyenek HAB és HA'B’ ellentétes irdnyitast hasonlo haromszogek, és E az AA’ és BB’ sza-
kaszok felez6mer6legeseinek metszéspontja, nevezziik e-nek BB’ felez6mer6legesét. Ekkor <(BE, e) =
<(AB, AH).

Bizonyitas: Legyen E’ az a pont az e egyenesen, melyre <(BE',e) = <(AB, AH). Legyen F
az a pont az e egyenesen melyre <(e, BF) = <(HA, HB). Ekkor BFE' haromszog hasonlo BHA
haromszoghoz. Mivel E’ és F az e egyenesen van, ezért BF E' haromszoggel B'FE' egybevago, mivel az
e egyenesre valo tiikrozés a két haromszoget egyméasba viszi. A feltételb6l H AB-hez hasonlo HA'B’ igy
H A’ B’ hasonlé B'E'F haromszoghoz. Van egy B kozépponta forgatva nytjtas mely BFE’ haromszoget
BH A haromszogbe viszi, ennél a forgatva nyajtasnal F pont képe H és E' képe A igy BF H haromszog
hasonlé BE'A haromszoggel. Ugyanigy kapjuk, hogy B'F H héaromszog hasonlé B'E’ A’ haromszoghoz.
Ezekbdl a hasonlésadgokbol kapjuk, hogy

AE' BE' B'E AFE
HF BF B'F HF

igy AE" = A'E’ tehat E' rajta van AA’ felez6mer6legesén, igy E = E’, tehat tényleg igaz, hogy
<(BE,e) = <(AB, AH), igy belattuk a lemmat. (]

6/i0
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Teérjlink ra a feladatra:

C/

B/

Aq

b

Legyen AA’ felez6merGlegese az a egyenes, BB’ felez6merdslegese a b egyenes, CC’ felezémerélegese a
¢ egyenes. Messen a és b Ci-ben, b és ¢ Aj-ben, ¢ és a By-ben. HAB és HA'B’' ellentétes koriil-
jarasa hasonlé haromszogek, és AA" és BB’ felez6merdlegesének metszéspontja Cq, a lemmat alkal-
mazva kapjuk, hogy <(BC1,b) = <(AB,AH). Ugyanigy kapjuk, hogy <(BA1,b) = <(CB,CH).
Tudjuk, hogy <(AB,AH) = 90° — f§ = <(CH,CB) (ahol g a B-nél levs szog ABC-ben), igy
<(AB,AH) = —<(CB,CH) tehat <(BC1,b) = —<t(BA1,b) igy BA1C1 egyenlszari haromszog,
tehat BA; B'Cy rombusz, azaz BB’ egyenes az A1C szakasz felez6mer6legese. Ugyanigy kapjuk, hogy
AA' egyenes a B1C szakasz felez6merdlegese és CC’ egyenes az Ay By szakasz felez6merdlegese, tehat
AA', BB, CC' egy ponton mennek at, az A; B1Cy haromszog magassagpontjan. Kész.
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2. Megoldas:

Vegyiink fel egy komplex szamsikot a sikra: Legyen a kozos magassagpont M az orig6. A 6 csiicsot
jeloljiik A,B,C,A’ B’,C’ komplex szamokkal, és ugy vessziik fel a komplex sikot ( ugy forgatom ), hogy
egyik cstcs se essen tengelyre. Mivel M magassagpont, és az origé is:

B-i-kh=A-C
C-i-kp=A-B
A-i-ks=B-C

valamilyen ki, ko, ks valds konstansokra, mert BM meréleges AC-re, CM mer6leges AB-re, és AM
merGleges BC-re.
Legyen A = aj + agi, B = by + byi, C = ¢ + coi. Igy atirva az 1. egyenletet:
(bl—i—bg-i)'i'k‘l = (al—cl)—i—(ag—@)i
(bl -1 — bg) -k = (a1 — Cl) + (a2 — Cg)i
A 2 oldalon a valds és képzetes résznek is meg kell egyeznie:

—by - k1 = (a1 — 1)

by - k1 = (az — c2)

Ebbél a 2 egyenletbél kovetkezik:
—bg _ ayp — Cq

b ar— e
a1by + agby = bic1 + baco
(Ha ag — co = 0 lenne, k; = 0, emiatt a; — c¢; =0, igy A és C egybeesne)
A masik 2 egyenletbdl hasonlé levezetésbdl kapjuk:
biar + baaz = bic1 + baco

c1a1 + coas = c1b1 + caas

Ezeket 6sszevonvas:
a1b1 + asby = bicy + baco = craq + c2a9

Mivel ABC és A’B’C’ haromszogek hasonloak, és ellentétes forgasiranyiak, valamilyen A\ komplex
szamra

A'=)A
B'=\B
C'=XC

mert egy M-en atmend egyenesre valo tiikrozéssel majd egy M koriili forgatva nyujtassal ABC-bél
megkaphato A’B'C’.
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AA', BB', CC’ pontosan akkor mennek at egy ponton, ha létezik olyan pi, pe, pz valés szamhar-
mas, amire
ul‘AI+(1—M1)A:u2'B/+(1—MQ)BZM3'0/+(1—/L3)C

vagyis B o o
pr A A+ (1 —pm)A=p2- A B+ (1 —p2)B=p3-A-C+ (1 —pu3)C

Elsszor megoldjuk az els6 egyenletet pup, po-re: (Feltessziik, hogy A # 1, —1)
A 2 oldal komplex és valos részének is meg kell egyeznie, igy 2 egyenlet adodik (az eddigi jelolésekkel):
pr-A-ar+ (1 —pi)ar =p2 - A-br + (1 — p2)by
—p1 - A-ag 4+ (1 —py)ag = —pg - A-ba + (1 — pa2)ba
Az 1. egyenletbdl kifejezve pi-et:

pi(aA —ay) = pa(biA —b1) + b1 —aq

1y = uz(bl)\ — bl) +b1 —ay
((Il/\ — al)

A 2. egyenlet rendezve:
p1(ag + ag) — az = pa(ba\ + be) — by
Behelyettesitve p; helyére:

p2(biA —b1) + b1 —ay
(CL1>\ — al)

(a2 + a2) + (b2 — az) = pa(bo A + ba)

(p2(b1A —b1) + b1 — a1)(agA + a2) + (b2 — az)(a1A — a1) = pa(beA + ba) (a1 A — a1)
,ug((bl)\ — bl)(ag)\ + CLQ) — (bg)\ + bz)(al)\ — al)) = (CLQ — bg)(al)\ — al) + (a1 — bl)(ag)\ + CLQ)

. (CLQ — bQ)(al)\ — al) + (a1 — bl)(az)\ + ag) B (CLQ — bg)al()\ — 1) + (a1 — bl)ag()\ + 1)
H2 = ((bl)\ — bl)(ag)\ + CLQ) — (bg)\ + bg)(al)\ — al)) N bl()\ — 1)0,2()\ + 1) — bQ()\ + 1)@1()\ — 1)

_ ()\ — 1)a1(a2 — bz) + ()\ + 1)&2(&1 — bl)
()\ — 1)()\ + 1)(&2[)1 — albg)

Az eredeti (3 tagt) egyenletnek akkor van megoldasa, ha egy adott 1, pa, 13 szamhérmasra teljesiil
mindhdrom egyenléség ( vagy 2, mert ezekbdl mar kovetkezik a 3.). Ha az 1.-2. és a 2.-3. tag kozotti
egyenetnek ugyvanaz a pe a megoldasa, akkor szimmetria miatt az egyenletrendszernek van egy egyér-
telmt megoldéasa, van kozos metszéspont. Ehhez tehat az kell, hogy a két kapott ps egyenld legyen:
A

pra-X-B+ (1= p2)B=pz-X-C+(1—p3)C

egyenlet megoldésa po-re (az €l6z6 egyenlettel valé a-c szimmetria miatt ):
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()\ — 1)01(02 — bg) + ()\ + 1)62(01 — bl)
()\ — 1)()\ -+ 1)(02[)1 — Clbz)

Mo =
Teh4t akkor van k6zos metszéspont, ha

()\ — 1)&1(&2 — b2) + ()\ + 1)@2(@1 — bl) . ()\ — 1)01(62 — b2) + ()\ + 1)62(61 — bl)
()\ — 1)()\ + 1)(&2[)1 - albg) B ()\ - 1)()\ + 1)(02b1 - Clbg)

(A= 1)ayi(ag — b2)(caby — c1b2) + (A + 1)ag(ar — by)(c2by — c1be) =
= ()\ — 1)01(02 — bg)(agbl — albg) + ()\ + 1)62(01 — bl)(agbl — albg)

a1b1[(A — D)agca — (A — 1)baca + (A + 1)agea — (A + 1)baca]+
+b1c1[(A+ 1Dagby — (A — 1)agca + (A — 1)baaz — (A + 1)agca]+
+erar[—(A = 1)agby + (A — 1)b5 — (A + D)agby + (A — 1)bacz — (A — 1)b5 + (A + 1)baca]+
+02(— (A + Dagea + (A + 1)ages) = 0

albl[(/\ + 1)(&262 — bQCQ)] + blcl[()\ + 1)(&2[)2 — GQCQ)] + +01a1[(>\ + 1)(b262 — azbg)]+

—‘y-()\ — 1)(a1a2b102 — a1b1bacoy — asbicico + asbibacy — ajasbacy + albgcl + ai1bacicy — albgcl) =0

albl[()\ + 1)(0,262 — bQCQ)] + blcl[(/\ + 1)(@2()2 — G,QCQ)] + +cla1[()\ + 1)<b262 — agbg)]—i-
+(>\ — 1)(@161 (bQCQ — azbg) + albl (CLQCQ — bgbg) + b101 (a2b2 — CLQCQ)) =0
(A merdlegességbdl jovs feltételekbdl)

2\((a1c1(baca — agba) + arbi(azca — bacz) + bici(azbs — asca))) =0
2M\((arc1(=bicr 4 arby) + arbi(—arer + bier) + biei(—arby + aier))) =0
2Mai1bici(a1(1 —=1)+b1(1 = 1)+ c1(—=1+1))] =0
2Xa1b1c1(0) =0

Ez teljesiil, ezért a 3 egyenes 1 ponton megy At.
Ekvivalens atalkitasokat végeztiink: Ha aibs — asby = 0 lenne, akkor M, A, B egy egyenesre esne
(= Z—;), ez egy haromszognél nem fordulhat elé.
Hasonlban ajco — ascy # 0 # c1ba — cobs.
Ha A = 1, mindhérom egyenes fiigg6leges lesz ( P’ és P valos része megegyezik), parhuzamosak, ha
A = —1, akkor mindhérom egyenes vizszintes, parhuzamosak ( P’ és P képzetes része megegyezik).
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