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E1. a) Ki lehet-e szinezni a pozitiv racionalis szdmokat pirossal és kékkel tigy, hogy piros és kék szam is keletkezzen,
és barmely két azonos szini szam Osszege is veliik egyszini legyen?

b) Ki lehet-e szinezni a pozitiv racionalis szamokat pirossal és kékkel gy, hogy piros és kék szam is keletkezzen, és
béarmely két azonos szint szidm szorzata is veliik egyszind legyen?

Megoldas:

a) Nem lehet, és ezt indirekten bizonyitjuk. Ekkor egy tetszsleges raciondlis szam egész szamszorosai
mind ugyanolyan szintiek. Ezt indukcioval latjuk be (feltehetjiik, hogy x (a szamunk) kék).

n = l-re nx = x kék. Tegyiik fel, hogy egy adott n-re igaz. Ekkor n+ 1-re: (n+1)x = nx + z, tehat
(n + 1)x két kék szam Osszege, igy az is kék.

Mivel van kék és piros szamunk is, legyen % kék, és T piros (p, ¢, r, s pozitiv egészek). Ekkor pr
az g—nak és T-nek is egész szdmszorosa, tehit egyszerre kék és piros. Ezzel ellentmondasra jutottunk,
igy bebizonyitottunk hogy nem lehet a pozitiv racionalisokat igy kiszinezni.

b) Van megfelels szinezés, tobbet is fogunk mutatni.

Az els6 példank az, hogy az 1-nél kisebb szamok legyenek pirosak, a nala nagyobbak kékek, az
1 pedig legyen szintén piros. Ekkor nyilvan azonos szinii szdmok szorzata ugyanolyan szind lesz, és
minden racionalis szamot kiszineztiink.

A maésodik példank a kdvetkezs: legyen a 2 kitevGje egy racionalis szémban az az egész szam, amely
a 2 kitevGje a szam szamlalojaban minusz a 2 kitevGje a szam nevezGjében. Ez egyértelmi a racionalis
szam barmely tort alakban valé felirasara. Legyenek azok a szdmok pirosak, amelyekben a 2 kitev§je
< 0, és legyenek azok a kékek, amelyekben a 2 kitev§je pozitiv. Ekkor a pirosak szorzata piros lesz, a
kékeké pedig kék, tehat ez is egy megfelel§ szinezés.

E2. Albrecht felrajzol a tablara egy 8 x 8-as tédblazatot, majd minden mez&jébe 0-t vagy 1-et ir. Ezutan felirja a sorok
és oszlopok végére a benniik szerepl§ 8 — 8 szam Osszegét, és letorli a tablazatban 1év6 szamokat. Ezutan azt mondja
Bertoldnak, hogy az Gsszegekbdl egyértelmiien visszaallithaté a tablazat, amelyet letorolt. Lassatok be, hogy ekkor a
letorolt tablazatban volt csak 0-t tartalmazd sor, vagy csak 1l-et tartalmazo oszlop!

Megoldas: Indirekten bizonyitjuk a feladat allitasat. Tegytik fel, hogy nem igaz az allitas, tehat van
egy olyan tablazat, amelyhez egyértelmiiek az Osszegek, de nincsen benne csak 0-t tartalmazé sor, se
csak 1-et tartalmazo oszlop.

Ez ekvivalens azzal, hogy minden sorban taldlhat6 olyan mezd, amelyben 1-es szerepel, és minden
oszlopban taladlhat6 mezs, amelyben 0-s szerepel.

Vegyiink a tablazatbol ekkor egy mezét, melyben O szerepel, legyen ez M;. M; sordban van egy
mezd, melyben 1-es van, legyen ez a mez8 Mo. Hasonloképp legyen Ms egy 0 Mo oszlopéban. Folytatva
ezt az algoritmust, valamikor vissza fogunk érni egy méar érintett mezdre (legkésébb 65 lépésen beliil),
legyen az elsd ilyen mezdpar M; = M; (i < j).

Ekkor az M;, M1, ... M;_1 mez6kon megvaltoztatva a szamokat 0-r6l 1-re és forditva, minden
sorban (illetve oszlopban) ugyanannyi szamot cseréliink 0-rol 1-re és 1-r8l O-ra, tehat nem valtozik egy
Osszeg sem, viszont kapunk egy kiilonb6z6 tablazatot, amelyhez ugyanazok az Gsszegek tartoznak. Ez
ellentmond a feltevésiinknek, igy az nem igaz. Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

E3. Hatarozzatok meg azon (p, q,r) primekbdl 4116 harmasokat, amelyekre p? 4 p” négyzetszam.

Megoldas: Bontsuk a feladat megoldésat két esetre:

1. eset: ¢ = r. Ekkor a p? + p? = 2p? = n? egyenletnek keressiik az egész megoldasait. Mivel az
egyenldség bal oldala oszthato 2-vel, igy 2 | n?, viszont akkor 4 | n? is teljesiil. Ekkor pedig a bal
oldal is oszthato 4-gyel, ami csak akkor teljesiilhet, ha p = 2. Tehat 2 - 29 = 29+ = p2. Mivel egy
négyzetszamban minden prim paros hatvanyon szerepel, igy ¢ paratlan. Ha ¢ = 2k + 1 paratlan prim,
akkor pedig 29 4 27 = (2k+1)2, tehat p = 2, ¢ = r paratlan prim esetén (p,q,r) megoldas lesz.

2.eset: q # r. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ¢ < r, a megoldasok megadéa-
sanal ezt figyelembe vessziik majd.
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Ebben az esetben a p?(1 + p"~%) = n? egyenlet egész megoldésait keressiik. Mivel ¢ < r, igy
p11+p 79, tehat a p kitevSje n2-ben g, amelynek igy parosnak kell lennie, tehat ¢ = 2. Ekkor p | n,
legyen n = k - p valamely k egészre. Igy

p2(1 +pr—2) — k2p2
14+ pT72 —_ k2
P =k —1=(k+1)(k-1)

Tehat k 4+ 1 és k — 1 azonos primnek két hatvanya, ami csak akkor fordulhat els, ha ez a két szam
a 3 és 1, vagy 4 és 2 (ez konnyen meggondolhato, hiszen ha p > 5, akkor barmely két hatvanyanak
kiilonbsége legalabb 4). Az el6bbi esetben p = 3, r = 3, ¢ = 2, az utébbi esetben p =2, r =5, ¢ = 2.

Vagyis ha g # r, akkor a (2,2,5), (2,5,2), (3,2,3) és (3,3,2) harmasok elégitik ki a feladat felté-
teleit. Leellenérizhets, hogy az 6szegként kapott négyzetszam minden esetben a 36.

Tehat megoldast a (2,2,5), (2,5,2), (3,2,3), (3,3,2) valamint a (2, s, s) (ahol s paratlan prim) harma-
sok szolgaltatnak.

E4. Legyen ABC hegyesszogti haromszog, és legyenek az A, B, C csticsokhoz tartozé belss szogek rendre a, S,
~. Emeljiink a haromszog oldalaira, mint alapokra kifelé BCA;, CAB1, ABC, egyenlGszaru haromszogeket, amelyek
csucsszogel rendre 2a, 23, 2. Legyen Az az AA, és B1Ci egyenesek metszéspontja, és vegyiik fel By és Cy pontokat is
hasonlé moédon. Hatarozzatok meg az

AA; BB, CcCy

A Ay * BsB1 CyCq

kifejezés pontos értékét!

Megoldas:
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El6szor vizsgaljuk meg jobban ezeket a torteket:

AAl B AA2+A2A1 14 AAQ 14 TAC1Bl
Az Ay Az Ay Az Ay TA,BCy

Innentdl kezdve ezen haromszogek teriileteinek meghatarozésara toreksziink.
Legyen a C-bd&l indulé magassag talppontja T, a BC' oldal felez6pontja pedig F. Ekkor az ATC és
A, FC haromszogek hasonloak, mivel szogeik megegyeznek. Legyenek az A BC hdromszog oldalai a, b, ¢,

tertilete ¢t. Ekkor
abe

C

AC b
o7 =9 m =
C
Ezt a szamitast szimmetrikusan az AC7 BA;C By hatszog oldalaira elvégezve azt kapjuk, hogy ennek

a hatszognek az Osszes oldala egyenls hossziisagu.

Rovid szamoléssal adodik, hogy a hatszog A, B, C cstcsainal 16v6 szogek rendre 2, 23,27, tehéat a
hatszog szemkozti szogei megegyeznek. Ebbdl kivetkezik, hogy példaul az AC1 By és az A1 BC' harom-
szogek egybevagoak, mivel megegyezik 2 — 2 oldaluk hossza és az altaluk bezért szog nagysaga. Ezek
szerint az ABC' és A1 B1C1 haromszogek is egybevagoak, mivel oldalaik paronként egyenl hossztisé-
glak.

Tiikrozziik az A1 pontot a BC oldalegyenesre, a képe legyen K. Ekkor az AK B és AC1 B, valamint
az AKC és AB1C haromszdgek egybevagdak, mivel megegyezik 2 — 2 oldaluk és az altaluk kézrezart
SZOg.

Vessiink egy pillantast a kiszamolando kifejezésre, ugyanis minden sziikséges informacié a rendel-
kezésiinkre all:

AA, n BB, n cCy _34 Tac,B, n Ta,cB n Ta,ciB _34 Ta,pc +Tapic +Tapo, _
A2Ar  BaBy (i Taiev  Tapoer Tasoy t
T T T
—34 KBC t1KgaAc + KAB:3+1:4‘

t
Tehat a keresett kifejezés értéke 4.

E5. Az Oxisz wellnessbolygé egyik szallod4jaban 2019 darab szauna talalhato. A vezetSség ugy dont, hogy k hazaspért
fogad a kozelgs hosszu hétvégére. A hazasparokrol tudjuk, hogy ha két feleség ismeri egymaést, akkor a férjeik is ismerik
egymast, és viszont. A szaunékra viszont szigorti megkotések vannak: egy szaunaban vagy csak férfiak, vagy csak nék
lehetnek. A nok csak olyan nkkel hajlandok egyiitt szaunazni, akiket ismernek. A férfiak csak olyan férfiakkal hajlandok
egylitt szaunézni, akiket nem ismernek. Mi lehet az a legnagyobb k, amely esetén tudjuk garantalni, hogy akarhogy is
ismerik a hazasparok egymast, be tudnak menni mindannyian a 2019 szaunaba a feltételeknek megfelelGen?
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Megoldas:

Lemma: Legyen G graf kromatikus szama x(G). (Egy graf kromatikus szama az a legkisebb szam,
ahany szinnel a graf csicsai szinezhetsk gy, hogy barmely él két kiilonb6z6 szind cstucsot kot Ossze.)
Ekkor x(G) + x(G) < |[V(G)| + 1 (ahol G a G graf komplementere és |V (G)| G csticsainak szédma).

Lemma bizonyitdsa: G csicsszaméra vonatkozo teljes indukcioval. Az allitas 1 csicsu grafra igaz.

Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz, ha a grafnak n csiicsa van. Vegylink egy n cstucsu G gréafot! Erre igaz,
hogy x(G) + x(G) < |V(G)| + 1. G-hez vegyiink hozzé egy v csiicsot, amely dssze van kotve G néhany
csticsaval. Az igy kapott graf legyen G’! A v cstics hozzavételével a grafnak, illetve komplementerének
kromatikus szama is eggyel nétt, vagy ugyanannyi maradt.

Ha G-re teljesiil, hogy x(G) + x(G) < |[V(G)|, akkor az el6z6 miatt G're teljesiil, hogy x(G’) +
X(G") < |V(G)|+2 = |V(G")| + 1. Tehat ekkor az llitas igaz G'-re.

Ha G-re x(G) + x(G) = |V(G)| + 1. Tegyiik fel, hogy az allitds G’-re nem igaz! Vegyiik G egy
szinezését x(G) szinnel! Mivel v hozzéavétele novelte a kromatikus szamot, igy v Ossze van kétve G-ben
minden szinosztalybol legalabb egy csticcsal. Most vegyiik G szinezését x(G) szinnel! Ekkor G’-ben v
ossze van kotve minden szinosztalybol legalabb egy csticesal, mivel x(G) < x(G’). Mivel két csiics nem
lehet Gsszekdtve egyszerre G'-ben és G'-ben is, igy v legalabb x(G) + x(G) = |V(G)| + 1 kiilénb6zs
csticesal van sszekétve G-ben vagy G-ben, ami ellentmondéas, mivel G-nek csak |V (G)| csticsa van.
Tehat az allitas ekkor is igaz G'-re.

A feladat megolddsa: Legyen GG a hézaspérok ismerettségi grafja, azaz a csiicsok a hazasparok, két
csucs pedig pontosan akkor van 6sszekotve, ha a két hazaspar ismeri egymést. Ekkor a feladatnak meg-
felelGen a férfiak x(G), a n6k pedig x(G) szaunaba oszthatéak be (a szinosztalyoknak megfelelgen). A
lemmabol tudjuk, hogy x(G) + x(G) < |[V(G)] + 1, tehét |V (GQ)| = 2018 esetén, azaz 2018 hazaspérra
a 2019 szauna biztosan elegends. Ha 2019 hézaspar van, akkor ha semely két hazaspar nem ismeri
egymést, akkor mar 2020 szaunara lenne sziikség.

Tehat 2018 hazaspar esetén biztosithatdé minden esetben, hogy a 2019 szauna elegend§ legyen a meg-
adott feltételeknek megfelelGen.

E6. Jaték: lasd az E+ kategoria megoldasainal.
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E-+1. Legyen ao,ai...,an egy valés szamokbol 4ll6, monoton névé n + 1 tagt sorozat, ahol ag = 0 és minden j > i-re

a; —a; < j — 1. Mutassatok meg, hogy ekkor
n 2 n
(Le) =3
i=0 i=0
Megoldas:

Teljes indukcio: n=0-ra 0 > 0 teljesiil.
Indukcids 1épés n-1-rél n-re: Bizonyitando:

Tudjuk:

(1)-hez (2) alapjan elég:

n—1
a, + 2ap, Z a; > a;, (3)
i=0
Ha a, = 0, akkor az egyenl6tlenség mindkét oldalan 0 van. A tovabbiakban a, # 0
Egyszertsitve:
n—1
an+22ai>an (4)
i=0
n—1
an(an, — 1)
> ai> =g (5)
=0
Tudjuk, hogy
an(an - 1) (an—l + 1)an—1
<
2 - 2 (6)
a feladat feltételeibsl. Tehat elég latni, hogy
= (ap—1+1)a
Zaz > \nol T 2/0nol (7)
2
=0
Legyen a,_1 = k + x, ahol k egész, és x < 1. Ekkor
k(k+1
Zai >k-142)+(k—-24+2)+..4+24+0+...4+0= (;)—F(k—kl)x (8)
n1 + 1)an— k+x+1)(k+ k(k+1 2k +1 2
(@n—1 )a 1:( z+1)( $):( )+( )x+£ (9)
2 2 2 2 2
Tehét
n—1
k(k+1) E(k+1) (2k+ 1Dz 22
i k+1)x > -, 1
ZZ; > =+ (k+ 1) 5 5 5 (10)
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mivel % < Z mert z < 1.

z
29
E-+2. Bizonyitsatok be, hogy ha egy haromszdg oldalhosszai egészek, és koréirt korének sugara prim, akkor a haromszog
derékszog.

Megoldas: Legyenek a haromszog oldalai a, b, c, teriilete T', valamint koré irhaté korének sugara R.
Ekkor a koré irt kor sugarara vonatkozo ismert dsszefliggésbdl adodik, hogy

abe
4T = —.
R

Ebbdl azonnal kapjuk, hogy 4T racionalis. Masrészt a Héron-képletet felhasznalva

AT = \/(a+b+c)(b+c—a)(a+c—b)(a+b—c).

Tehét 47T racionalis, rdadéasul egy egész szam négyzetgyoke, amibdl az kovetkezik, hogy 471 egész szam.
Ezért valamelyik oldalhosszat osztja R, mivel R primszam, mondjuk legyen ez az oldal a. Tegyiik fel,
hogy a haromszog nem derékszogi. Ekkor

0<a,bc<?2R,

tehat a = R. Legyen az A cstucsnal 16v6 szog a. Ekkor @ = 2R sin o, vagyis sina = % Ekkor

b2 + 2 — a? V3

2be = cosa = :|:7.

A bal oldal racionéalis, mig a jobb oldal irracionalis, ellentmondésra jutottunk, vagyis a haromszog
derékszog.

Most méar csak azt kell megvizsgélni, hogy létezik-e ilyen derékszogii haromszog, de természetesen van
ilyen, pl. a 6,8, 10 oldalhossztusagt derékszogi haromszog koré irhatd korének sugara 5.

E+3. Minden n > 2 pozitiv egészre jeldljiik f(n)-nel azon n-nél nem nagyobb pozitiv egészek Ssszegét, melyek nem
relativ primek n-hez. Legyen p > 2 prim, n > 2, melyre p 1 n.

Lassatok be, hogy f(n+p) # f(n).

Megoldas: Tudjuk, hogy k pontosan akkor nem relativ prim n-hez, ha n — k nem relativ prim n-hez.
Ha n paratlan, akkor igy az 0sszes 0sszeadandot parba allitottuk, ahol a parok 6sszege n, tehat n | f(n).
Ha n paros, akkor §-nek nincs parja, igy ekkor csak azt allithatjuk, hogy n | 2f(n).

Indirekten tegyiik fel, hogy f(n) = f(n + p). Mivel n és p relativ primek, és n | 2f(n), illetve
n+p | 2f(n), tehat n(n + p) | 2f(n), de 2f(n) kisebb, mint 1-t6]l n-ig a szamok Osszegének két-
szerese, azaz n(n + 1) igy azt kapjuk, hogy n(n + p) < n(n + 1) ami ellentmondas. Ezzel készen
vagyunk.

E-+4. Az Intergalaktikus Lotton 55 szamboél htznak ki 7-et. R2-D2 és C-3PO elhatarozzak, hogy mindenképpen
megnyerik a lottot, ezért ketten egyiitt megjatsszak az Osszes lehetséges szelvényt.
Mutassatok meg, hogy valamelyikiik szelvényei kozt van hét olyan szelvény, melyeken nincs két azonos szam!

Megoldas:
Altalanosabb allitast bizonyitunk: A nk +n — 1 elemi halmaz k elemt részhalmazait 2 csoportba
osztva az egyik csoportban lesz n db paronként diszjunkt halmaz.

Ezt az allitast n szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk.
Kezd6lépés: n = 1 esetén az az allitas, hogy k elemtii halmaz k elemi részhalmazait 2 csoportba osztva
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az egyikben lesz egy k elemi halmaz, ami nyilvanvaléan igaz.

Ha méar n-re tudjuk, belatjuk n + 1-re:

Ha nincsenek olyan A és B n elemi részhalmazok, amelyeknek a metszete k — 1 elemd, és kiilén cso-
portban vannak, akkor kénnyen lathatd, hogy az Osszes részhalmaznak egy csoportban kell lennie, és
ekkor természetesen igaz az allités.

Ha van olyan A és B részhalmaz, amelyek kiilén csoportban vannak, és k — 1 kdzos elemiik van, akkor
|JAUB|=k+1,igy van (n+1)k+ (n+1) —1— (k+1) = nk+n —1 elem, amely se A-ban, se B-ben
nincs benne, ezen elemekre hasznalva az indukcids feltevést azt kapjuk, hogy van k darab paronként
diszjunkt részhalmaz egy csoportban ezek koziil. Ehhez A-t vagy B-t hozza tudjuk venni egy n+ 1-edik
részhalmaznak, mivel kiilonb6z6 csoportban vannak. Ezzel igazoltuk az allitast.

n = k = 7 helyettesitéssel pont a bizonyitando6 allitast kapjuk.

E-+5. Legyenek az X, Y, Z pontok rendre az ABC hegyesszogt haromszog koréirt korének révidebbik BC, CA, AB
iveinek felez&pontjai. Legyen M tetszdleges pont a BC' oldalon. Az M-en keresztiil parhuzamost hiizunk a C' BA< bels6
szogfelezGjével, ez a BC A< kiils6 szogfelezGjét az N pontban metszi. M-en keresztiil parhuzamost hizunk a BC' A< belsé
szogfelezdjével is, ez pedig a C BA< kiils6 szogfelezdjét a P pontban metszi.

Bizonyitsatok be, hogy XM, YN, ZP egyenesek egy ponton mennek at.

& ‘\ :
L,

/\

Legyen a B és C-hez tartozo kiilsé szogfelez6k metszéspontja @, AB és M N egyenesek metszéspontja
T, AC és M P metszéspontja R.

Ekkor AT'QQR hurnégyszog, mivel BQ) az MT szakasz felez6merslegese. Hasonléan M R felez&merdle-
gese CQ, igy Q a T'M R haromszog koréirt korének kozéppontja, igy TM R< = 90° + 5, tehat a TQR<
kozépponti szég az 180° — a.

X és @ rajta van a BAC< szogfelez6jén, igy § = TAQ< = TNQ< széval N és ugyanigy P is rajta

B
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van az ATQR Kkoron.

Legyen az ATQR és ABC kordk 2. metszéspontja U, azt allitom, hogy PZ, NY és M X is athalad
U-n.

Szogszamolasbol adodik hogy a XY és QN egyenesek parhuzamosak, igy AUY <« = 180° — AXY < =
180° — AQN< = AUN<, igy U, Y, N tényleg egy egyenesre esnek, hasonléan U, Z, P is.

Ezeket hasznalva UNM< = UY B« = UCB< = UCM<, tehat UNCM huarnégyszog. Igy MUC< =
MNC<=BYX<=BUX<=XUC<q, tehat X, M, U is egy egyenesen vannak. Ezzel bebizonyitottuk
az allitast.

E-+6. Jaték: A jaték elején kirakunk az asztalon néhany kupacban kavicsokat. Egy jatékos kérében az alabbi két dolog
torténik egymas utan: - a jatékos ellenfele ramutat a kupacok koziil kettére (ha mar csak egy van, akkor arra az egyre),
- majd a jatékos az egyik mutatott kupacbol elvesz néhany kavicsot (legalabb egyet, és akar az Osszeset is). Az nyer, aki
az utols6 kavicsot elveszi.

Megoldas:

Nevezziik nyerddllisnak azokat az allasokat, melyekben ha mi vagyunk soron, garantaltan nyerni
tudunk! A t6bbi allast (azaz amelyekben sorra kovetkezve mindenképpen veszitiink az ellenfél optimalis
jatéka esetén) vesztdallisnak nevezziik.

Legyen egy allasban a legkisebb kupacméret k. Azt allitjuk, hogy az allas pontosan akkor nyergallés,
ha pératlan sok & méretd kupac van.

A bizonyitas a kavicsok Osszes szama szerinti indukcioval torténik. Ha csak egy kavics van, akkor k =
1 és paratlan sok 1 méretd kupac van, és nyilvanvaloéan nyerdallasban vagyunk (a kavicsot elvehetjiik).

Tegyiik most fel, hogy a legkisebb kupacméret péaratlan sok példanyban fordul el§. Ha egy kupac
van, akkor nyilvan nyerdallasban vagyunk, hiszen egyszerre elvehetiink mindent. Ha pedig legalabb
ketts van, akkor belathatjuk, hogy ekkor akidrhogyan vélaszt ki nekiink két kupacot az ellenfél, mindig
létre tudunk hozni egy vesztGallast. Két eset van:

e 1. eset: mindkét kijeldlt kupac k méreti. Ekkor az egyik k méretd kupacot teljes egészében
elvessziik. Igy a k méretii kupacok szama paratlanrol parosra valtozik; és k marad a legkisebb
kupacméret, igy vesztGallast hoztunk létre.

e 2. eset: van k-nal nagyobb méreti kijelolt kupac. Ekkor vegyiink el egy ilyen kupachbol
annyi kavicsot, hogy k maradjon benne. Ekkor a k£ méretti kupacok szamét eggyel megndoveltiik,
igy paros sok lesz bel6le, ami veszt&éllas.

Tegyilik most fel, hogy a legkisebb kupacméret paros sok példanyban fordul els. Ekkor garantéltan
legalabb 2 kupac van. Belathatjuk, hogy ekkor mindenképp vesztéallasban vagyunk. Ugyanis ha az el-
lenfél kijel6l nekiink kett6t a legkisebb méretd kupacok koziil, akkor kénytelenek lesziink valamelyikbsl
valahany kavicsot elvenni, és ezzel mindenképpen nyerdallast létrehozni:

e ha egy kupacot teljesen kitiritiink, akkor a legkisebb kupacméret k marad, és a k méretd kupacok
szama eggyel csokkent, tehat parosrol paratlanra valtozott;

e ha egy kupacbdl néhany kavicsot elvesziink, de nem az 6sszeset, akkor az lesz az egyediili legkisebb
kupac, tehat paratlan sok legkisebb kupac lesz a 1épésiink utan.

(Az indukcios feltevést ott hasznaltuk, amikor a lépésiink utan hagyott (ezaltal sziikségszertien az
eredetinél kevesebb kavicsot tartalmazo) allasrol a legkisebb kupacok darabszama alapjan dontottiik
el, hogy nyer6-e vagy sem.)
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