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1. feladat

500V

Jelolje 0 az inga kitérési szogét az abran lathaté moédon! Abban a pillanatban amikor az
inga éppen hozzaér a kondenzator lemezéhez teljesiil az [sinf = d/2 Gsszefiiggés. Ezen feliil,
mivel a lemezeket végteleniil lassan nyomjuk 0ssze, az inga végig egyensilyban van, vagyis az
inga kotélereje éppen kiegyenliti az inga végpontjara hatd nehézségi és elektrosztatikus erok
ered6jét. Ennek kovetkeztében teljestil az alabbi Osszefliggés:

sin 6 _ qE _ qu (1)

cos mg mgd’
ahol kihasznaltuk, hogy Ed = U a kondenzarorra kapcsolt fesziiltség, amit az 6sszenyomas alatt
alland6 értéken tartunk. Abban a pillanatban tehat, amikor az inga hozzaér a kondenzator

lemezéhez azt kapjuk, hogy

sin? 0 U 5
= (2)

cosf 2mgl "4

Az utolsé 1épésben beirtuk a feladat paramétereit (a nehézségi gyorsulds értékét vehetjik g =
10 m/s*-nek). Ezt atrendezve az aldbbi mdsodfoki egyenletet kapjuk cos f-ra:

4cos?f 4 5cosf —4 =0, (3)
amelynek megoldasa cosd = (1/89 — 5)/8. A keresett tévolsag tehdt

d=2lsinf = 2lV1 —cos? 0 =~ 1,664 m. (4)

2. feladat

Els6 1épésként hatarozzuk meg azt a pontot, ahol a homokszem elhagyja a gomb feliiletét! Ez
akkor kovetkezik be, amikor a homokszemre hato, a gombfeliiletre merdleges kényszerer6 éppen
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nullava valik. Jelolje ebben a pontban 6 azt a szoget, amelyet a gombnek a homokszemhez
huzott sugara a fiiggdlegessel bezar, az abran lathaté modon. Ekkor a kényszererd eltiinésére

vonatkozd feltétel
mu?

?’ (5)

ahol v a homokszem sebességének nagysidga abban a pillanatban amikor elhagyja a gomb
felilletét. Az energiamegmaradas értelmében

mg cosf =

1 1
imfu2 + mgcosf = imvg + mgR. (6)
Behelyettesitve az (5)-0s egyenletet azt kapjuk, hogy
v3 2 3
f=-—"+-==- 7
cosU=s RT3 U (")

a sebesség pedig
=/gRcosf =4/3/ % (8)

Az elvéalés pillanataban a homokszemnek az asztallaptol mért magassaga h = R(1+cos¢) =
7TR/4, a kiinduldsi pontjatél mért vizszines tavolsaga pedig Rsin ¢ = \/7R/ 4. A homokszem
tovabbi mozgasa ferde hajitasként irhatd le. A kezdOsebesség vizszintes, illetve fliggdleges
komponense:

3v/3 m

v—vcos@——— vy =vsing = — —.
S 8 s

(9)
A foldetérésig eltelt idot a
th +v,t=h (10)

egyenlet megoldasa adja. A fizikailag értelmes megoldés:

_,/v§+2gh—vy_7\/__\/ﬁs )

g 80 ’
a keresett tavolsag a foldetérés pillanataban pedig

r = Rsin ¢ + v,t. (12)

Az adatokat behelyettesitve a megoldas:
xr ~ 15,6 cm. (13)
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3. feladat
C R, —||— D
B Rs E
A—||— Ry F
Us P

Jelolje I, I illetve I3 az Ry, Ry illetve Rj3 ellenallason atfolyé aramokat! A feladat
megoldasdhoz alkalmazzuk a Kirchhoff-torvényeket! Ehhez az aramok irdanyat énkényesen az
abran jelolt médon vessziik fel (ha valamelyik dram a valésdgban ellentétes irdnyba folyik
akkor a megoldasban negativ eredményt kapunk). A csomoéponti térvény az dbran B-vel jelolt

csomopontra kimondva
[3 :]1+I27 (14)

mig a huroktorvény az ABEF, illetve BCDE négyszogekre

R212+R3[3+U2 =0 (15&)
—R3[3 - R1[1 + U1 = O (15b)

Felhasznélva a feladatban szereplé adatokat és behelyettesitve az (14) egyenletet a fenti két
egyenlet igy modosul:

200 Q - I, +300Q - [;+ 12V =0 (16a)
—400 Q - I3 +100 Q - I, +6 V = 0. (16b)

A maésodik egyenletet megszorozva 2-vel, majd az eredményt kivonva az elsé egyenletbdl azt
kapjuk, hogy 1100 €2 - I3 = 0. Tehat a feladat megoldasa:

I; =0, (17)

azaz a kérdésben szerepld ellenédllason nem folyik at aram.

4. feladat

A feladat altalanos megoldasa a kozépiskolaban nem elvart felsébb matematikai ismereteket
igényel, de kozelitések nélkiil ebben az esetben sem megoldhato, igy mindenképpen sziikség van
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valamilyen kozelité modszer alkalmazasara. A feladat konkrét szamértékekkel valé megoldésa
esetén sokféle kozelitést alkalmazva is el lehet jutni a helyes megoldashoz, igy felsébb matem-
atikai ismeretek nélkiil is megoldhat6. A kdvetkezokben a bonyolultabbtol az egyszeriibb felé
haladva kiilonb6z6 megkozelitéseket mutatunk be.

A probléma alapegyenlete, amely megadja a t és t + At idépontok kozotti AT hémérsék-
letvaltozast, a kovetkezo:

C(T(t))(m —rt)

ahol P = 154 kJ/s a tiiz teljesitménye, m = 50 kg a viz kezdeti tomege, t az id6, r =
0.1 kg/min a péarolgasi rata, M = 18 g/mol. Itt rogton éltiink is azzal a kozelitéssel, hogy
a viz slirlisége nem fog valtozni a folyamat sordn, igy az r rata idében allandé. @, és C
a viz parolgashdje, illetve fajhéje, amelyek egyarant fiiggenek a pillanatnyi homérséklettol.
Ahhoz, hogy megkapjuk a teljes hémérsékletviltozast, a fenti egyenletben szereplo kis AT
valtozasokat kell 0sszedadni. Ez precizen az un. integralassal végezhet6 el, de sem Q,(t) sem
C(t) alakja nem ismert analitikusan, csak a tablazatbél, ahol viszont csak néhany konkrét
hémérsékletnél szerepelnek ezen fiiggvények értékei. Részletesebb ismeretek hidnyaban egy
kézenfekvo kozelités, ha feltételezziik, hogy két megadott homérséklet kozott ezek a fliggvények
linedrisan véaltoznak, tehat a tablazatban megadott értékek kozott a C(t) és Q),(t) fliggvények
egyenesek, az integralt pedig szakaszosan végezziik, amig el nem érjiik a 30 percet. Ez egy elég
preciz kozelités, de sziikséges hozza az integralds ismerete.

Tovabb egyszertisithetjiik a problémat, ha a linearis kozelités helyett a tablazat megadott
értékei kozott a két végpont atlagaval szamolunk az adott szakaszon. Mivel mindkét érték
elég lassan valtozik ezzel nagy hibat nem kovetiink el. Elemi modszerekkel ekkor még mindig
problémat okozhat a folyamatosan csokkend tomeg figyelembevétele. Ennek elkertilésére meg-
probalkozhatunk azzal, hogy alsé és felsd korlatokat allitunk az adott homérsékleti tartomany-
ban eltoltott idékre. Also korlat, ha tgy szamolunk, hogy az elsé szakaszon végig 50 1 viz van a
bogracsban (hiszen ennél biztosan gyorsabban melegszik mert 6sszeségében valamivel kevesebb
vizet kell melegiteni), majd a kovetkez szakaszt az igy eltelt id6vel szamolva csokkentett viz-
mennyiséggel szamoljuk tovabbb, stb. Egy lehetséges fels6 korlat, ha az elsé szakaszon 50
1 vizzel szamolva kiszamolunk egy At idot, ebbdl meghatarozunk egy csokkentett vizmenny-
iséget, és ezzel Wjraszamoljuk a szakaszt és az igy kapott jabb id6vel (és megmaradt témeggel)
szamolunk tovabb.

A feladat legegyszertibb megoldasa is alsé korlat becslésen alapszik. A lehet6 leghiztosabb
alsé korlat a végsé homérsékeltre, ha minden lehetséges paraméter értékét a homérséklet emelés
szempontjabol legelénytelenebb értékre vélasztjuk. Tehat 50 1 (illetve a kordbban emlitett
kozelitést alkalmazva 50 kg) vizet vesziink, a péarolgdshét a leheté legalacsonyabb, a fajhot
pedig a lehetd legmagasabb értékre védlasztjuk (ez mindkettd esetében a 100 °C-hoz tartozd
érték, hiszen ef6lé nem mehet a homérséklet) és ezeket végig allandénak tekintjiik.

AT(t) = Q(?

P — Q,(100 °C)r/M

AT =
C(100 °C)m

t =99.28 °C (19)
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Ennél a becslésnél barmelyik fenti moédszer magasabb értéket fog adni és ezzel a modszerrel
szamolva is 100 °C-nal nagyobb értéket kapunk, ezért a fenti 6sszes mddszerrel vald szamolés
esetén a valasz, hogy a viz 30 perc utan forrasban lesz és 100 °C-os.

feladat

A Doppler-effektusra vonatkozé képletben mindig a hangforras sebességvektoranak a felénk
esoO vetiilete jelenik meg. Kovetkezésképpen az effektus akkor a legnagyobb amikor ez a vetiilet
maximalis, vagyis a korpalydnak azok pontjaiban amikor a korhoz hizott érintén helyezkedik el
a megfigyelési pont. A korpalyan két ilyen pont van, az egyik amikor a hangforras sebességvek-
tora éppen a megfigyel6 felé, a masik pedig amikor éppen téle elfelé mutat. Amikor a hangforras
kozeledik akkor az altalunk hallott frekvencia magasabb mint a kibocsatott frekvencia, vagyis
[ = =% fo. A maésik esetben amikor a hangforrds téliink tavolodik akkor az dltalunk hallott
hang magasabb, frekvencidja f = - fo. A frekvenciakiilonbség a két esetben

|f = fol =

Jo (20)
amikor a hangforras kozeledik, illetve

‘f—fo‘ =

Pl (21)
amikor tavolodik. Feltehetjiik, hogy a sziréna sebessége kisebb a hangsebességnél, igy a két
eset koziil a kiilonbség akkor nagyobb amikor a sziréna felénk kozeledik.

A hallott frekvencia idobeli valtozasanak meghatarozasahoz tekintsiik a fenti abrat. A
sziréna a kor mentén konstans w = v/R szogsebességel halad korbe. Az dbran ¢-vel jelolt
szoggel kifejezve a hallott frekvencia

C

f: 7][‘07 (22)

c+vcoso
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célunk tehat cos ¢ meghatarozasa. Felhasznalva a szinusz tételt

sin(wt)  sin(w/2+¢)  cos¢
a d d

ahol a az wt szoggel szemben 1év6 oldal nagysaga. Ez a koszinusz tétel értelmében

a = /R? + d? — 2Rd cos(wt). (24)

Tehat a keresett kifejezés
sin(wt)
\/1 R—2 —2& cos(wt).

A fenti eredményt felhasznalva a relativ frekvencia eltérés értékére

cos ¢ =

|f_f0| — UCOS¢/C — ]‘ (26)
fO 1+ wvcos ¢/C . 1+%22—2% cos(wt)
L+ v sin(wt)

adddik, ahol w = v/R. Bar a feladat ezt nem kérte, abrazolhatjuk a fenti fiiggvényt wt fiig-
gvényében, kilonbozé R/d illetve v/c értékekre. Ez lathat6 az alabbi abran.

v/e=10,1 R/d=05
0.10“ . R/(l:(),l.' R/(l:(l,s' - R/(l:(]..f)‘ 05 ‘ — vje=01 — v/e=03 — v/c=05
.= <
5 ~
/é 0.0
|
= —0.5
—1.0
0 s 27 3T 4 om 6m 0 m 2m 3 4 5 6m
wt wt
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