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1. feladat

(a)

A feladat megadta a Naprendszer esetében a lakhatdsagi zona hatarait, jelolje ezeket dy
és do. A tovabbiakban feltételezziik, hogy a csillag altal kibocsatott sugarzas a tér minden
irdnydban azonos és igy egy gombfelillet mentén egyenletesen oszlik el. Igy a beérkezd
sugarzasi teljesitmény optimaélis alsé és felsé hatarai:

L kM35
Pmax - = ; 1
dwd?  Awd? (1)

L kM35
Poin = = : (2)

47 d3 47d3

Az 5 naptomegii bolygd esetén ez alapjan a zéna belsé és kiilsé hatarai (d) és d):

a2 — k(5M)3’5 _ E35 kMP

5, MY 35
r 47TPmax =5 4’/TPmaX ° dl (3)
k(5M)3 kM3
2 3,5 3,5 2
e S A — 5 W, = 5 . d . 4
2 47 Pin 47 Prin 2 ( )
A megadott adatokat behelyettesitve:
d; = /535 - (0,97 CsE)? = 16,22 CsE; (5)
dy = /535 - (1,37 CsE)? = 22,9 CsE. (6)

Az ellipszispalya excentricitasa 0,2, nagytengelyének fele a = 4 CsE, igy a fékuszok
tavolsdganak fele ¢ = 0,2 -4 CsE = 0,8 CsE, és ebbél a fél kistengelye b = va? — ¢? =
/(4 CsE)2 — (0,8 CsE)? = 3,92 CsE.

Az (a) feladatrészben felhasznalt elsé és masodik egyenletbdl kaphatd, hogy az itteni
lakhatdsdgi zona hatarokra (d) és di,) vonatkozdan:
d//2 Pmin
e (7)
d2 Pmax

Innen pedig megkaphaté az itteni lakhatésagi zona bels6 hatara:

Pmin d2 d ) E
L dé.dg2:d:-dg:%.ws]a:z,szscsa (8)

A fentiekbdl megallapithato, hogy a lakhatésagi zona kiilso, illetve belso hatara egy-egy
kor mentén hiuzédik, melyeknek kézéppontja az ellipszispalya egyik fékusza (ahol a csillag
van), sugara pedig d4 illetve d/. Igy a kiilsé hatér kére éppen a kistengely végpontjaban
metszi az ellipszist (a 1 d4bran lathaté médon), a bels6 hatér pedig nem metszi azt. Ebbol
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1. dbra. A bolygdé elliptikus palyaja, a kiilsé és belsé lakhatésagi zoénak hataraival.

addddan a bolygdot mindig P.-nél kisebb sugarzasi teljesitmény éri, csupan az a kérdés,
az id6 hanyad részében lesz a zona kiilsé hataran beliil.

Kepler II. torvényét felhasznédlva kaphato, hogy a benn toltott id6 tgy aranylik az 6sszes-
hez, mint a vezérsugar altal sarolt teriilet az ellipszis teljes teriiletéhez. A zdénan belili
teriilet egy félellipszis, és egy haromszog tertiletének kiilonbsége: Theny = %abw — %Zbc. A
teljes ellipszis tertilet pedig Tieljes = abm. A ketté ardnya éppen a kérdéses idéardny:

Thent %abﬂ — %2()0 1 be 1 ¢l 1 1
= = ——=-——-——=--0,2—0,436 9
Tieljes abm 2 abmr 2 am 2 T ’ 9)

2. feladat

2. abra. Korongok az iitkozés elott és az iitkozés pillanataban.

(a) A korongok az iitkozés el6tt a fenti 2. dbra baloldali abrdjan lathaté médon helyezkednek
el. Utkozéskor révid At iddpillanatra a korongok kozott N nyomoéers 1ép fel, amely N At
impulzusvaltozast hoz létre a korongok tomegkozéppontjait 6sszekoto egyenes iranyaban
(az egyes korongok esetében ezen er6lokések ellentétes irdnyuak). Ezzel egytitt cstszdsi
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surlodas is fellép, amely S = puN nagysagu, igy uNAt er6lokést eredményez a korongok
kozos érintojének iranyaban. A két erclokés okozta impulzusvaltozas egyiitt az eredeti
irdnyba mozditja el a kezdetben all6 korongot, igy a jobb oldali dbran lathaté médon a
feladat geometridjabol adédoéan
N At
NAt

1

Innen pedig a csuszasi surlodasi egyiitthaté: p = tan 30° = 7

tan 30° =

(10)

(b) A feladat szerint a két korong az titkozés utdn azonos nagysdgi és irdnyu sebességgel
(és impulzussal) halad tovabb, igy az impulzusmegmaradas torvénye alapjan az titkozés
uténi sebesség vg/2. A nyomoer$ és surlddasi eré okozta eredé erélokés okozta ezt az
impulzusvaltozast, igy a 2 jobboldali abrajanak geometriajat felhasznalva:

NAt Vo

= m—. 11
cos 30° " 2 (11)
Kovetkezésképpen
3
NAt = [mvo. (12)

Utkozéskor a strlédasi erd a korongokra forgatényomatékot fejt ki, melynek hatdsara azok

forgasba jonnek. Rovid At id6 alatt az ennek hatasara létrejovo perdiilet nagysaga rSAt,

ami a korabbiak alapjan:

13 1

Ow = rSAt = ruNAt = r—=—muvy = —mruvy. 13
: V34t (13)

mr?, kapjuk, hogy w = .

1 0
2r

2
Az utkozés kozben fejlédott hot az energiamegmaradés torvényébdl szamithatjuk ki:

FEhatad,1 = Ehatad 2 + Eforg2 + Q- (14)
Ebbdl kifejezve a keletkezd hét kapjuk, hogy

Felhaszndlva, hogy a korongok esetén © =

1 1 vo>2 1 (1 2) <v0>2 mvd  mvg mui mod
= — —92. - — — 2. = — = — — =
Q=5m 2m(2 22" ) \ar 2 4 8 8
1 m 2
=3 0,16 kg - (20) = 8 Joule (15)
S
3. feladat

(a) A kondentator felsé és alsd, L/2 + x illetve L/2 — z hosszlisdgu részét tekinthetjik két
kiilonélls, egymassal parhuzamosan kapcsolt kondenzatornak, amelyeknek kapacitasai
= EOGTW illetve Cy = EOW. Az eredo kapacitas tehat

(1+e€)+—(— 1)z (16)
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(b) Kezdjik Béla képletével. Ekkor az energia megvéltozasa, ha a dielektrikum helyzetét
egy kezdeti fix xy helyzethez képest valamilyen kis dx hosszisagnyival megvaltoztatjuk,
— 2 ” ’ 7 7”
0Ep = Zadz. Az ebbdl a munkatétellel szdrmaztatott erd az xy pontban Fg(zo) =
U2

Tz

Anna esetében az energiavaltozas meghatarozasahoz felhaszndlhatjuk a megadott képletet
(1/(1+€) = 1—¢). Jeloljitk 6C = C(zo+dz) —C(x0) = adz-el a kapacitdas megvaltozasat.
Ekkor megfelelen kicsi x elmozdulas esetén

_ 02 1 02 1 0> 5C
Ealwo +02) = % @ @)
A0 +07) = 5 5E T 56T ec)C ~ aC c
Az ebbdl szarmazé energiavaltozas tehat 6F4(zg) = —%aéx. Felhasznalva hogy

Q/C(zo) = U, az erére az Fa(xg) = %204 képletet kapjuk, ami valéban éppen —1-szerese
a Béla altal javasoltnak.

(c) Az Anna és Béla éltal kapott képletek kozotti kiillonbség oka, hogy mig Anna azt felté-
telezte, hogy a kondenzator ) toltését veheti allandonak, addig Béla a kondenzatorlapok
kozotti U fesziiltséget tekinti annak. Amir6l azonban Béla megfeledkezett, az az, hogy
az allando fesziiltség fenntartasahoz a kondenzatort egy telepre kell csatlakoztatnunk, ek-
kor pedig a telep energidjat is szamitasba kell venniink az energia meghatarozasanal: igy
tehat Béla képlete hianyos.

A telepnek, ahhoz hogy az allandii fesziiltséget fenntartsa mikozben a dielektrikumot
mozgatjuk, toltéseket kell a kondenzatorra felvinnie. Tegyiik fel hogy a dielektrikumot
egy kis dx tavolsaggal elmozditjuk: jeloljik az ekozben atvitt toltést 0Q)-val. Ekkor a telep
altal végzett munka, illetve az ehhez tartozo energiavaltozas UdQ). Ennek megfeleléen ha
Béla figyelembe vette volna a telepet is, akkor az alabbi képletet kellett volna irnia az
energia megvaltozasara:
_ U 2

IEg(z) = 7(56’ —UdQ. (17)
Allandé fesziiltség mellett a 6Q atvitt toltést kifejezhetjitk a kapacitds megvaltozdsaval
mint 0Q) = UdC. Ezt figyelembe véve a fenti képlet leegyszeriisitheto:

_ U?
VEp(x) = —750. (18)

Ez éppen —1-szerese a Béla altal eredetileg felirt képletnek, igy az ebbdl kapott eré immar
megegyezik az Anna altal szamolttal.

4. feladat

(a) Minden atomnak 3 mozgasi szabadsagfoka van, igy a teljes molekuldnak 3 -3 = 9 sza-
badsag foka van. A szabadségi fokok koziil nem rezgés a 3 kiillonb6z6 iranyt transzlacios
mozgas és a molekula tengelyére (z-re) meréleges két tengely (z és y) koriili forgatas.
Ez az 5 (transzlacios+forgasi) szabadsagi fok hétanban is felbukkan linearis/két atomos
molekuldk esetén. Azaz 9-5=4 rezgési szabadsagi fok marad.
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(b) A lehetséges rezgési médusok a 3. abran lathatéak.

— —

3. abra. COy molekula rezgési modusai.

A hozzajuk tartozoé kitérés vektorok:

V2

V3

Symmetric C-O
Stretch

Bend

Asymmetric
C-O stretch

rezgés tipusa C O
szimmetrikus, linearis | uq - €, 0 —up - €,
aszimmetrikus, linearis | u; - €, —ul% €, | uy-e

Torzié x u - €, —ul% “€y | U - €y
Torzi6 y U - €y —ul% “Cy | UL €y

Ahol m a szén és M az oxigén atom tomege.

(c¢) Az aldbbiakban bebizonyitjuk, hogy a megtaldlt szimmetrikus és aszimmetrikus médus
normal moédus. Hogy ezt bizonyitsuk megmutatjuk, hogy létezik egy w frekvencidju rezgo
mozgas, amely soran a rugokban ébredo eré pontosan a harmonikus mozgasban tartashoz

sziikséges ero.

Szimmetrikus

Harmonikus rezgémozgas esetén az atomok helyzete, illetve a harmonikus mozgashoz

sziikséges kényszer erok:

(1)

Fi(t)

A - sin(wt)

—AMw? - sin(wt)

0

0

QO

—A - sin(wt)

AMw? - sin(wt)

A rugék Osszenyomodasa:
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Az = A - sin(wt) (21)
Azxy = A -sin(wt) (22)
fgy az ébredd rugd erdk:
F.1 =A-D -sin(wt) (23)
Fo=A-D -sin(wt) (24)
gy az atomokra haté erdk:
Fo Fe Fo (25)
— Ly = —-A-D- sin(wt) Frl - Frg =0 FTQ =A-D- sin(wt)
Lathat6, hogy w = % esetén a rugd erck megfelelnek a harmonikus rezgé mozgas
kényszereroivel.
Aszimmetrikus

Harmonikus rezgémozgas esetén az atomok helyzete, illetve a harmonikus mozgashoz
sziikséges kényszer erok:

o) 0
O| Asin(wt) | —AMuw?sin(wt) (26)
C | =2 Asin(wt) | 2M Aw? sin(wt)
O| Asin(wt) AMw? sin(wt)
A rugodk 6sszenyomodasa:
2M
Axy = Asin(wt) + WA sin(wt) (27)
2M
Azxy = —Asin(wt) — — Asin(wt) (28)
m
Igy az ébredd rugd erdk:
2M
F,1 = ADsin(wt) + — AD sin(wt) (29)
m
2M
F,o = —ADsin(wt) — — AD sin(wt) (30)
m

6./8 oldal



i X1 Direr Verserny
hy Fizika megjoldasok

2018, februar 11.
| 1-12. osztalyosok

< dilb

kategodria

gy az atomokra haté erdk:

Fo Fe Fo
—F, = —ADsin(wt)™ 2" [ F| — F5 = 2ADsin(wt) ™21 | Fy = AD sin(wt) ™21

31)

Lathat6, hogy w = 4/ % esetén a rugod erok megfelelnek a harmonikus rezgé mozgas
kényszereroivel.

(d) Az el6z6 szamitasok sordn megkaptuk a normal rezgésekhez tartozé frekvenciat.

(e) A korabbi szamitasokbol lathatd, hogy a szimmetrikus rezgéshez tartozik kisebb frekven-
cia. Felhaszndlva, hogy a direkcids erd (w-n keresztiil) kifejezhet6 a frekvencidval és az

atomtomegekkel:
2 6 N
Dgimm = (2mv)° - M =1,36-10°— (32)
m
mM N
Dassimm = (2mv)? - ——— =1,42 - 10°— 33
(27v) m+ 2M ’ m (33)

Mivel a modelliink alapjan a két direkcids allandénak azonosnak kéne Innie, igy azt allit-
hatjuk, hogy a direkciés allandé: D = (1.39 £ 0.03) - 1052

5. feladat

(a) Vegytik fel a koordinatarendszert tigy, hogy a vonaltoltések a z irdnyban helyezkedjenek el,
a kozéppontjaik pedig az = tengely mentén, ugy hogy a toltések helye az x—y sikban (£, 0)
koordinataknak felel meg. A két vonaltoltés elektromos potencidlja az (x,y) koordinataja
pontban Uy(z,y) = +52In(y/(x £ 1)2 + y2) + konstans. A teljes potencial ezen kettd

2meg
Osszege (szuperpozicidja):

A (x+ 1)+ 92
Ulz,y) = Us(z,y) + U-(z,y) = In + konstans. (34)
2meg (. —1)2 + 12
Az ekvipotencidlis feliileteket az alabbi egyenlet hatarozza meg:

x + l 2 —I'_ 2 27e
( Sty — ¢ = | = konst. (35)
(x —1)2 +y?

Négyzetre emelve majd beszorozva a nevezével, néhany algebrai atalakitas utan a fenti
egyenlet a kovetkezo alakra hozhato:

1\, o, 4k?

Az ekvipotencialis feiiletek tehat a z tengellyel parhuzamos hengerek, amelyeknek sugara

R=1 % , kozéppontja pedig az x — y sikban (z,y) = (d,0), ahol d = lzzfi
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(b)

Mint fent lattuk, két ellentétes toltéstirtiségii vonaltoltés terében az ekvipotencialisok hen-
ger alakiak. A két vezeté hengerbdl allo rendszer kapacitasat tehat meghatarozhatjuk
ugy, hogy a hengereket olyan vonaltoltésekkel helyettesitjiik, amelyeknek két ekvipoten-
cialis felillete egybeesik a hengerek paldstjaval. Vegyiik észre, hogy ha az egyik henger
U potencidlon van akkor a masik —U-nak felel meg, hiszen k(—U) = 1/k(U) és a fenti
képleteknek megfeleléen d(1/k) = —d(k), valamint R(1/k) = R(k). A két henger ko-
zOtti fesziiltség (potencialkiilonbség) tehat 2U. A hengereken 1év6 toltéssiirtiségnek meg
kell egyeznie a vonalak toltéssiirtiségével ahhoz, hogy a megfelel6 elektromos teret hozzak
létre, igy a kapacitas nem maés mint

C=2-= (37)

ahol felhasznaltuk az (35) egyenletet.

Még héatravan az, hogy kifejezziik a k paramétert a hengereket jellemz6é R és d paraméte-
rekkel. Az el6z6 feladatrész eredményeit felhasznalva kapjuk az alabbi Gsszefliggéseket:

d+1

dQ_RQZIQ
R

k, (38)

ahol 2/ a (fiktiv) vonaltoltések tavolsiga. E kett6t kombindlva azt kapjuk, hogy

k=d/R+\Jd/R* - 1. (39)

Ezt behelyettesitve a (37) egyenletbe, kapjuk a kivint eredményt:

TEQ

m (4 y/(8)-1)

C:
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