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Dont6, elméleti forduld
Megoldokulcs

1. feladat

A megoldashoz az idedlis gazokra vonatkozé két alaposszefiiggést fogjuk felhasznalni. Az elsé
az idedlis gaztorvény:
pV =nRT, (1)

ahol R az univerzalis gazallandd, p, V, n és T pedig rendre a gdz nyomasa, térfogata,
anyaegmennyisége (molban) illetve hémérséklete. A masodik Osszefiiggés amelyre sziikséglink
van a gaz belsd energidja (E) és hémérséklete kozotti osszefiiggés:

E- 2nRT. 2)

A gaztorvényt felhaszndlva megkaphatjuk kiilon az elso, illetve a masodik térrészben 1évo
gaz egyensulyi homérsékletét:

mVi
T, = 3
'S R (3a)
p2Va
Ty = 3b
2 RHQ ( )

Ezt felhasznédlva a a (2) Osszefiiggés megadja a belsé energidkat:

3 3

E, = iRanl = §p1V1 (4a)
3 3

Ey = §RH2T2 = §P2VQ (4b)

Miutan kivessziik a falat a két térrész koziil, a kialakuld egyensilyi gaz teljes térfogata,
anyagmennyisége, illetve belsé energidja a két rész osszegeként adodik:

V=V+W (5a)
n=mniy+no (5b)
E = E1 + Eg (5(3)

Az egyensily kialakulasa utan a gaz hémérséklete:

_ 2 B _ Vi + paVa
3Rn  R(ny+ns)
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Tehat a gdz nyomasa:

nRT i Va

= - 7
v vy TPy (7)

p:

2. feladat

Vegyiink fel egy koordinata rendszert, melyben a z = 0 sik a talaj, a karé alja az origd, és a fény-

forras az x tengellyel parhuzamosan halad! Ekkor a kar6 tetejének helyvektora: r, = 8 ,
1
v-t
a fényforras koordindtaja a t idépontban: r¢(t) = ys |, ahol a fényforrds y koordinataja
(yr) ismeretlen. A karé teteje és a fényforras tévolsziga:5
re =gl = (0= v 02+ (0 —yp)? + (1 - 5)2 (®)

Lathatoan ez a fényforras mozgasa soran t = 0-ban minimalis. A feladat szerint ekkor a tavolsag
5 m:

5= J(0—v-02+(0—yp)2+(1-5)2 =16+ (9)
yr = £3 (10)
Az y tengely iranyanak megvalasztasaban még szabadsagunk van, igy valasszuk tgy, hogy
yr = 3 teljesiiljon!
A kardé tetejének arnyéka a z = 0 sikban van. Az x és y koordinétéit jeloljuk x,(t) és y,(t)-vel!
z4(t)
Tehét az drnyék végpontja az id6 fiiggvényében: r, = [ y4(t)
0

A fényforras, a karo teteje és az arnyék teteje egy egyenesbe esik, emiatt a fényforrasbol a karo

Tp — T

To — Tk

tetejére mutato vektor szamszorosa a kard tetejébol az arnyék végpontjaba mutatd vektornak
(lasd a fenti dbrén).
Tehat 1étezik egy A\ szam, melyre az alabbi egyenlet teljesiil:

Arg—ry) = (ra—1%) (11)
0—wv-t zq(t) — 0
A 0-3 = Ya(t) — 0 (12)
1-5 0—1
A z koordinata alapjan az egyenldség csak A = 1/4 esetén teljesiilhet. Ekkor az arnyék vég-
pontjénak z és y koordindtdi: x,(t) = =%, y.(t) = 5. Tehdt az drnyék végpontja egyenes

vonalu, egyenletes mozgast végez az x tengellyel parhuzamosan, —v/4 sebességgel.
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3. feladat
A @ toltés terében mozgd ¢ toltés potencidlis energiaja a kovetkezd alaki:

Qq
Epot = k77 (13)
vagyis a két toltés tavolsdganak reciprokdval ardnyos. A ¢ toltés stabil (instabil) egyenstlyi
helyzetei ezen potenciélis energia lokdlis minimumainak (maximumainak) felelnek meg. Mivel
az % fliggvény monoton, igy a potencidlis energianak pontosan ott van szélséértéke, ahol a két
toltés tavolsaganak is szélséértéke van.
Mivel a g toltés az y = x? egyenleti parabola mentén halad, igy a Q toltéstdl vett d
tavolsagat kifejezhetjiik, mint a g toltés x koordinatdjanak fiiggvényét:

3\ 2 3\?2 1\? 1
2 .2 2 .2 2_ ¢ _ 2 _ - -
d° ==z —l—(y 4> T +<:E 4) <x 4) —|—2, (14)

ahol az utols6 1épésben teljes négyzetté alakitottunk. Ahogy lathatd, a két toltés tavolsa-
ganak négyzete masodfoku fiiggvénye x?-nek. Erdemes ezt a fiiggvényt dbrazolni:

d2

A

AN

N[ —

2

1/4 >z

Lathat6, hogy a tévolsdg minimélis abban az esetben amikor 22 = y = %. Ez két pontban
teljestl, z = :I:%—nél. Ezen feliil, mivel a fiiggvény csak 22 > 0 esetén értelmes, igy a tévolsdgnak
van egy maximuma is, az x = y = 0 pontban. Errdl a pontrél konnyen lathatjuk, hogy valéban
egyensulyi helyzetnek felel meg, hiszen ebben a pontban a toéltések kozott hato elektrosztatikus
er6 lathatélag merdeges a paraboldra (tehéat nincs olyan komponense amely a parabola mentén
tudnd gyorsitani a ¢ toltést).

A fenti érvelés alapjan a g toltés a parabola mentén harom pontban van egyensilyban, ezek
koordinétai: (0, 0), (1, 1), (=3, I). Hogy ezek koziil melyek stabiak és melyek instabilak, az
attol fligg hogy a @ t6ltés g-val azonos vagy ellentétes elGjelii-e. Ha az el6jelek azonosak akkor
a két toltés taszitja egymast, vagyis a stabil egyenstly a koztiik 1évo tavolsag egy lokalis maxi-
mumanak felel meg. Jelen esetben a tavolsag akkor maximalis, ha a ¢ toltés az x = 0 pontban
tartozkodik, ez tehdt a potencidlis energidnak lokdlis minimuma, vagyis egy stabil egyensulyi
helyzet. Innen kicsit kimozditva a toltések kozotti tavolag csokken, ami energetikailag ked-
vezotlen, igy egy visszatérito er6 1ép fel, a g toltés pedig kis rezgéseket végez az egyensulyi
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helyzete koriil a parabola mentén. Ezzel szemben az x = :I:% pontokban a toltések tavolsaga
minimalis, vagyis a potenciais energianak lokalis maximuma van, ami egy instabil egyensulyi
helyzetnek felel meg. Innen kimozditva a toltést a tavolsag nd, ami az energia csokkenéséhez
vezet és igy egy olyan erd 1ép fel amely a toltést még messzebbre viszi az instabil egyensulyi
ponttol. Ha a toltést az x = 0 pont irdnyaba moditjuk el akkor ismét e koril a pont koriili
rezgéseket kapunk (természetesen ha a gyongy és a drét kozotti surlddést is figyelembe vessziik
akkor ezek a rezgések idével csillapodnak és a gyongy végil megall az x = 0 egyensilyi hely-
zetben). Ellenben ha a ¢ toltést az instabil egyensilyi pontbdl az origdtél elfelé mozditjuk ki,
akkor a végtelenségig fog tavolodni a parabola megfeleld szara mentén, mikézben a potencidlis
energiaja egyre csokken.

Abban az esetben amikor a két t6ltés ellenkezd eldjelii, a potencidlis energia el6jele megfor-
dul. Ekkor azok a pontok amelyek kordbban lokalis minimumok voltak, lokdlis maximumokka
valnak és forditva. Ekkor az x = j:% pontok, ahol a tavolsag minimalis, lesznek a stabil egyen-
sulyi helyzetek, amelyekbdl a toltést komozditva visszatérité erd hat ra. Ezzel szemben az x = 0
pont instabilld valik, innen kimozditva a toltés etavolodik és valamelyik egyensilyi pont koriil
végez rezgéseket (hogy melyik koriil az attdl figg, hogy kezdetben az origdbdl jobbra vagy balra
téritjitk-e ki).

4. feladat

A rad el6szor szabadon esik amig el nem éri a t tetejét. Akkor a sebessége az energiamegma-
radasnak megfeleléen vy = 4/2g(h — d). Ez utan rugalmas titkozést szenved, amelynek soran a
teljesen mozgasi energidja valtozatlan larad. Az iitkozés soran a rud végpontja egy Ap impul-
zust kap. Ezt kovetoen a rid mozgasa két részbdl tevodik Gssze: a riad tomegkozéppontjanak
bességét jeloljik v-vel, a rad tomegkozéppont koriili forgasanak szogsebességét pedig w-val. E
hérom ismeretlenre (Ap, v, w) hdrom egyenletet tudunk felirni, amelyek az energia-, lendiilet-
illetve perdiiletmegmaradast fejezik ki:

1 1 1
5]\/[ vy = §M v? + §®w2 Energiamegmaradés (15)
Muv = Mvy+ Ap Lendiiletmegmaradés (16)
L . [
Ow = EAP Perdiiletmegmaradéas (17)

’

ahol M a rud tomege, © = 1—12M L? pedig a tomegkozéppontra vonatkoztatott tehetetlenségi
nyomatéka.
Kifejezve Ap-t a a (17) egyenletbdl és beirva a a (16) egyenletbe azt kapjuk, hogy

20w wlL

v Vo + M Vo + 6 ( )
Ezt beirva a a (15) egyenletbe kapunk egy osszefiiggést w-ra:
wL\?  L*w? 9
il -z 19
(UO MG ) T T (19)
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Ezt Atrendezve:

wL (wL
(S Hw) =0 (20)
A fizikai megoldas w # 0 tehat
3?)0
_ 21
w=-2 (21)

Ezt visszairva megkapjuk az titkozés utani tomegkozépponti sebességet, amelyre a kovetkezo

kfejezés adodik:
=— (22)

Tekintsiik most a ridnak a tiivel atellenes végpontjat. E pont mozgasa az titkozés utan két
részbol tevédik Ossze: a tomegkozéppont szabadesést végez v lefelé mutatd kezddsebességgel és
ehhez adodik hozza a tomegkozéppont koriili kormozgas w szogsebességgel. A vizsgalt végpont
y (talajra meréleges) koordindtaja a tiivel val6 titkozés utén t idével

1 L
y(t) =d— vt — 59752 ~-3 sin |wt (23)

A rud el6szor akkor ér a talajhoz, amikor y(t) eléri a 0-t. Mivel eddig a rid éppen egy
negyedfordulatot tett meg, igy ebben a pillanatban |w|t = 7/2, vagyis az eltelt id6 t = 7L /6vy.
Ezt beirva y(t) képletébe és azt egyenlévé téve nullaval kapunk egy egyenletet a tii d magassa-
gara:

vorl gmiLl? L

d— 2= _J2 2 2 24
2 6vy 23602 2 (24)

Felhasznélva, hogy v2 = 2g(h — d) az aldbbi masodfoki egyenlet adédik d-re:

L 7L
d2—d(h++ﬁ>+h

<L 7TL) w22
2 12

> T 12) T g 70 (25)

amelynek megoldésai

dyo = (26)

Beirva a konkrét adatokat (h = 10 m, L = 6 m) a két megoldas:

dy ~ 9,50 m (27a)
dy =~ 5,07 m. (27b)
Az els6 esetben a hosszabb id6 alatt egy kisebb szogsebességgel torténik, mig a masodik

megoldéds annak felel meg, hogy a rid késobb iitkozik a tiivel és igy egy nagyobb szogsebességet
kap, amelynek koszonhetéen rovidebb id6 alatt fordul korbe.

5./6 oldal



oURER

{ QE Diirer Verseny

Ve oo BB MATEMATIKA @B FIZIKA SKEMIA
RSE

5. feladat

1. megoldas

A harmonikus rezgé mozgast végz6 test energidja a mozgasi és a helyzeti energidk Osszege,
amely a test x koordinatajaval és p = mv impulzusaval kifejezve igy irhato:
p> D

E=o—+ 5:1:2. (28)

Mivel feltettiik, hogy (z) = (p) = 0, azaz mind a koordindta, mind pedig az impulzus
varhato értéke nulla, igy az energia varhaté értéke kifejezhet6 a szorasokkal:
) D, , (Ap? D 2
B)=X1 4 2% = Z(Ax)?. 29
(B) = 2+ 2ty = S+ Do) (29
A hatédrozatlansagi relaciot elosztva Ap-vel és négyztere emelve

2 h?
(Az)” > W, (30)

igy az energia varhato értékét felilrol becsiilhetjiik a kovetkezoképpen:

(Ap)> D h?

—— . 1
2m 2 16m2(Ap)? (31)

Ezen a ponton kihasznalhatjuk az a + é > 2 egyenl6tlenséget. Osszuk le a fenti egyenlot-

lenség mindkét oldalat L;r/m-vel! Ekkor bevezetve az g = % mennyiséget

ST By >a4t>2 (32)

hy/D/m a

Visszaszorozva:

2. megoldas

Egyszertibben is eljuthatunk ugyanerre az eredményre ha felhasznaljuk a szamtani és mértani
kozepek kozotti egyenldtlenséget, miszerint “”TB > VAB. Ezt felhasznalva

By =2 Dy ﬁmm > 4};\/2 (34)
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