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Megoldokulcs

1. feladat

Els6 mdodszer

Adott egy gerenda, amely M tomegl és L hosszusagu, vizszintesen van felfliggesztve két végénél
fogva. Abban a pillanatban, mikor az egyik oldali felfiiggesztés megsziinik, a kovetkezo hatdasok
érik a testet:

e Abban a pontjaban, ahol még él a felfiiggesztés, hat egy fliggbleges iranyu K kotélerd.
e A test tomegkozéppontjaban hat a gravitaciobol szarmazo ero.

e A test gyorsuld kormozgast végez a gravitacié hatasara, a megmaradt felfiiggesztési pont
koriil.

Irjuk fel a fent felsorolt hatdsok egyenleteit! Kezdjikk a Newton egyenlettel!
MCLTKPZMQ—K (1)

A testnek azonban van egy szoggyorsulasa is:

0,0 = My )

Ahol O, a még él6 felfiggesztési pont koriil forgd rud tehetetlenségi nyomatéka. Ertéke (tab-
lazatbol): ©, = %ML?

Mivel a rad merev test, ezért fel lehet irni tetszoleges pontjanak gyorsuldsat a szoggyorsulas
segitségével. Irjuk fel a tomegkozéppont gyorsuldsat!

aTKP = 65 (3)

A (2) egyenletbél kifejezve -t és behelyettesitve a (3) egyenletbe, megkapjuk a gyorsuldst:

3

aTKp = Zg (4)

Visszahelyettesitve atkp értékét az (1) egyenletbe és kifejezve K-t, az eredmény:

1
K = Mg (5)

Ami annyit jelent, hogy a masodik munkas, aki még tartotta a rudat éppen fele akkora erét
fog érezni, mint amikor még ketten tartottak, szdmszeriien K = 103N.
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Masodik mdédszer

Az el6z6 megoldasi médszer meggondolasai itt is érvényesek, azonban az egyenletek fel lehet
irni a tomegkozéppontra vonatkoztatva is. Ekkor a (2) egyenlet a kovetkezOképpen médosul:

L 1
K3 = OrkpfB = EML% (6)

Maésrészt
MCLTKPZMQ—K (7)

A (3) egyenlet most is érvényes, ezt felhasznalva:

L 1. ,2 1
= — ML*ZE M Large

K= =
2 12 L 6 (®)

Egyszertisités utana:

1
K = gMCLTKp (9)

Az el6z6 megoldashoz hasonléan kiszamoljuk (3 értékét és behelyettesitjitk K kifejezésébe.
A végeredmény:

1
K = (Mg = 103N (10)

2. feladat

A | gyorsulasi terhelést” az tirhajossal egyiitt mozgd rendszerben fellépd kényszererokbdl sza-
molhatjuk. A gyorsulasi terhelés nagysaga a fellépo kényszerdk ereddjének és a test tomegének
hanyadosa, iranya ellentétes a kényszererdk eredjének iranyaval. (Gondolhatunk a kényszer-
er6kre igy, mintha az tirhajés a vele egyiitt mozgd rendszerhez (kabinhoz) egy rugén keresztiil
kapcsolédna. Ekkor a rugd iranyabodl leolvashatjuk az ered6 kényszererd iranyat, a rugd meg-
nytldsabél annak nagysagat.) Az eredd kényszererd (-1)-szerese megegyezik az tirhajésra hatd
(nem a kabinnal val kolesonhatasbél szarmazé) erék eredéjével. Erdemes leellenérizni, hogy
a fenti definicié egy geostacionarius palyan keringé tirhajosra 0, mig egy Fold felszinén &llo
urhajosra ¢ gyorsulasi terhelést ad, a varakozasainknak megfelelGen.

(a) Adjuk meg, hogy milyen gyorsulasi terhelésnek vannak kitéve a felfelé haladé
trliftezdk, a felszint6l szdmitott h magassagban! (a(h) =7?)

Vegyiink fel egy koordinata rendszert, melynek origdja a lift talapzataval egytitt mozog, ¥ ten-
gelye keleti, i/ tengelye pedig északi iranyba, 2’ tengelye pedig az trlift oszlopaval megegyezéen
a bolygdtol kifelé mutat. Az tirhajosra hatéd erék a vele egyiitt mozgd rendszerben:

e A Fold gravitécids ereje (ﬁg), ami —Z irdnyd

—

e A centrifugélis er6 (Fy), ami 2 irdnya

e Egy ¥ iranyu erd (F’t), ami a valtozd sugaru korpdalyan 1évé tirhajost olyan sebességre
gyorsitja, hogy a periddus ideje dllandé maradjon.
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A gravitacids er6 nagysaga a bolygd felszinétél h magassagban:
mM
F,(h) = -G———, 11

ahol G a gravitacios alland6. A centrifugalis eré nagysaga a bolygo felszinétol h magassagban:

o 4m*m - (R+h)

Fa(h) = m - (R4 h) - o(h)? = T EEN), (12)
ahol w(h) az {irhajés szogsebessége h magasségban, amely a liftezés kozben dllandé: w(h) = 2.

Az ¥ irdnyu gyorsité erd kiszamitasahoz vizsgaljuk azt a pillanatot, amikor a lift a felszintél
h magassagban van, illetve egy kicsi At idével késobbi pillanatot! A késébbi pillanatban a lift
h + At - v magassdgban lesz. Az tirhajés kertileti sebességének nagysaga a két idopillantban:

2r(R+h
van(h) = w(h)- (R+h) = ”(T) (13)
2n(R+ h + vAt
vun(h+ At v) = w(h) - (R+h) = 270 *T” ) (14)
Az F; er6t az x iranya impulzusvaltozasbol fejezhetjik ki:
AL, m- (vgan(h+ At -v) — vgan(h))  2wmo
Tehat az tirhajosra haté eredd er6 (kényszer er6k nélkiil) h magassdgban:
) Ft(h) 271;11;
F(h) = 0 = . 0 : (16)
4m*m-(R+h m
Fy(h) + Fur(h) e = Gt
ahol az fels6, kozépso, alsd6 komponensek sorban az x, y, z irdnyu er6knek felelnek meg. Tehat
2mv
T
az Urhajoésra hato gyorsulasi terhelés: aerneiss = 0
4r2-(R+h) G-_M
T2 (R+h)2

(b) A 9D7F2016 egy tjonnan felfedezett kisbolygs. Tomege T =1,5-10' kg, egyen-
lit6i sugara R = 2 km, forgasi periédusideje 7' = 3 6ra. Mennyi a kisbolygoé koriili
geostacionarius palya sugara? (Ryeostac. =)

A geostacionalrius palya egy olyan bolygd korili kérpalya, melyen a periédus idé azonos a

bolygo forgasaval és a korpalyan tartashoz sziikséges centripetdlis erét a bolygd gravitacids

vonzasa biztositja. Egy R sugart korpalyan T periédusidovel egyenletesen mozgd m tomegi

testetre a palyan tartashoz Fy, = W%Sm nagysagu centripetalis er¢ sziiksges. Ez azonos az

M tomegil bolygd altal kifejtett gravitacios erével, melybdl a palyasugar meghatarozhato:
47°m Rygeostac mM

= G——— 17
T2 Réeostac ( )

|Gm - MT?
Rgeostac = T (18)

A feladatban megadott adatok alapjan Rgeostac = 3093 m.
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(c) A 9D7F2016-on megépiilt az trlift, melynek legfelsé pontja éppen a geosta-
cionarius palyan van. Mekkora lesz a liftezokre haté maximalis illetve minimalis
gyorsulasi terhelés nagysiga? (admax =7, amin=7) (A lift induldsakor illetve megal-
lasakor fellépd nagy gyorsuldsoktdl tekintsiink el!)

A gyorsulési terhelés nagysagat azaz a vektor hosszat a Pithagorasz-tételbdl szamithatjuk. Az

Qg
terheies = | @y | vektor hossza: aierneiss = (/a2 + a2 +a2. Az (a) feladatrészbdl tudjuk,
aZ

hogy a liftezés alatt a, = 2mmv/T, a, = 0, azaz allandék. A terhelés z komponense a, =
4r2-(R+h) G M .

T2 (R+h)?
igy a kulonbség (azaz a,) novekszik. A (b) rész alapjan tudjuk, hogy a geostacionarius palyan
(a lift tetején) a, = 0. Tehat a lift emelkedését végig kovetve: a, értéke a Fold felszinén
negativ, és folyamatosan noévekszik egészen 0-ig, amit a lift legfels6 pontjan ér el. Emiatt a
terhelésn (agerperss) maximalis értékét a lift induldsakor, minimaélis értékét a lift megéllasakor a

geostacionarius palyanal veszi fel.

2rmu \ 2 472 . (R M \?
Qterhelés,maz = aterhelés(h = 0) = \l ( T ) + 02 + ( T2( ) — G(R)2> , (19)

A lift emelkedése kozben a kisebbitend6 névekszik, a kivonandd csokken,

2
2
> 02402 = W}m. (20)

2mmu
T

Qterhelés,min = aterhelés(R +h= Rgeostac.) = \/(

3. feladat

A feladat megoldaséhoz a Stefan-Botzmann torvényt hasznéljuk. Irjuk fel az els6 részfeladat
szovegének megfelelden a Stefan-Boltzmann torvényt, ha a Foldet ér6 atlagos fluxus [I!

I =0T}, (21)
Ebbol kifejezhetjiik Tro-t:
IN\Y4 2391V /m? 1/
Too= (=) = = 254, 18K 22
o <0) (5,672 : 108W/(m2K4)> ’ (22)

A kovetkez6 részfeladathoz irjuk fel a mérlegegyenletet! A Foldet éré sugarzas I a Napbol
szarmazik, azonban szarmazik még a légkorbdl is sugarzas, ennek értéke a feladat szovege
alapjan r-ad része a Foldrol érkezo sugarzasnak. Ez alapjan a mérlegegyenletek a foldfelszinre:

I—oTp+oTt=0 (23)
0T = agTé (24)

ahol T, a felhoréteg hémérséklete.
Most mar csupan meg kell oldani az egyenleteket T,-ra és Tr-re. Az egyenletrendszer
megoldasa:

—T

2 1/4
TF:(2 ) Tro (25)
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T, = (2)1/4 Ty (26)

Ahhoz, hogy Tr = 289K legyen
T 1/4
r—2~[1—<F0> ]_0,79 (27)

Ekkor a felhoréteg homérséklete:
T, =229,2K (28)

4. feladat

(a) Mekkora a gdz hémérséklete a folyamat egyes szakaszainak kezdetén és vé-
gén (a haromszog cstcsaiban)? Mennyivel valtozik a géz bels6 energidja az egyes
szakaszokon?

Hasznaljuk fel az idealis gaz allapotegyenletét, vagyis:

pV =nRT, (29)

ahol R = 8,3144 JK~'mol ™! az univerzalis gazallandé, n = 1 mol pedig a gz anyagmennyi-
sége. Ennek segitségével konnyen meghatarozhatjuk a homérsékletet az egyes csticsokban. Je-
16lje az A pont az 1. szakasz kezdetét, a B pont az 1. szakasz végét (2. szakasz kezdetét), C
pedig a 2. szakasz végét (3. szakasz kezdetét). Ekkor a megfelel6 hémérsékletek:

_ PoVo

1}1 R (30&)
6po Vi

Ty = =2 (30b)
2po Vi

Te = p]o%o (30c)

Ahhoz hogy ebbdl megkapjuk az egyes szakaszok teljes energianyereségét illetve veszteségét,
fel kell hasznalnuk, hogy az ekviparticionak megfeleléen a gaz teljes belso energiaja a kovetkezo
alakban irhato:

E = 2nRT. (31)

Igy az egyes szakaszok energiakiilonbsége:

3 3

AE, = §R(TB —Ty) = 5]?0‘/0 ) (32a)
3 3

AFE, = §R(TC —Tp) = 5]90‘/0 - (—4) (32b)
3 3
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(b) Mennyi munkat végez a gz a teljes korfolyamat alatt? Mennyi a munkavégzés
az egyes szakaszokon?

Az els6 két szakaszon konnyen meghatarozhatjuk a gaz munkavégzését. Az 1. szakaszon a gazt
alland6 nyomason hagyjuk kitagulni. Ekkor az altala végzett munka:

Wi = poAVi = poVh - 5 (33)

A miésodik szakaszon a térfogat dllandé, igy sem a gaz nem végez munkat (ehhez ki kellene
tagulnia), sem mi nem végziink munkéat a gazon (ekkor ésszenyomnank). Tehat a masodik
szakaszon nincs munkavégzés:

Wy =0 (34)

Mielott kiszamitanank az utolsé szakaszon torténé munkavégzést, elobb hatarozzuk meg a
teljes korfolyamat soran végzett munkéat. Ez megegyezik a p — V' diagramon a korfolyamat
altal bezart teriilettel. A mi esetiinkben ez egy derékszogli haromszog teriilete amit kdnnyen
kiszamithatunk:
2p0 5)

3 = gvopo‘ (35)

Mivel ez a teljes munka az 1. és a harmadik szakaszon munkavégzésébdl adddik ossze, igy
most mar meghatarozhatjuk hogy mennyi munkat végziink a gdzon mikozben 6sszenyomjuk a
3. szakasz soran:

1
Wteljes = 5 5‘/0

10
W3 = Wteljes - Wl = ‘/0]90(5/3 - 5) = —gpovo (36)

(az el6jel negativ, mivel nem a géz végez munkat, hanem mi végziink munkat a gézon).

(c) Mennyi a gaz altal felvett/leadott hé az 1, 2. illetve 3. szakaszon?

Az el6z6 két feladatrészben mar kiszamitottuk a teljes energiavaltozast és a teljes munkavégzést
is. A termodinamika els6 f6tétele alapjan a gaz altal az egyes szakaszokon leadott /felvett teljes
hét egyszeriien megkaphatjuk. A teljes energiavaltozas minden szakaszon a gaz altal felvett
hé és a gazon végzett munka Osszege: AFE = @ + W. Itt W a gdzon végzett munka, tehat a
gaz altal végzett munkanak (amit az eléz6 feladatrészben kiszamoltunk) a —1-szerese. Ennek
alapjan az egyes szakaszok alatt felvett teljes ho:

25

Q1= AFE; + Wy =peVp(15/2 4 10) = ?povo (37a)
Qo = AEy + Wy = —6po Vo (37b)
Qs = AE3+ Wy = poVp(—=3/2 —10/3) = —269170‘/0 (37c)

(37d)

A pozitiv el6jel azt jelenti, hogy a gaz az adott szakaszon hot vett fel, mig negativ elGjel
esetén hot adott le a kornyezetének.
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(d) Meg tudnank-e hatarozni az el6z6 feladatrészekben kiszamolt adatokbél a kor-
folyamat hatasfokat? Ha nem, milyen informaciéra lenne még sziikségiink?

A korfolyamat hatasfoka nem mas, mint a folyamat soran végzett munkanak és a folyamat alatt
Osszesen felvett hémennyiségnek a hanyadosa:

o Wteljes
Qfelvett

Els6 ranézésre azt gondolhatnank, hogy az el6z6 feladatrészekben mindent meghataroztunk,
ami a hatasfok kiszamitasahoz sziikséges. Ez azonban nem igaz, a kovetkezd okbdl: azok a @)y,
Q)2 és (Q3 mennyiségek amelyeket az elobb kiszamoltunk, az egyes szakaszok soran a gazzal kozolt
(vagy altala leadott) teljes hémennyiséget jelolik. Lehetséges azonban, hogy egy szakaszon a
géz fel is vett és le is adott hot. Eppen ez a helyzet a 3. szakasz esetén, itt tehat az el6zo

feladatrészben kiszamitott Q3 ho az ezen a szakaszon felvett, illetve leadott hé kiillénbségeként
adodik:

(38)

Q3 = Q3,felvett - Q3,leadott (39)

Jelen esetben a leadott hd a nagyobb, igy ha a 3. szakasz egészét nézziik, akkor azt latjuk,
hogy gaz hét adott le, azonban ha részleteiben néznénk a folyamatot, akkor azt latnank hogy
a 3. szakasznak van egy olyan része, amikor hét kozlink a gazzal. Ahhoz, hogy helyesen
kapjuk meg a hatasfokot, ezt a 3. szakaszon felvett hot is bele kellene szamitanunk a nevezdbe,
ennek meghatarozasahoz azonban sziikségiink lenne arra az informéciéra, hogy a 3. szakasznak
mekkora része alatt torténik héleadds és mekkora része alatt hofelvétel (ehhez egyébként azt
kellene megnézniink, hogy hol van az a pont a szakaszon, amelyen athalad6 adiabatanak az
érint6 egyenese éppen parhuzamos a 3. szakasszal).

5. feladat

(a) Tekintsiink el8szor egyetlen részecskét, amelynek csupan két lehetséges allapota
van: vagy az alsé dobozban van, vagy a fels6ben, amely h magassagban talalhaté.
Mekkora az energidja az elsé illetve a masodik esetben (E; =7, E, =7). Mekkora
ekkor a 7 kifejezés értéke? (Segitség: mivel a részecskének csak két allapota van,
igy Z csupan két tag Osszege).

A részecske egyik lehetséges allapota, hogy az alsé dobozban van, ekkor helyzeti energiajat
vehetjiikk £; = 0-nak. A fels6 doboz ehhez képest h magassagban van, igy itt a helyzeti energia
Ey = mgh. Mivel a részecskének csupan ez a két allapota van, igy a Z-vel jelolt kifejezés értéke:

7 — 60 + efmgh/kBT -1 + efmgh/kBT. (40)
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(b) Mekkorak egyetlen részecske esetén a p(FE;) illetve p(E,) valsziniiségek? Mek-
kora az atlagos energia: Eyy = p(E1)E; + p(Ey)Ey =7

Felhasznélva az el6bbi eredményt és a feladat szovegében szerepld képletet az also- illetve felso
dobozban valé tartézkodas valdszintiségeire a kovetkezoket kapjuk:

el 1

p(Er) = 7 T 13 e—meh/ksT (41a)
e—#ngh/kBY’ e—wngh/kBI’

p<E2) - VA - 14 e—mgh/kpT <41b)

Konnyen ellenérizhetjiik, hogy a valoszintiségek osszege 1. Az atlagos energiat a kovetkezd-
képpen kaphatjuk:

e—mgh/kBT

Es = p(E)Er + p(Er) By = p(Ey) Eo = mghw

(42)

(c) Milyen magasra rakjuk a felsé dobozt (h =7), ha azt szeretnénk, hogy atlago-
san a részecskék negyede tartézkodjon benne? (Segitség: hasznéljuk ki, hogy a
részecskék fiiggetlenek és épitsiink az el6z6 feladatrész eredményére!)

Az el6z6 feladatrész eredményeképpen megkaptuk, hogy mekkora egyetlen részecske atlagos
energidja a h magassag fuggvényében, adott 7" homérsékleten. Mivel a részecskék egymastol
fiiggetlenek, igy IV darab részecske teljes energiaja atlagosan N Fg. Minden, a fels6 dobozban
tartdzkodo részecskére mgh energia jut, ezért az atlagosan fent tartézkodo részecskék szama:

~ NEgu

Natl =

. 43
mah (43)
Azt akarjuk, hogy nzy = N/4 legyen. Beirva Fyy-nak az el6z6 feladatrészben kapott ered-
ményét egyszeriisithetiink N-el és mgh-val egyardnt. Bevezetve az o = mgh/kgT jelolést az
alabbi egyenletet kapjuk:
e 1
=- 44
[T e =1 (44)
Ezt beszorozva a baloldali kifejezés nevezdjével és egy oldalra rendezve az a-t tartalmazo
tagokat:

3 1

e = 45
1€ =71 (45)

Beszorozva 4/3-al és véve mindkét oldal logaritmusat végeredményként ezt kapjuk:

mgh
=—"=1In3 46
o= p=h (46)
amibdl kifejezhetjiik a keresett magassagot:
kgTIn3
j— bt Mo (47)
mg
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