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C1. David és Akos beszélgetnek.

— Akos: Nekem héaromszor annyi pontom lett a tavalyi Diireren, mint neked.

— David: De igy is tobb pontom lett, mint ahdny megyének tudod a székhelyét.

— Akos: Na jo, de én t6bb, mint haromszor annyi megyének tudom a székhelyét, mint te.

— Déavid: Ez is igaz, de én tobb megyének tudom a székhelyét, mint ahdny golt ragtal tesioran.

— Akos: Na jo, de én t6bb, mint négyszer annyi golt ragtam tesiéran, mint te.

— David: Ez is igaz, de én is ragtam golt tesioran.

Hany megyének tudja a székhelyét Akos, ha tudjuk, hogy a tavalyi Diireren legfeljebb 60 pontot lehetett szerezni? A
valaszotokat indokoljatok is.

Megoldas: David utolsé megszolalasabol tudjuk, hogy legalabb egy golt rugott tesioran, igy Akos
legalabb 4 -1 41 = 5 golt ragott. Mivel Déavid ennél tobb megyének tudja a székhelyét, ezért legalabb
6 megye székhelyét tudja. Akos pedig tobb, mint 3-szor ennyi megye székhelyét tudja, azaz legalabb
3.6+ 1= 19-et. (Megjegyzés: Felhasznaltuk, hogy a rugott golok szama, illetve a valaki altal ismert
megyeszékhelyek szdma egész szam.)

Tegyiik fel, hogy Akos ennél t6bb megye székhelyét ismeri, vagyis legalabb 20-at. Ekkor Dévid
az elsd allitasaval azt allitja, hogy 20-nal tébb pontja lett tavaly a Direren, eszerint pedig Akosnak
3 - 20-nal tobb, azaz tébb mint 60. Ez viszont nem lehetséges, hiszen 60 pont volt a maximum.

Tehat Akos pontosan 19 megye székhelyét ismeri.

Megjegyzés: Magyarorszignak 19 megyéje van.
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C2. Egy természetes szamot szerencsétlennek neveziink, ha minden szamjegye kiilonb6z6, és a szamjegyeinek Ssszege
13.

a) Hany otjegyti szerencsétlen szam van?

b) Hany paros van ezek kozott?

c) Hany harommal oszthat6 van kozottik?

Megoldas: a) Vizsgaljuk meg, hogy mi lehet a legnagyobb szamjegye a szamnak. A legkisebb négy
szamjegy Osszege 0+ 1 + 2 + 3 = 6, igy a legnagyobb szamjegy legfeljebb 13 — 6 = 7.

Ha szerepel a 7-es szamjegy, akkor csak a 0,1,2 és 3 jon szoba a maradék négy szamjegynek.

Ha a legnagyobb szamjegy a 6, akkor az 5 nem szerepelhet, mert 0 + 1+ 2 + 5+ 6 = 14 méar tul
nagy. Tehat a 0,1,2,3 és 4 szamjegyek koziil pontosan egy nem szerepel és a szamjegyek Osszege 13.
Az Gsszeg csak a 0,1,2,4 és 6 esetén lesz megfeleld.

Ha a legnagyobb szamjegy 5, akkor csak 0,1, 3,4 és 5 lehet a szdm 6t szamjegye. Mindharom esetet
hasonloképpen lehet megszamolni, csak arra kell figyelni, hogy az els6 szamjegy nem lehet 0.

A legnagyobb szamjegy pedig nem lehet a 4-es, hiszen 0+ 1+ 24+ 3+4 =10 < 13.

Igy minden esetben 4 fajta szamjegy szerepelhet a tizezres helyiértéken, ezutén 4 az ezresen, majd
3 a szézason, 2 a tizesen és az egyesek helyiértéknél mér nincs valasztasunk. Azaz minden esetben
4-4-3-2-1=96-ot kapunk eredményiil. Osszesen tehat 3 - 96 = 288 Gtjegyti szerencsétlen szam van.

b) Kettovel azok a szamok oszthatok, melyek utolsd szamjegye paros.

Ha az utols6 szamjegy 0, akkor mindhérom esetben, a fenti okoskodashoz hasonléan 4-3-2-1 =24
megfelel§ szam van.

Nullatol kiilonb6z6 paros szamjegy az elsG esetben a 2, a masodikban a 2, a 4 és a 6, mig a
harmadikban a 4. Ezeket hasonlé médon szdmolhatjuk meg, ismét ligyelve arra, hogy az elsé szamjegy
nem lehet 0. Minden ilyen esetben 3-3-2-1 = 18.

Osszesen tehéat: 3-24 + 5 - 18 = 162 6tjegyt paros szerencsétlen szam van.

¢) Harommal azok a szamok oszthatok, amelyek szamjegyeinek Gsszege oszthatd harommal. A 13

nem oszthaté harommal, igy nincs ilyen szerencsétlen szam.
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C3. Albrecht olyan hatszogeket szeret szerkeszteni a fiizetébe, melyeknek minden bels szoge 120°-0s, és minden oldala
cm-ben mérve egész szam. Minden hatszogre rairja, hogy hany kiilonbo6z6 hosszusagu oldala van. Hanyféle szamot irhat
Albrecht a hatszogekre?

Adjatok példdt minél tobb lehetséges értékre.

Megoldas: 1-t6l 6-ig barmilyen szdmot irhat Albrecht a hatszogekre. Példakat adni a legegyszeriibb
egy szabalyos haromszogracson. Ha a racsot ugy méretezziik, hogy a kis haromszogek oldalai éppen
1cm -esek legyenek, akkor a rajzolt hatszogeink minden oldala egész.
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C4. Egy 26 s osztalyban minden héten egy hetes van, akinek a kilétét a kovetkezdképpen dontik el: az el6zé két
hetes (névsor szerinti) sorszamat osszeadjak, és ha ez legfeljebb 26, akkor a kapott sorszamu didk lesz a hetes, egyébként
a kapott szamnal 26-tal kisebb sorszamu didkot valasztjak ki. Tehdt ha a kapott szdm 28, akkor a héten a 2-es sorszdmai
didk lesz a hetes.
a) Lehet-e harom egymast kovets héten Sztics, Nagy majd Lenger a hetes, ebben a sorrendben?
b) Lehet-e harom egymaést kovets héten Lenger, Sztics, majd Nagy a hetes, ebben a sorrendben?

Ha bdarmelyik eset eldfordulhat, akkor adjatok meg, hogy a didkok hdnyadik helyen szerepelnek a névsorban. Ha egy
eset nem lehetséges, akkor indokoljdtok meg, hogy miért nem dllhat eld a sorrend.
Megoldas: a) Igen, lehetséges. A harom diak névsor szerint Lenger, Nagy, Sztics sorrendben kiovetkezik.
Megoldas lehet példaul egy olyan osztaly, ahol a névsorban Lenger a hetedik, Nagy a tizenharmadik és
Sztics a huszadik. Ha tehat Sztics6t Nagy koveti a hetességben, a kdvetkezs hetes sorszama 20413 = 33
lenne. Mivel ez nagyobb 26-nal, a 33 — 26 = 7. sorszamu diak lesz a kovetkez§ hetes, aki éppen Lenger.

(Ilyen osztalynévsor konnyen elképzelhetd.)

b) Nem lehetséges. Jeloljiik Lenger, Sztics és Nagy névsorbeli sorszamat ilyen sorrendben [-lel,
s-sel illetve n-nel! Nagy Lengert és Szticsot koveti, ezért a feltétel alapjan tudjuk, hogy n =1+ s vagy
n =104 s — 26 teljesiil.

Lehetséges-e, hogy n = [+s? Mivel 1 <1 <n < s<26,igy 1 <26 ésn < sisigaz. Az egyenlGtlenségek
megfelels oldalait 6sszeadva kapjuk, hogy n+1 <[+ s. Emiatt n < [+ s, tehat ebben az esetben nem
allhat fenn egyenlGség.

Lehetséges-e a masik eset, vagyis hogy n = [+s5—267 Mindkét oldalhoz 26-ot hozzdadva: n+26 = [+s.
Tudjuk, hogy n > [ és 26 > s, emiatt n + 26 > [ + s, tehét ez az eset sem allhat fenn. Osszegezve: nem
lehetséges, hogy a harom tanuld egymaést ilyen sorrendben kovesse hetesként.
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C5. Egy 2 x 2-es tabla minden mez&jén van kezdetben legalabb egy buzaszem. Egy lépésben az alabbi két mivelet
egyikét hajthatjuk végre:

(i) Ha egy sor minden mezg§jén van legalabb egy buzaszem, akkor minden mez8jérdl elvehetiink egyet-egyet.
(ii) Az egyik oszlop minden mez§jén megkétszerezhetjiik az ott 1év6 buzaszemek szamat.

a) Mutassatok meg, hogy a jobb oldali kezdallasbdl elérhets a fenti lépésekkel, hogy egy buza-

szem se maradjon a tablan. 375
b) Mutassatok meg, hogy az iires tablat tetszbleges kezdBallas esetén el tudjuk érni ilyen
lépésekkel. 513

c) Bizonyitsatok be, hogy ugyanez igaz 8 x 8-as tablara is.

Megoldas: a) Vegyiink el egy-egy buzaszemet az els6 sor mez6irdl, majd duplazzuk meg az elss

oszlopot. Ekkor hajtsuk végre még négyszer az (i) lépést az els6 soron, igy nem marad buzaszem a

fels¢ sorban. Az alsé sorban ekkor 10, illetve 3 biizaszem lesz. Duplazzuk meg a jobb oldali oszlopot,

majd vegyiink el 2-2 btizaszemet az als6 sor mez§irél. Ekkor ismét dupléazzuk meg a jobb oldali oszlopot,

majd ismét vegyiink el 4-4-et az alsd sor mezdirdl. Ezzel pedig leszedtiik az Gsszes blizaszemet a tablarol.
b) Nézzen ki a kovetkezé modon a tablazat:

alb
cld

Uritsiik ki elszor az elsé sort. Ha a = b, akkor elvesziink a darab buzaszemet az els6 sor mezgirdl.
Ha a < b, akkor addig duplazzuk a bal oszlopot, amig az b > o' > b — d’ igaz nem lesz (itt o/, illetve
b jeloli a bal, illetve jobb fels6 mez6ben 1év6 buizaszemek szamat). Ekkor elvesziink annnyi szemet
az els6 sor mezdirsl, hogy a’ = b/ — a’. Ilyen allapot lesz, mivel a szemek elvételével a’ folyamatosan
csokkenni fog, mig a b’ — o’ alland6. Ekkor duplazzuk meg a bal oldali oszlopot, igy a felss sor két
mezGjén ugyanannyi biizaszem lesz. Ezt pedig el tudjuk tiintetni a fels§ sor ismételt csokkentésével.
Ha b > a, akkor ugyanigy elvégezhet§ az algoritmus.

Ezek utén az als6 sor mezdin tovabbra is pozitiv szdmu biizaszem marad, vagyis ugyanigy elvégezhetd
a fenti sorra mutatott algoritmus, és kzben nem rontjuk el a fenti sort sem. Ezzel pedig belattuk, hogy
eltlintethetd egy 2 x 2-es tablan az Osszes biizaszem.

c) Itt is megmutatjuk, hogy egy tetszsleges sorbol eltiinthets az Osszes buzaszem.

Vegyiink egy sort, és vegyilik azt a két mezdét, amelyeken a legkevesebb buizaszem van. Ezt a két
mezdt az el6z6 algoritmus alapjan ki lehet egyenliteni, és az is megfigyelhetd, hogy kdzben semelyik
mez6rdl se fognak elfogyni a biizaszemek. Innentdl kezdve ezt a két oszlopot "Gsszeolvasztjuk", és
ugyanazt fogjuk csinalni mindkét oszlopban. Ekkor vessziik ismét a két legkisebb mez&t ebben a sorban.
(Az Osszeolvasztott oszlopok csak 1 mezének szamitanak.) Elismételjiik az el6z6 lépéssort, majd az
Osszeolvasztast is még hétszer. Ekkor az egész sorban ugyanannyi btuzaszem fog maradni, vagyis el ki
tudjuk {iriteni ezt a sort. Ezt pedig minden egyes sorra kiilon-kiilon meg tudjuk tenni, és kozben a méar
iires sorok nem fognak valtozni, igyhogy az egész tablardl el tudjuk tiintetni a buazaszemeket.



