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E1. Albrecht azt a feladatot kapta matematikaoran, hogy végezze el az (a+2b— 3)? négyzetre emelést. Az a® 4-4b% —9
eredményt kapta. — De hat ez nem helyes! — mondta a tanara — Ellen6rzésképpen helyettesits be a és b helyére valamilyen
pozitiv egész szamot. — Albrecht teljesitette a felszolitast, de az eredménye helyesnek bizonyult. Vajon milyen szdmokat
helyettesithetett be?
a) Mutassatok egy lehetséges behelyettesitést.
b) Adjatok meg az Osszes szampart, amelyet Albrecht behelyettesithetett és bizonyitsatok be, hogy nincs tobb.
Megoldas: a) Egy j6 behelyettesités példaul a = 3, b = 1, hiszen 22 =9 +4 — 9.

b) Ha Albrecht helyes eredményt kapott, az azt jelenti, hogy (a + 2b — 3)? = a? + 4b*> — 9. Ezt
kibontva:

a® 4+ 4b> + 9 + dab — 6a — 12b = a® + 4b* — 9

Rendezve és egyszeriisitve:
2ab—3a—6b+9=0

Alakitsuk szorzattéa:
(20 —3)(a—3)=0

Mivel egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha az egyik tényezd 0, ezért két eset van.

1. eset: 2b — 3 =0, amibdl b = %, ami nem lehetséges, mert b-nek egész szamnak kell lennie.

2. eset: a — 3 =0, amibdl a = 3.

Igy akkor és csakis akkor kapja Albrecht ugyanazt az eredményt, ha a = 3, és ilyenkor b helyére
tetszGleges pozitiv egészet irhat.
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E2. Egy 2 x 2-es tabla minden mez8jén van kezdetben legalabb egy buzaszem. Egy lépésben az alabbi két miivelet
egyikét hajthatjuk végre:

(i) Ha egy sor minden mezg§jén van legalabb egy buzaszem, akkor minden mez8jérdl elvehetiink egyet-egyet.
(ii) Az egyik oszlop minden mez§jén megkétszerezhetjiik az ott 1év6 buzaszemek szamat.

a) Mutassatok meg, hogy a jobb oldali kezdallasbdl elérhets a fenti lépésekkel, hogy egy buza-

szem se maradjon a tablan. 375
b) Mutassatok meg, hogy az iires tablat tetszbleges kezdBallas esetén el tudjuk érni ilyen
lépésekkel. 513

c) Bizonyitsatok be, hogy ugyanez igaz 8 x 8-as tablara is.

Megoldas: a) Vegyiink el egy-egy buzaszemet az els6 sor mez6irdl, majd duplazzuk meg az elss

oszlopot. Ekkor hajtsuk végre még négyszer az (i) lépést az els6 soron, igy nem marad buzaszem a

fels¢ sorban. Az alsé sorban ekkor 10, illetve 3 biizaszem lesz. Duplazzuk meg a jobb oldali oszlopot,

majd vegyiink el 2-2 btizaszemet az als6 sor mez§irél. Ekkor ismét dupléazzuk meg a jobb oldali oszlopot,

majd ismét vegyiink el 4-4-et az alsd sor mezdirdl. Ezzel pedig leszedtiik az Gsszes blizaszemet a tablarol.
b) Nézzen ki a kovetkezé modon a tablazat:

alb
cld

Uritsiik ki elszor az elsé sort. Ha a = b, akkor elvesziink a darab buzaszemet az els6 sor mezgirdl.
Ha a < b, akkor addig duplazzuk a bal oszlopot, amig az b > o' > b — d’ igaz nem lesz (itt o/, illetve
b jeloli a bal, illetve jobb fels6 mez6ben 1év6 buizaszemek szamat). Ekkor elvesziink annnyi szemet
az els6 sor mezdirsl, hogy a’ = b/ — a’. Ilyen allapot lesz, mivel a szemek elvételével a’ folyamatosan
csokkenni fog, mig a b’ — o’ alland6. Ekkor duplazzuk meg a bal oldali oszlopot, igy a felss sor két
mezGjén ugyanannyi biizaszem lesz. Ezt pedig el tudjuk tiintetni a fels§ sor ismételt csokkentésével.
Ha b > a, akkor ugyanigy elvégezhet§ az algoritmus.

Ezek utén az als6 sor mezdin tovabbra is pozitiv szdmu biizaszem marad, vagyis ugyanigy elvégezhetd
a fenti sorra mutatott algoritmus, és kzben nem rontjuk el a fenti sort sem. Ezzel pedig belattuk, hogy
eltlintethetd egy 2 x 2-es tablan az Osszes biizaszem.

c) Itt is megmutatjuk, hogy egy tetszsleges sorbol eltiinthets az Osszes buzaszem.

Vegyiink egy sort, és vegyilik azt a két mezdét, amelyeken a legkevesebb buizaszem van. Ezt a két
mezdt az el6z6 algoritmus alapjan ki lehet egyenliteni, és az is megfigyelhetd, hogy kdzben semelyik
mez6rdl se fognak elfogyni a biizaszemek. Innentdl kezdve ezt a két oszlopot "Gsszeolvasztjuk", és
ugyanazt fogjuk csinalni mindkét oszlopban. Ekkor vessziik ismét a két legkisebb mez&t ebben a sorban.
(Az Osszeolvasztott oszlopok csak 1 mezének szamitanak.) Elismételjiik az el6z6 lépéssort, majd az
Osszeolvasztast is még hétszer. Ekkor az egész sorban ugyanannyi btuzaszem fog maradni, vagyis el ki
tudjuk {iriteni ezt a sort. Ezt pedig minden egyes sorra kiilon-kiilon meg tudjuk tenni, és kozben a méar
iires sorok nem fognak valtozni, igyhogy az egész tablardl el tudjuk tiintetni a buazaszemeket.
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E3. a) Lehetséges-e, hogy két kiilonbozs pozitiv egész szdm pozitiv osztéinak Ssszege megegyezik?
b) Mutassatok meg, hogy ha két pozitiv egész szam pozitiv osztoinak szorzata azonos, akkor a két szam egyenld.

Megoldas: a) Igen, példaul példaul a 6 és 11 osztoinak Gsszege is 12.
(n)
b) Elszor igazoljuk, hogy n osztoinak szorzata ndT, ahol d(n) jeloli n osztoéinak szamat. Az osztok
osztoparokba rendezédnek, azaz ha k | n, akkor 7 | n és k- I = n. Ebbdl azonnal adodik a képlet.
d(n) d(m)

Azt kell még igazolni, hogy han 2 =m~2 akkor n = m. Latszik, hogy ekkor egy prim pontosan
akkor osztja n-et, ha m-et is osztja. Vegyiink egy p primet, mely osztja n-et. Legyen k az a pozitiv
egész, melyre p* | n, de pF! § n, és hasonléan legyen I az a szam, melyre p' | m, de p!™! { m. Ekkor

. ) dm) e : ) . kd(n) _ Ld(m) k _ dim)
mivel n”2° = m~ 2, ezért p kitevGje is megegyezik a két oldalon, igy —5— = ——, azaz | = EOR
Ez minden primre igaz, igy ha d(n) < d(m), akkor minden p primre, mely osztja n-et, a p kitevije
n-ben nagyobb, mint m-ben, igy n > m. Mivel m minden osztdja n-et is osztja, igy nem lehet egyenls
az osztok szorzata. Hasonloan d(n) > d(m) sem lehet, igy d(n) = d(m), azaz minden prim kitevéje

megegyezik n-ben és m-ben, és ez pont azt jelenti, hogy n = m.
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E4. Legyen ABC egy hegyesszogii haromszog, melynek AB oldala 1 egység. Tiikrozziik az A, illetve B cstcsokat a BC,
illetve AC oldalfelezé pontokra, igy kapjuk az A’ és B’ pontokat. Tudjuk, hogy az ABC, A’ BC és B’ AC haromszogek
magassagpontjai egy szabalyos hdromszoget hataroznak meg.

a) Bizonyitsatok be, hogy az ABC haromszog egyenlGszaru.

b) Milyen hosszt a haromszég AB oldalhoz tartozé magassaga?

Megoldas: Hasznaljuk az abra jeloléseit. Legyenek az ABC haromszog oldalfelez pontjai rendre D,
E, F, az ABC, A'BC és B’ AC haromszogek magassagpontjai rendre M, M’ és M".

B’ C Al

Az ABC és A’ BC haromszogek egymas tiikorképei a D pontra nézve, ezért ez a magassagpontjaikra
is fennall, tehat az M M’ szakasz felez6pontja a D pont. Hasonléan az M M" szakasz felez6pontja az E
pont. Ezek szerint a DFE szakasz kozépvonal az M M'M” haromszogben, tehat a DEM haromszog is
szabalyos. Ebbdl kovetkezik, hogy az M pont illeszkedik a DE szakaszfelez merdlegesére, ami az AB
oldalra is merd6leges, mivel a DE szakasz az AB oldalhoz tartozo kézépvonal az ABC haromszogben.
Igy a C cstcs is illeszkedik 14, ami azt jelenti, hogy az ABC haromszog egyenlSszaru.

Most mar tudjuk azt, hogy az ABC haromszog egyenlGszar, illetve a DEM haromszog szaba-
lyos. Tegyiik fel, hogy az M pont az DE és AB egyenesek kozott helyezkedik el. Legyen a DE szakasz
felez6pontja G. Az AB oldalhoz tartozé C'F magassédgvonal hossza legyen m. A DFE szakasz kdzépvonal,
ezért a CG szakasz hossza 5. Az M ED haromszog szabélyos, igy a DE oldalhoz tartozé6 GM ma-
gassagvonal hossza 73DE = ?. Az AFC és MF A haromszogek szogei egyenléek, igy hasonldak,
ezért

AP MF
FC FA’
AF 11

MF

=— FA==.-= .
FC m 2 4m
Mivel CF = CG + GM + MF, tehat az alabbi egyenletet kapjuk:
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mio =

Mivel a magassagvonal hossza pozitiv, igy az AB oldalhoz tartozdé magassag hossza m = M.

Diszkusszi6: Taladltunk egy értéket és egy hozza tartozé haromszoget, amit még meg kell vizsgal-
nunk, hogy teljesiti-e a feladatban megfogalmazott feltételt. Vilagos, hogy csak akkor lehet, probléma,
ha ennek a haromszdgnek a magassagpontja nem DFE és AB egyenesek kozé esik. Viszont e két egyenes
kozé fog esni, hiszen egy egyenl@szart haromszog magassagpontja pontosan akkor esik e két egyenes
kozé, ha a cstcsszoge kisebb, mint 60°. Mivel M > @, ezért a haromszog csicsszoge valoban
kisebb, mint 60°. A disszkussziobol természetesen hidnyzik az az eset, amikor a haromszog maga-
ssagpontja az alaphoz tartozé kozépvonal f6lé esik. Ez az eset pontosan akkor all fenn, ha haromszog
cstcsszoge nagyobb, mint 60°. Viszont ekkor % > FEC > EM, tehat a DEM héromszog nem lehet
szabéalyos.
Tehat az AB oldalhoz tartozé magassag hossza m = M.

Megjegyzés: Ha nem kotjiik ki, hogy a haromszog hegyesszogt, akkor 1étezik még egy ilyen harom-
sz0g. Méghozzé az a haromszog, melyben az AB oldalhoz tartozé magassag hossza m = M
egy teljesen analdg szdmolasbol kaphatunk meg.

, amit
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E5. Az n x n-es tablazat egy kitoltését onleirdnak nevezziik, ha a tdblazat minden mez&jében az a szam &ll, amennyi
a mezG6 soraban és oszlopaban rajta kiviil dsszesen talalhaté paros szamok szama. Hanyféle onleiro kitoltése létezik

a) a 3 x 3-as tablazatnak?

b) a 4 X 4-es tablazatnak?

c) az 5 x 5-0s tablazatnak?

Két kitoltést kiilonbézének tekintiink, ha van olyan mezd, amelyben kiillonbézd szamok dllnak a két kitoltésben.
Megoldas: A feladatot tetsz6leges n X n-es tablazatra oldjuk meg. Masodik megoldasért lasd az E+
kategoria 2-es feladatat.

Az elss lényeges észrevételiink, hogy elég az egyes mez6kben allo szamok paritasat meghatarozni, az
egyértelmiien megad egy kitoltést. Vilagos, hogy minden kitltésbdl egyértelmiien kovetkezik a mezdk
paritasa, és forditva is, csak Ossze kell szamolnunk, hany péaros elem van egy adott elem soraban és
oszlopaban rajta kiviil. Ezentul 0-val jeloljiik a paros mezGket és 1-essel a paratlanokat.

A masodik észrevétel a kovetkezs: Két szomszédos oszlop vagy megegyezik, vagy minden mez6jik
(soronként) ellentétes. Ebbol kovetkezik, hogy barmely két oszlop megegyezik, vagy pont ellentétes.
Természetesen ez a sorokra is igaz lesz. Az allitast elég igazolnunk 2 x 2-es résztablazatokra. Nézzen
ki a tablazatunk a kovetkezSképpen:

Itt a bettk azt jelolik, hogy az adott tartomanyban hany paros mezd van. Nyilvan ekkor a bal felsé
2 X 2-es résztabldzatban a mez6 paritasa pont ellentétes a beleirt betdi paritdséval, de ekkor is elég
megmutatnunk, hogy A, B illetve C, D megegyeznek, vagy pont ellentétesek.

Ekkor a kovetkezd kongruencidkat irhatjuk fel a bal fels§ 2 x 2 mez6 alapjan:

A=C+FE+B+G (mod 2)

B=D+F+A+G (mod?2

C=A+FE+D+H

D=B+F+C+H
Ezt a négy egyenletet Gsszeadva:

A+B+C+D=2A+2B+2C+2D+2E+2F+2G+2H =0 (mod 2)

A+C=B+D (mod 2)
Ami azt jelenti, hogy ha A = C (mod 2), akkor B = D (mod 2), és ha A # C (mod 2), akkor
pedig B # D (mod 2), ezt szerettiink volna belatni.

Bevezetiink néhany elnevezést és jelolést: Egy tablazatot onleirénak neveziink, ha teljesiil ra a
feladat feltétele. A tablazat i-edik soraban és j-edik oszlopaban talalhatd mezét (i, j)-vel fogjuk jelolni,
és egy kitoltésnél f(i,7)-vel jeloljik az (i,j) mez6be irt szamot. Egy mez6t egy kitoltésnél jonak

6/
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neveziink, ha teljesiil ra a feltétel, azaz annyi paros van rajta kiviil a sordban és az oszlopaban modulo
2, mint amennyit a mez6be irtunk. Nevezziink egy kitoltést szépnek, ha minden oszlop megegyezik az
elsével, vagy pont ellentétes. Vildgos, hogy egy kitoltés pontosan akkor szép, ha minden sor megegyezik
az elsével, vagy pont ellentétes. A masodik észrevétel szerint minden onleir6 kitoltés szép.

Most pedig megmutatjuk, hogy ha n paros, akkor a tablazatnak pontosan egy 6nleiré kitoltése van,
amikor minden mezG§jén paros szam all (azaz 2n — 2).

Indirekten tegyiik fel, hogy egy oOnleir6 kitoltésben van paratlan mezs. Mivel a tablazat sor- és
oszlopcserék utan is kielégiti a feltételeket, feltehetjiik, hogy f(1,1) = 1. A feladat feltétele szerint ekkor
vagy az els6 sorban, vagy az els6 oszlopban kell paros szamnak lennie, feltehetjiik, hogy f(1,2) = 0.
Legyen x a paros mezdk szdma az els§ oszlopban. Ekkor mivel a kitoltés szép, ezért ha egy oszlopban
az els6 mez6 1, akkor ez az oszlop megegyezik az elsGvel, tehat = darab paros mezét tartalmaz, mig ha
0 az els6 mezd, akkor az oszlop pont ellentétes, mint az elsd, igy az oszlopban n — 1 — x darab péaros
szam van még az els 0-n kiviil. Legyen k + 1 darab péros szdm az elsG sorban.

1 0 k db ps
n — 1—
T
b | °F
db
ps
ps

Irjuk fel az (1,1) mezére a feladat feltételét:
l=k+14+2 (mod?2)

Most az (1,2) mezére:
0=k+4+n—-1—-az=k+2x+1 (mod?2)

Ellentmondas.

Ha n paratlan, akkor azt allitjuk, hogy 22"~ 2-féle énleird kitoltés létezik.

Valasszuk meg tetszélegesen, hogy az els§ oszlopot, és az els6 sort az utols6 mezdje kivételével
hogyan toltjiik ki. Ez 2n — 2 szabad vélasztas, tehat 227~ 2-féleképpen tehetjiik meg. Azt allitjuk, hogy
minden ilyen elkezdést pontosan egyféleképpen tudjuk onleir6 kitoltéssé egésziteni. Az (1,1) mezdnek
jonak kell lennie, ez meghatarozza az (1,n) mez6t. A kitoltésnek szépnek is kell lennie, és ez minden
oszlopot meghatérozza, mivel az els§ sorban 1év eleme minden oszlopnak meghatéirozza, hogy az els§
oszloppal egyeznie kell, vagy pont ellentétesnek kell lennie. Tehét egyértelmtien ki tudtuk tolteni a
tablazatot, mar csak azt kell igazolni, hogy ez egy Onleir6 kitoltés. Ehhez az kell, hogy minden mez§
jo legyen. (1,1)-r6l tudjuk, hogy jo, igazoljuk, hogy ekkor (1,2) is jo. Ha f(1,1) = f(1,2), akkor az
els¢ sorban f(1,1)-n kiviil ugyanannyi paros van, mint f(1,2)-n kiviil, és az oszlopuk megyegyezik,
tehat (1,2) is jo. Ha f(1,1) # f(1,2) akkor az els6 sorban f(1,1)-n kiviil nem annyi paros van modulo
2, mint ahény f(1,2)-n kiviil. Ha az els§ oszlopban f(1,1)-n kiviil  darab paros szam van, akkor a

B
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masodik oszlopadban f(1,2)-n kiviil n — 1 — x lesz mivel a két oszlop ellentétes. z = n — 1 — z, tehat
(1,2) ebben az esetben is jo. Ugyanigy tudjuk igazolni, hogy (1,7) jo minden j-re, és hasonloan tudjuk
igazolni, hogy ha (1, 7) jo akkor (7, 7) is az. Tehat a tablazat tényleg onleiro.

2019. NOVEMBER 8.

Osszefoglalva: paros n esetén pontosan 1, paratlan n esetén pedig 227~ 2-féle megfelels kitoltése
létezik az n X n-es tablazatnak.

Tehat a valaszok: a) 16-féle, b) egyféle, c) 28 = 256-féle kitoltés létezik.



