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E+1. a) Lehetséges-e, hogy két kiilésnb6z6 pozitiv egész szdm pozitiv osztdinak Ssszege megegyezik?
b) Lehetséges-e, hogy két kiilonb6z6 pozitiv egész szam pozitiv osztéinak szorzata megegyezik?

Megoldas: a) Igen, példaul 12 az osztok Osszege 6 és 11 esetén is.

b) Nem, megmutatjuk, hogy ha n és m osztéinak szorzata megegyezik, akkor n = m.

d(n)

Elészor igazoljuk, hogy n osztoéinak szorzata n2 , ahol d(n) jeloli n osztéinak szamat. Az osztok

osztoparokba rendezddnek, azaz ha k | n, akkor 7 [ n és k- = n. Ebbdl azonnal adodik a képlet.
d(n) d(m)

Azt kell még igazolni, hogy ha n ™2 =m™2 akkor n = m. Latszik, hogy ekkor egy prim pontosan
akkor osztja m-et, ha m-et is osztja. Vegyiink egy p primet, mely osztja n-et. Legyen k az a pozitiv
egész, melyre p” | n, de phtl f n, és hasonloan legyen [ az a szam, melyre P | m, de phtl 1 m. Ekkor

. d(n) d(m) . . . . .
mivel n”2 = m~ 2 , ezért p kitevGje is megegyezik a két oldalon, igy k dQ(n) = ldgm), azaz % = %.

Ez minden primre igaz, igy ha d(n) < d(m), akkor minden p primre, mely osztja n-et, a p kitevije
n-ben nagyobb, mint m-ben, igy n > m. Mivel m minden oszt6ja n-et is osztja, igy nem lehet egyenld
az osztok szorzata. Hasonloan d(n) > d(m) sem lehet, igy d(n) = d(m), azaz minden prim kitevéje
megegyezik n-ben és m-ben, és ez pont azt jelenti, hogy n = m.
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E-+2. Hanyféleképpen lehet egy n x n-es tablazatot egész szamokkal kitolteni tgy, hogy a tablazat minden mez&jében
az a szam alljon, amennyi a mezd soraban és oszlopaban rajta kiviil 6sszesen talalhaté paros szamok szama?
Két kitoltést kiilonbozének tekintiink, ha van olyan mezd, amelyben kiilénbézd szamok dllnak a két kitoltésben.
1. Megoldas: Az els§ lényeges észrevételiink, hogy elég az egyes mezSkben all6 szamok paritasat
meghatarozni, az egyértelmiien megad egy kitoltést. Vilagos, hogy minden kitoltésbél egyértelmiien
kovetkezik a mez6k paritasa, és forditva is, csak Gssze kell szamolnunk, hany péaros elem van egy adott
elem soraban és oszlopaban rajta kiviil. Ezentul 0-val jeloljiik a paros mezGket és 1-essel a paratlanokat.
A masodik észrevétel a kovetkezd: Két szomszédos oszlop vagy megegyezik, vagy minden mezdjik
(soronként) ellentétes. Ebbol kovetkezik, hogy barmely két oszlop megegyezik, vagy pont ellentétes.
Természetesen ez a sorokra is igaz lesz. Az allitast elég igazolnunk 2 X 2-es résztablazatokra. Nézzen
ki a tablazatunk a kovetkez6képpen:

Itt a bettik azt jelolik, hogy az adott tartomanyban hany paros mezd van. Nyilvan ekkor a bal felsé
2 x 2-es résztabldzatban a mez6 paritasa pont ellentétes a beleirt betdi paritdséval, de ekkor is elég
megmutatnunk, hogy A, B illetve C, D megegyeznek, vagy pont ellentétesek.

Ekkor a kovetkezd kongruencidkat irhatjuk fel a bal felsé 2 x 2 mez§ alapjén:

A=C+E+B+G (mod?2)

B=D+F+A+G (mod?2)
C=A+E+D+H (mod?2)
D=B+F+C+H (mod?2)

Ezt a négy egyenletet osszeadva:
A4+ B+C+D=2A+42B+2C+2D+2FE+2F +2G+2H =0 (mod 2)

A+C=B+D (mod 2)

Ami azt jelenti, hogy ha A = C' (mod 2), akkor B = D (mod 2), és ha A # C (mod 2), akkor
pedig B # D (mod 2), ezt szerettiink volna belatni.

Bevezetiink néhany elnevezést és jelolést: Egy tablazatot onleirénak neveziink, ha teljesiil ra a
feladat feltétele. A tablazat i-edik soraban és j-edik oszlopaban talalhaté mezot (i, j)-vel fogjuk jelolni,
és egy kitoltésneél f(i,7)-vel jeloljik az (i,j) mez6be irt szamot. Egy mez6t egy kitoltésnél jonak
neveziink, ha teljesiil ra a feltétel, azaz annyi paros van rajta kiviil a sordban és az oszlopaban modulo
2, mint amennyit a mez6be irtunk. Nevezziink egy kitoltést szépnek, ha minden oszlop megegyezik az
elsével, vagy pont ellentétes. Vildgos, hogy egy kitoltés pontosan akkor szép, ha minden sor megegyezik
az elsével, vagy pont ellentétes. A masodik észrevétel szerint minden onleir6 kitoltés szép.

2 i0
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Most pedig megmutatjuk, hogy ha n paros, akkor a tablazatnak pontosan egy onleiré kitoltése van,
amikor minden mezG§jén paros szam all (azaz 2n — 2).

Indirekten tegyiik fel, hogy egy Onleir6 kitoltésben van paratlan mezd. Mivel a tablazat sor- és
oszlopcserék utan is kielégiti a feltételeket, feltehetjiik, hogy f(1,1) = 1. A feladat feltétele szerint ekkor
vagy az els6 sorban, vagy az elsé oszlopban kell paros szamnak lennie, feltehetjiik, hogy f(1,2) = 0.
Legyen x a paros mezd6k szdma az els§ oszlopban. Ekkor mivel a kitoltés szép, ezért ha egy oszlopban
az els6 mez6 1, akkor ez az oszlop megegyezik az elsGvel, tehat = darab paros mezét tartalmaz, mig ha
0 az els6 mezd, akkor az oszlop pont ellentétes, mint az elsd, igy az oszlopban n — 1 — x darab péaros
szam van még az els 0-n kiviil. Legyen k + 1 darab péros szém az els§ sorban.

1 0 k db ps
m — 1
T
db | 7F
db
ps
ps

[rjuk fel az (1,1) mezdre a feladat feltételét:
l=k+1+4+2z (mod?2)

Most az (1,2) mezére:
0=k+4+n—-1—-xz=k+2x+1 (mod?2)

Ellentmondas.

Ha n paratlan, akkor azt allitjuk, hogy 227~ 2-féle énleird kitoltés létezik.

Valasszuk meg tetsz6legesen, hogy az els§ oszlopot, és az elsd sort az utolsé6 mezdje kivételével
hogyan toltjiik ki. Ez 2n — 2 szabad vélasztas, tehat 227~ 2-féleképpen tehetjiik meg. Azt allitjuk, hogy
minden ilyen elkezdést pontosan egyféleképpen tudjuk onleir6 kitoltéssé egésziteni. Az (1,1) mezdnek
jonak kell lennie, ez meghatéarozza az (1,n) mez6t. A kitoltésnek szépnek is kell lennie, és ez minden
oszlopot meghatérozza, mivel az els6 sorban 1év6 eleme minden oszlopnak meghatéarozza, hogy az els§
oszloppal egyeznie kell, vagy pont ellentétesnek kell lennie. Tehét egyértelmtien ki tudtuk tolteni a
tablazatot, mar csak azt kell igazolni, hogy ez egy Onleiré kitoltés. Ehhez az kell, hogy minden mezd
jo legyen. (1,1)-r6l tudjuk, hogy jo, igazoljuk, hogy ekkor (1,2) is jo. Ha f(1,1) = f(1,2), akkor az
els¢ sorban f(1,1)-n kiviil ugyanannyi paros van, mint f(1,2)-n kiviil, és az oszlopuk megyegyezik,
tehat (1,2) is jo. Ha f(1,1) # f(1,2) akkor az els6 sorban f(1,1)-n kiviil nem annyi paros van modulo
2, mint ahény f(1,2)-n kiviil. Ha az els§ oszlopban f(1,1)-n kiviil  darab paros szam van, akkor a
masodik oszlopadban f(1,2)-n kiviil n — 1 — x lesz mivel a két oszlop ellentétes. z = n — 1 — z, tehat
(1,2) ebben az esetben is jo. Ugyanigy tudjuk igazolni, hogy (1, ;) jo minden j-re, és hasonloan tudjuk
igazolni, hogy ha (1, 7) jo akkor (7, 7) is az. Tehat a tablazat tényleg onleiro.

Osszefoglalva: paros n esetén pontosan 1, paratlan n esetén pedig 227~ 2-féle megfelels kitoltése
létezik az n X n-es tablazatnak.

30
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2. Megoldas: Az el6z6 megoldashoz hasonléan elég minden mezdének csak a paritasat meghatarozni,
igy a megoldas sordn végig modulo 2 szamolunk. Jeldlje t; ; az n X n-es tdblazat i-edik soranak j-edik
elemét modulo 2. Legyen s; és o; rendre az i-edik sorban, illetve oszlopban 1év6 paros szdmok szama
modulo 2.
Ekkor

tij = si+ o (1)

Tehat ha ismerjiik s;-t és 0;-t minden i-re, akkor ismerjiik az Osszes értéket a tdblazatban. Az s; értéket
modulo 2 ki lehet fejezni ¢; j-b6l, hiszen s;-ben ¢; ;-t akkor szamoltuk meg, ha ¢; ; = 0. Formélisan:

n
EZ (1+t;5)

7j=1
Ezt tovabb bontva (1) segitségével:
n n
si= Y (1+tiy) zZl+sz+o] =n+ns;+ Y o (2)
j=1 j=1 j=1

Hasonlbéan o;-re:

n
0i = (1415, EZ + 55 +0;) En—i—nol—i-Zs]
i=1 j=1

J=1

Ha n paros, akkor az utébbi két egyenlet:

SiEZOjEO
ozzzn:sjzo
j=1

Mivel a jobb oldali szummak nem fiiggnek i-t6l, ezért az s;-k és 0;-k egyenlSk. Ekkor viszont a szum-
méakban péaros sokszor adtuk Ossze ugyanazt a szamot, vagyis 0 az érték. Tehat ¢; ; = 0 minden 4, j-re.
Ha n péaros, akkor csak ez az egy j6 megoldas van.

Ha n pératlan, akkor a (2)-es egyenletbdl:

=-n+(1—-n)s EZ (3)

és hasonloan .
1= Z s (3)
j=1

Valasszuk tetsz6legesen az elsé n—1 s; és o; értékét, azt allitjuk, hogy ez egyértelmiien meghataroz
egy megoldast. Az s,-t és o,-t egyértelmtien meghatarozzak a (3) kongruenciék, igy (1)-b&l minden
t; ; meg van hatarozva. Minden s; és 0; valasztas esetén kiilonboz6 kitoltést kapunk, mivel ha adottak
az s, o0;, S, 0, szamok, akkor kapom ugyanazt a kitoltést, ha s; = s, és 0; = o, minden i-re vagy

ha s; = 1+ s} és 0; = 1 + o). De (3) miatt a masodik opcié nem jon szoba, mivel 1 = Y7 | s; és

7=1

1fi0
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1= 2?21 1+ s; nem teljesiilhet egyszerre, mert n paratlan. Mar csak azt kell belatni, hogy az s; és o;
szamok altal meghatéarozott t; ; szdmok tényleg megoldast adnak. Es ez igaz, mivel

n

n n n n n
thy = sk +o = 1—Zsi+1—Zsi+(n—1)(sk—|—ol) = Z(sri—ol)—I—Z(sk—i—oj) = Zt“—i-Ztk’j
=1 j=1 =1 Jj=1

=1 Jj=1

és pont ezt akartuk.

Osszefoglalva ha n paros, akkor csak 1 megoldas van, ha paratlan, akkor 22"~2 db megoldas van.
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E-+3. Legalabb hany nemnulla valés szamot kell kivalasztani ahhoz, hogy barmely kivalasztott szam elGalljon pontosan
2019 darab masik kivalasztott szam Osszegeként, ha
a) lehetnek egyenld szamok a kivalasztottak kozott?
b) nem lehet két azonos kivalasztott szam?
Megoldas: 2019 helyett altalanosan n-re oldjuk meg a feladatot, ahol n > 3 paratlan szam. Péros n
és n = 3 esetén is hasonléan megy a megoldas.

a) Valasz: n + 3.

Vilagos, hogy legalabb n + 1 szam kell. Igazolni fogjuk, hogy n+1 és n+ 2 szam nem elég, és n+ 3
esetén van konstrukci6.

Tegyiik fel, hogy n + 1 szam elég, legyenek a kivalasztott szémok a1 < as < ... < apy1. Ekkor
a; =ag+ag+ ... + apt1 68 apt1 = a1 + ag + ... + an. Az els6 egyenletbdl a mésodikat kivonva azt
kapjuk, hogy a1 — an4+1 = any1 — a1, azaz a1 = an4+1, ami azt jelenti, hogy az Gsszes a; egyenld, ekkor
azonban a1 = as + ag + ... + apr1 = n - a1, ami nem lehetséges, mivel n > 1 és a; # 0.
Most tegyiik fel, hogy n+2 szam elég, és legyenek a kivalasztott szamok a1 < ag < ... < an42. Ekkor a;
el6all masik n szam Osszegeként, tehat a1 > as+as+...+any1, és hasonldéan ap o < ao+az+...+ant1.
Tehat a1 > ant2, azaz a; = an42 és ez megint nem lehetséges, ugyanigy, mint az elézd esetben.

n + 3 szam pedig elég: Vegyiink ”T"'s darab (—1)-est és "T"'?’ darab 1-est. Ekkor minden (—1)-es

felirhaté tgy, mint a masik "T‘H darab (—1)-es és %‘1 darab 1-es Osszege, és hasonléan minden 1-es
felirhat6 tgy, mint a mésik ”TH darab 1-es és % darab (—1)-es sszege. Ez tehat tényleg jo konstruk-

ci6 n + 3 kivalasztott szammal.

b) Valasz: n + 4.

Az a) rész alapjan mindenképpen sziikség van n + 3 szamra.

Indirekten tegyiik fel, hogy n+3 elég, legyenek a kivalasztott szémok a1 < as < ... < an43. Ekkor ag
elgall, mint masik n szam Osszege, tehat a; > as+as+...+ap41 és hasonldéan any3 < as+ag+...+an42.
A miésodik egyenlStlenségbdl az els6t kivonva kapjuk, hogy ani3 — a1 < anto — az, de ez nem lehet,
mivel a1 < az < apy2 < Gpy3.

n + 4 esetén van konstrukcio. Irjuk n-et 2k + 1 alakban, ahol k > 1 egész. Ekkor a konstrukcio
n+4=2k+5szdmmal: -k -3, —k—2, ..., =2, 1, 2, ..., k+ 3. Ez 2k 4+ 5 szam, melyek Osszege
1. Ha ezek koziil egy [ szamhoz talalunk méasik 2k + 1 darabot, melyek 6sszege [, akkor a kimaradd
3 szam Osszege 1 — 21, és ez visszafelé is igaz, ha [-en kiviil taldlunk 3 szamot, melyek Osszege 1 — 21,
akkor a tovibbi 2k 4+ 1 darab szdm Osszege pont [ lesz, igy elég azt igazolni, hogy a fent megadott
2k + 5 szamra igaz az, hogy koziiliikk barmelyik | szamhoz 1étezik 3 darab téle kiilonb6z6 szam, melyek
Osszege 1 — 21.

A —k — 3-hoz megfelels a 2,k + 2, k + 3 szamharmas.
3<i<k+2esetén —i-hez j6 az 1,7 — 1,7+ 1.

—2-hoz a —3, 3,5 megfelels (itt kihasznaljuk, hogy 5 < k + 3 azaz k > 2).

1-hez a 4,—2, -3 jo.

2-hoz a 3, —2, —4 szdmhéarmas a megfeleld.

3<i<k+2esetén i-hez az 1,—i — 1, —1 + 1 j6 valasztés.

Végiil k + 3-hoz a —2, —k — 1, —k — 2 szamharmast valasztjuk (itt is felhasznaljuk hogy k& > 2, ez
biztositja azt, hogy —2 # —k — 1).

Tehét tényleg minden elGall mésik n Osszegeként.
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E-+4. Egy ABC nem egyenlészara haromszognek adott az A cstcsabol indulé magassaganak talppontja, a haromszog
koriilirt korén levs, az A pontot nem tartalmazé BC' iv felez6pontja, és adott még egy P pont.
Szerkesszétek meg ezekbdl az adatokbol az ABC haromszoget, ha a P pont a haromszog
a) magassagpontja.
b) sulypontja.
c) beirt korének kézéppontja.
Megoldas:
A megoldas soran végig T-vel jeloljiik a megadott talppontot, és F-fel a megadott ivielez6 pontot.
a) Szerkessziik meg a PT egyenest, ez legyen e. Legyen az F-en keresztiil e-vel parhuzamos egynes,
és a T-n 4tmend, e-re merGleges egyenes metszéspontja D. Ekkor D a BC' oldal felez6pontja. Tiikrozziik
P-t T-re, illetve D-re: a kapott pontok legyenek P’ és P”. Ismert, hogy ekkor P’ és P” az ABC
haromszog koréirt korén fekszik, ez egyszert szogszamoléssal ellendrizhets. P/, F és P” paronként
kiilonbo6z6ek, mivel ABC nem egyenlGszari, igy megszerkesztve a P'FP” kort ABC haromszog koréirt
korét kapjuk, ezt elmetszve a PT és T'D egyenesekkel az A, P', B és C pontokat kapjuk.

(&
A
P
T D
?\
P//
P/ \F;
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b) A megoldas soran tobbszor is ki fogjuk hasznalni a tényt, hogy a stlypont a megfelels silyvon-
alakat, igy ezek kiilonbo6z§ vetiileteit is 2 : 1 ardnyban osztja. El6bbi ténybdl konnyen latszik, hogy a
T’ pont, amit a T pont P-re val6 —2-aranyu nagyitasaval kapunk, az ABC haromszog koréirt korén
fekszik, raadasul megegyezik az A pont BC szakasz felezmerdlegesére vald tiikorképével; valamint
F', amit az F pont P-re val6 —2-aranyu nyagitasaval kapunk, raesik az AT egyenesre. Térjiink at a
szerkesztésre. Az el6bbiek szerinti F’ és T” pontokat meg tudjuk szerkeszteni. Vegyiik a TF’ egyenes P-
re valo, —1/2-aranyt nagyitasaval kapott egyenest! Ez éppen a BC' szakasz felez6merdlegese lesz; erre
tiikrozve T'-t, az el6bbiek szerint A-t kapjuk. Mivel ABC haromszog nem egyenlGszara, fgy A # T7,
tehat tudjuk szerkeszteni az ABC haromszog koréirt korét, mivel harom kiilonb6z6 pontjat ismerjiik;
ezt elmetszve a T'F’ egyenesre T-ben allitott merdlegessel, B-t és C-t kapjuk meg.

.
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c) Megfigyelések: Legyen az ABC haromszog koréirt kore k;. Ismert, hogy a B, P és C pontok
egy F kozéppontu, ke koron fekszenek (szogszamitassal konnyen ellendrizhets). Legyen AF és BC
egyenesek metszéspontja M. Legyen az AM atmérsji kor ks, kozéppontja O. Mivel T az A-bol hiazott
magassag talppontja, igy az AT M haromszog derékszogt, igy T rajta van ks-on. Az F'T egyenes k3-mal
valo masodik metszéspontja legyen T”. Vegyiik észre, hogy a ko-re valo inverzié ki-et a BC egyenesbe
viszi, igy az M pont az A pontba megy, tehat ez az inverzié k3-t dnmagaba viszi, emiatt T képe T".

A szerkesztés: (Az elnevezések ugyanazok lesznek, mint a megfigyeléseknél). Szerkessziik meg ka-t
(ismerjiik egy pontjat, és a kozéppontjat). Szerkessziik meg T'-t, T ko-re vett inverz képét. Ekkor az
F P egyenes és a TT' szakasz felez6merdlegesének metszéspontja O, igy meg tudjuk szerkeszteni ks-at.
Ekkor k3 és az F'P egyenes F-t6l tdvolabbi metszéspontja lesz A. Az AT-re T-ben meréleges éllitasaval
kapott egyenes és ko metszéspontjai lesznek a B és C' pontok.

k1

ko
T/
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E-+5. Legyen p egy primszam és legyen k > 1 a p— 1 egy osztoja. Igazoljatok, hogy ha egy k-adfoki egész egyiitthatos
polinomra teljesiil, hogy az egész helyen felvett értékeinek p-vel val6é osztasi maradékai kozott minden lehetséges érték
(tehat 0,1,...,p — 1 mindegyike) el6fordul, akkor ennek a polinomnak a fGegytitthatoja p-vel oszthato.

Megjeqyzés: Egy d-edfoki polinom féegyiitthatdja az x? tag egyitthatdja.

Megoldas: A megoldas soran végig modulo p szamolunk, minden kongruencia modulo p van véve.
Legyen Q(x) a polinomunk. Tegyiik fel, hogy k& | p — 1, kK > 1 és @ felvesz minden értéket modulo p.
Mivel Q(z) = Q(x + p), ezért elég az x = 0,1,2,...,p — 1 esetekre megnézni, hogy felveszi-e () mind

a p kiilénb6z6 maradékot.
—1 hat=p-1
ha t = 0, l.p—2

Lemma:
Bizonyitas: Ismert, hogy modulo p létezik ¢ primitiv egységgyok. Ha t # p — 1, akkor mértani sor
Osszegképletébdl:

M |

:0

p=2 g1t _q

Jt 0
09 g =1

p—1

2 d

=0
Ha t = p — 1, akkor 2! = 1, ha x # 0 kis Fermat-tétel miatt. Tehat

p—1
pr_l =p—-1=-1
=0

Ezzel bebizonyitottuk a lemmankat.

Most indirekten tegytink fel, hogy Q f6egyiitthatoja nem oszthato p-vel. Legyen ¢ = 2= k , valamint
legyen R(z) = Q°(z) = Z?:_ol bjx'. Elészor is R-ben a by_1 egylithaté nem 0 modulo p, mert @-nak a
f6egyiitthatoja nem nulla és b,_1 = aj,.

Vegyiik a kovetkezd Osszeget:

p—1
> R(j)
j=0

Mivel & > 1 és k osztoja p — 1-nek, igy ¢ p — 1-nél kisebb pozitiv egész. A feltevésiink alapjan Q(z)
felvesz minden értéket modulo p, vagyis Q(0),Q(1),...Q(p — 1) a 0,1...p — 1 maradékok permutécioja,
tehat a szumma atirhaté a kdvetkez6 modon:

p—1 p—1
) 2@0 )= rr=0
j=0 j=0

Az utols6 kongruencia a lemmankbol kovetkezik. Valamint az R-re felirt szumméat méasik modon ki-

bontva:
p—1 p—1p—1
>_RG) =3 b’ bezZﬂ
7=0 7=0 =0 1=0 ;=0
Ahol ismét hasznaltuk a lemméankat. Tehat 0 = —b,_1, ami ellentmondas, mert korabban mar megmu-

tattok, hogy b,—1 nem lehet a 0 maradék.
Vagyis valoéban @ f6egyiitthatdja oszthatoé p-vel.
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