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D1. Egy természetes szamot abszolit szerencsétlennek neveziink, ha minden jegye l-es vagy 3-as és a szamjegyeinek
Osszege 13. Hany abszolut szerencsétlen szam van?

Megoldas: Mivel az abszolut szerencsétlen szamokban csak 1-es és 3-as jegyek szerepelnek, és adott
a szamjegyek Osszege, ezért a 3-asok szdma meghatarozza, hogy hény darab 1-es lesz adott szamu 3-as
mellett. Vagyis az abszolit szerencsétlen szamokat csoportosithatjuk aszerint, hogy hany 3-as szamjegy
szerepel benntik. 0, 1,2, 3 vagy 4 db 3-as lehet egy szdmban. T6bb nem lehet, mivel a szamjegyosszeg 13.
Soroljuk fel, hogy adott szamu 3-as mellett hany 1-es van a szamban, és hogy hany adott szamjegyeket
tartalmazo6 abszolut szerencsétlen szdm van.

k db 3-ast és n db 1l-est tartalmaz6 szambol (”;:k) db van, mivel k + n szamjegyd szamok fognak
keletkezni és a 3-asok helyének eldontése meghatérozza a tébbi jegyet. A k darab 3-ast az n+ k helyre
(n;k)—féleképpen lehet elhelyezni.

13\ _ 1 : .
0) =1 ilyen szam van.

e 0db 3-as mellett 13 — 0-3 = 13 db 1-es lesz. (

e 1 db 3-as mellett 13 —1-3 = 10 db 1-es lesz. (111) =11 ilyen szam van.
o 2 db 3-as mellett 13 —2-3 =7 db 1-es lesz. (g) = 36 ilyen szam van.

e 3 db 3-as mellett 13 — 3 -3 =4 db l-es lesz. (§) = 35 ilyen szam van.

e 4 db 3-as mellett 13 —4-3 =1 db 1-es lesz. (?) =5 ilyen szam van.

Az elgbb felsorolt esetekben mind kiilonb6z6 abszolut szerencsétlen szémokat kaptunk, mivel a kiilon-
boz6 esetekben mas szamu 3-as jegye van a szamoknak, igy nem lehetnek azonosak. Es minden abszolut
szerencsétlen szamot megkaptunk, mivel més szami 3-as nem fordulhat eld ilyen szamokban. Emiatt
a kiilonbo6z6 esetekben kapott szamok Osszege lesz az Osszes megfelel§ szam darabszama.

Tehat Osszesen 1+ 11 + 36 + 35 + 5 = 88 darab abszolit szerencsétlen szam van.
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D2. Oxisz szigetén nyulak és rokék élnek. A nyulak szama minden tavasszal megkétszerezddik, Gsszel minden roka
megeszik egy-egy nyulat, majd a rokak szama is megkétszerez6dik. Ha egy roka nem jut elég taplalékhoz (azaz nincs elég
nyul a szigeten), akkor elpusztul. Most tél van, és a szigeten 24 nyul és 2 roka él. Mennyi lesz a nyulak szama a szigeten
a) 2 év malva?
b) 10 év mulva?
c) Mutassatok meg, hogy a szigeten é16 allatok egy id6 utan mind kihalnak, és hatarozzatok is meg, hogy mikor.
Megoldas: Jeloljiik a nyulak szamat a szigeten n év milva a,-nel, a rokédkét b,-nel. Tudjuk, hogy
ap = 24 és by = 2, valamint b, = 2 - b,—1 (ha van elég nyul a szigeten) és a, = 2 - ap—1 — bp—1. Ebbdl
kapjuk, hogy b, = 2-2", és belatjuk, hogy a, = 2"(24 — n).

Teljes indukcioval dolgozunk: ha n = 0, ag = 24-2° = 24, ez teljesiil. Az els év tavaszan 24-2 = 48
nyul lesz, majd Gsszel kett6t megesznek a rokak, igy 46 nyul és 2 -2 = 4 roka lesz a szigeten. Valoban,
a1 = 21(24 — 1) = 46. Tegyiik fel, hogy valamely n-re a,, = 2"(24 — n) teljesiil. Ekkor

ng1 =20y —bp=2-a,—2-2"=2-2"(24—n)—-2.2"
az indukcios feltevés szerint. Vagyis
Upy1 =2-2"(24—n) —2-2" =2""1(24 —p — 1) = 2" (24 — (n+ 1)),

ezt kellett belatni.

a) , b) Tehat 2 év milva as = 2%(24 — 2) = 88, 10 év muilva pedig ajp = 2!9(24 — 10) = 141024 =
14336 nyul él majd a szigeten.

c) Ha van elég nyul, akkor a rokak szaporodnak, azonban a nyulak kihalasat kovetd évben a rokak
is kihalnak, igy elég megmutatni, hogy a nyulak kihalnak. Akkor halnak ki, amikor a, < 0 el&szor
teljestil (itt a negativ szam azt jelenenté, hogy tobb roka van a szigeten, mint nyul, vagyis a nyulak
elfogynak, és rokak is pusztulnak ki), vagyis 2™(24 — n) < 0. Mivel 2" > 0, ez csak akkor kovetkezhet
be, ha 24 —n < 0, vagyis 24 < n. Ez a 24. évben fog bekdvetkezni, vagyis 24 év mulva kihalnak a
nyulak és 25 év mulva a rokak is.
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D3. Keressétek meg a
pi+q" =r

egyenlet olyan megoldasait, ahol p, ¢, r pozitiv primszamok.
Megoldas: Vizsgaljuk meg p és ¢ paritdsa szerint az allitast!

Ha mindketts paratlan, akkor p? és ¢P is paratlan, tehat az Osszegiik, r, paros. Viszont r prim,
tehat r» = 2. Mivel p és ¢ primek, ezért a bal oldal nagyobb, mint 2, tehat ez az eset nem lehetséges.

Ha mindkettd paros, mivel a 2 az egyetlen paros primszam, igy r = 4+4 = 8, ami nem prim. Tehét
ez az eset sem lehetséges.

Ha az egyik paros, a masik pedig paratlan, akkor tegyiik fel, hogy p a péaros, tehat p = 2. Ekkor
29 + ¢ = r. Vizsgaljuk meg mindkét oldal harmas maradékat! Mivel ¢ paratlan, 2¢ harmas maradéka
2 lesz, mert 2pPdretlan — 92k+1 — ol . 92k — 9. 4F 45 a 4 harmas maradéka 1, tehat Snmagaval szorozva
is 1 a harmas maradéka, és igy tovabb.

Ha ¢ > 3, ¢*> harmas maradéka 1, hiszen ¢ > 3 prim, igy a 3 nem osztéja, tehat 1 vagy 2 maradékot
ad harommal osztva, és mindkét esetben a négyzete 1 maradékot ad harommal osztva. Tehat ekkor a
bal oldalt osztja 3, igy a jobb oldalt is, viszont r prim, tehat » = 3. Azonban ez nem lehetséges, mert
a bal oldal mindig nagyobb, mint 3.

Igy csak az az eset maradt, ha ¢ = 3. Ekkor a bal oldalon 17 szerepel, ami primszam. Tehat az
egyenlet megoldasai p=2, g =3, r=17,illetve p=3, ¢ =2, r = 17.



& DURER VERSENY ‘

MATEMATIKA MEGOLDASOK T/ W~/

9-12. OSZTALYOSOK ’ @ T\

HELYT FORDULO: > | kategéria g
_ O~

OFT T

D4. Az abran egy szabélyos nyolcszog oldal- és atloszakaszai lathatéak. Az &bran létrejove
Osszes szoget megmeértiik. Milyen értékeket kaptunk?

Megjegyzés: Ugy tekintjiik, hogy a nyolcszdg csicsdban taldlkozd szakaszok is metszik

eqgymdst. Két szakasz 0° és 180° kézotti szogben metszheti egymdst.

2019. NOVEMBER 8.

Megoldas: Hivjuk szomszédosnak (vagy 1 tévolsdgra lévének) azokat a csticsokat, amelyek kozott a
nyolcszog keriilete mentén mindossze egy oldalszakasz valaszt el. Legyenek 2 tavolsidgra lévék azok a
csucsok, amelyek kozott a nyolcszog keriilete mentén a rovidebb aton pontosan egy csiics van. Hasonldéan
hivjuk 3 tavolsagra 1évének azokat a csiicsokat, amelyek kozott a nyolcszog keriilete mentén a rovidebb
tton pontosan kettd cstucs van, és legyenek atellenesek (vagy 4 tavolsagra 1évsk) azokat a csticsok,
amelyek kozott a nyoleszog keriilete mentén a révidebb titon pontosan harom cstcs van (mindkét
iranyban ilyen legrévidebb 1t van).

Most pedig végezziik az alabbi megfigyeléseket: Ha vesziink egy tetszéleges szomszédos csiicspart,
az Gket Osszekotd oldalszakasz parhuzamos az 6 tovabbi két szomszéd cstucsukat (akik 3 tavolsagra
vannak) 0sszekotd atloszakasszal, tovabba az ezek maradék két szomszédjukat (akik megint 3 tavolsagra
vannak) 6sszekots atlo, valamint a kimaradt két csicsot Osszekotd oldalszakasz is mind parhuzamos az
eredeti oldalszakasszal (ez gy bizonyithat6 konnyen, hogy mind a négy szakasz két végpontja a mésik
végpontba megy az oldalszakasz felez8 merdlegesére valo tiikrozéskor).

Mivel négy parhuzamos oldalpar van, ezért 4 - 4 = 16 atlot sikeriilt négy parhuzamos csoportba osz-
tanunk. Ezek épp a szomszédos és a 3 tavolsagra 1évé pontparok kozott futd szakaszok. J6 lenne a 4,
illetve 2 tavolsagra 1év6 szakaszokat is ilyen csoportokba osztani. Ezt is meg tudjuk tenni: gondoljuk
meg, hogy ha vesziink egy atellenes csiicspart, akkor az a 2 csiics, ami mindkettSjliktsl 2 tavolsagra van
is egy atellenes cstucspart fog alkotni, és az Gket 6sszekots atlo merdleges lesz az eredeti nagyatlora (ami
az eredeti atellenes cstucspart koti dssze). Raadasul erre a merdleges nagyétlora valo tiikrozés a maradék
négy csucsbol 2-2-t egymésba visz, igy az egymasba mend csiicsokat 6sszekotd atlok merélegesek erre
a masodik nagyatlora. Ami azt jelenti, hogy az eredetivel parhuzamosak. Mivel 4 kiilénb6z6 iranyt
nagyatlonk van, igy 4 - 3 = 12 szakaszt sikeriilt ismét parhuzamossagi csoportokra osztanunk. Igy az
Osszes (g) = 28 = 16 4 12 atlot sikeriilt 8 csoportba osztanunk aszerint, hogy milyen iranytak. Ha azt
sikeriil megallapitanunk, hogy ezek az iranyok egymassal milyen szoget zarnak be, akkor nagyon kozel
keriiliink a feladat megoldasahoz.

Négy iranynak a képviselsit konnyt megtalalnunk: ezek épp a nagyatlok, amik egy ponton mennek
at, a nyolcszog kozéppontjan. Most a maradék 4 irdnybol is szeretnénk a kozépponton dtmend képvisel5t
talalnunk. Ezek épp a nyolcszog oldalainak felezémerdlegesei lesznek. Ez a nyolc egyenes 16 egyenld
szogre osztja a 360°-ot, hiszen béarmelyik egyenes két szomszédja szimmetrikus ré, igy barmely két
szomszédos sz0g megegyezik. Tehat 2 kiillonbo6zd irdny kozott % = 22,5° vagy annak valamely
tobbszorose lehet a bezart szog. Mar csak talalni kell az abran ilyen szogeket, és kész is lesziink: a
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22,5°,45°,67,5°,90°, 112, 5°, 135°-0s szogeket meg lehet talalni egy csticsnal, attél fliggSen, hogy hany
kis szoget mériink fel az dbrarol (ezekrdl mar belattuk, hogy egyenlsk). 157, 5°-0s széget nem tudunk
talalni, mert ahhoz az kellene, hogy két szomszédos irannyal (azaz 22, 5°-0s szoget bezar6 kozépponton
atmend egyenessel) parhuzamos 4tlo valahol beliil messe egymast. De ilyen nincsen, hiszen a szomszédos
irdnyu szakaszok ilyen alakzatot feszitenek ki:

Ezek pedig csak 22, 5°-0s, valamint 180°-nal nagyobb szogeket feszitenek ki. Tehat csak a fent leirt
6 kiillonbo6z6 nagysagi szog jelenhet meg az abran.
Megjegyzés: 180°-o0s szdget konnyen taldlunk egy belsd metszéspontndl, azonban az nem két kilonbozd
dtloszakasz metszéspontjaként dll eld. Ezen eset vizsgdlatdnak hidnydért nem jdrt pontlevonds.
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D5. a) Mutassatok meg, hogy meg lehet 6 egész szamot adni Ggy, hogy a belsliik képzett kéttagi Ssszegek mind
kiilonbozsek legyenek, és az igy keletkezett Osszegeket novekvs sorba rendezve, a sorban az egymast kovetd két elem
kiilonbsége legfeljebb kettd legyen.

b) Bizonyitsatok be, hogy 7 ilyen szdmot mar nem tudunk megadni.

Megoldas: a) Egy jo szamhatos példaul a {0, 3,4, 6, 8,13}. Az ebbdl képzett kéttagi osszegek novekvs
sorrendben: {3,4,6,7,8,9,10,11,12,13,14,16, 17,19, 21}. Ezek jol lathatoan teljesitik a feladat kritéru-
mait, mivel nincs két azonos kozottiik és a két egymast kovetd kiilonbsége mindenhol legfeljebb 2.

Ebbdl a szamhatosbsl kénnyen kaphatunk mdsik jo szdmhatosokat is példaul "eltoldssal”, azaz ha
minden szdmhoz ugyanazt adjuk hozzd, illetve "tikrozéssel”, vagyis ha az dsszes szamot (—1)-gyel
megszorozzuk, mivel ettdl az dsszegek kozti kiilonbségek nagysdga nem vdltozik.

b) Megmutatjuk, hogy nemcsak 7 szam nem adhat6é meg, hanem tobb sem.

Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy megadhaté n > 6 szam ilyen médon. Ezek mind kiilon-
bozbek, mert ha ap = a;, ahol k # [, ekkor barmely m # k és m # l-re igaz, hogy a kiévetkezd
paronkénti Osszegek egyenlSek: a,, + a; = an, + ag és mivel n > 6, ezért létezik ilyen m.

Tehat feltehets, hogy a1 < as... < a,. Ekkor a paronkénti 6sszegek koziil tudjuk, hogy a két
legkisebb az aj + ag és a; + ag, mivel a két legkisebb szam sszege a legkisebb (a; + az) és a kovetkezs
legnagyobb az a; + a3, mivel barmely mas Gsszegnél (a; + aj,j > 3,j > i) a nagyobb Gsszeadando
nagyobb, mint itt (a; > ag) és a kisebb Gsszeadandé nem lehet kisebb.

Hasonl6 médon tudjuk, hogy a két legnagyobb paronkénti 6sszeg a, + an—1 és az a, + an_2.
Ezekrdl az egymést kovet§ paronkénti 6sszegekrdl tudjuk, hogy a kiilonbségiik legfeljebb 2, és mivel
nem azonosak, ezért minimum 1. Vagyis 1 < (an,+an—1) — (an+an—2) < 2, tehat 1 < ap—1 —ap—o < 2.
Hasonlban 1 < ag — as < 2. FEz a két kiillonbség nem lehet azonos, mert akkor a,_1 + a2 egyenls lenne
an—2 + az-mal. (Mivel n > 6, ezért ez négy kiilonb6z6 szam).

Hasonl6 moédon nem lehet az n szdm kozt 2 olyan par 4 kiilonboz6 szambol, melyekre a; — a; =
ar—ay, mivel akkor a keresztosszegeikbdl képzett paronkénti 6sszegek egyenlGek lennének, azaz a;+a; =
ay + a; lenne.

Az altalanossdg megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy as — as = 1 és ap—1 — an—s = 2, mivel ha
forditva lennének, akkor az a) részben mutatott tiikrozéssel (azaz (—1)-gyel valo végigszorzassal) ilyen
alaki szadm n-est kapunk.

Ekkor tudjuk, hogy a4 — ag > 3, mivel ha a4 —az = 1, akkor ag —ag = 2 és ap_1 — apn_o = 2
keresztosszegei lennének egyenléek, ha pedig ay — az = 2, akkor ay —agz = 2 és ap—1 — Gp_9 = 2
keresztosszegei lennének egyenléek. Es mivel n > 7, ezért (n — 2) > 4, tehat a keresztosszegek tényleg
léteznek, mivel 4 szdmrol van szo és nincs atfedés koztiik.

De akkor a paronkénti ¢sszegek névekvd sorrendjében az aj + as utdn nem johet aj + a4, mivel ott
a kiilonbség 2-nél nagyobb lenne. Igy csak az as + a3 Gsszeg johet az a; + az utan a sorban, mivel ha
a; + a; jonne (ahol i < j), akkor ismert, hogy ¢ > 1, hiszen ha i = 1 lenne, akkor a kovetkezs Osszeg
az lenne, amiben j = 4, de azt lattuk, hogy nem lehet. Tehéat j > i > 2 teljesil ésaz i =2,7 =3 a
legkisebb ilyen Osszeg, mert kiilonben legalabb az egyik tag nagyobb lenne és a masik tag sem lehet
kisebb.

Ebbdl tudjuk, hogy (as + as) — (a1 + as) < 2, vagyis ag — a1 < 2. Azaz ag — a1 vagy 1 vagy 2. De
ezek koziil egyik sem allhat fenn, mivel ha ag — a; = 1, akkor ag — a; = 2 (mivel ismert ag — as = 1)
éS anp—1 — an—o = 2 keresztosszegei lennének egyenléek. Ha pedig ag — a1 = 2, akkor ao —a; = 2 és
an—1 — ap—2 = 2 keresztOsszegei lennének egyenlGek.

Tehat ha n > 7, akkor egy egy szam n-esben, ahol nem jelenik meg a paronkénti 6sszegek névekvs
soraban 2-nél nagyobb rés, biztosan megjelenik két azonos 6sszeg. Tehat 7 vagy tobb szamot mar nem
lehet igy megadni.
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