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D1. Szeretnénk az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szamokkal kitlteni az alabbi abrat, mindegyiket pon-
tosan egyszer felhasznalva.

a) Megtehetjiik-e ezt gy, hogy minden sorban, oszlopban és atloban a szamok Osszege oszthatod
legyen 3-mal?

b) Kitolthets-e gy a tablazat, hogy minden osszeg 5-tel oszthato legyen?

c) Kitolthets-e ugy, hogy 7-tel legyenek oszthatoak az Gsszegek?

d) Kitolthets-e ugy, hogy 9-cel legyenek oszthatoak az dsszegek?

Megoldas: Az a), b) és d) esetekben lehetséges a kitoltés, mutatunk rajuk példat.
Az a) és b) részre is jo az alabbi példa (amely csak egy a megfelels kitoltések koziil):
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Ennél a kitoltésnél minden sorban, oszlopban és atloban éppen 15 az Osszeg, tehat mindegyik Osszeg
oszthatd 3-mal, illetve mindegyik oszthatd 5-tel.

Természetesen a b) részhez nem sziikséges olyan példat talalni, ahol még 3-mal is oszthatok az
osszegek, és az a) -hoz sem kell olyat, ahol 5-tel oszthatok, ez csak raadas. Az dsszegeknek egyenldknek
sem sziikséges lennitik.

A 3 x 3-as bivds négyzet éppen illik a versenyhez, Diirer 4 X 4-es bdvos négyzetének kistestvére!

A d) részre, és (ebbdl kovetkezGen) a)-ra is jo példa a kovetkezd:
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Itt minden Gsszeg oszthatd 9-cel, mivel vagy 9, vagy 18.

A c) eset feltételének megfelelen azonban nem tolthetd ki a tablazat.

Indirekt médon bizonyitunk, tegyiik fel, hogy létezik olyan kitoltése a tdblazatnak, amelyben min-
den Osszeg oszthatd 7-tel. Jeloljiik S-sel a tablazatba irt szamok Osszegét! Az elss, a masodik és a
harmadik sorba irt szdmok Osszegét pedig jeldlje S1, So illetve Ss. Tudjuk, hogy S = 14+2+34...4+9 =
% = 45 az Osszes szam Osszege (tetszoleges kitoltés esetén).

A tablazat barmely, a c¢) pontnak megfelel§ kitoltésében minden sorban oszthato 7-tel az adott sorba
irt szamok Osszege, tehat S1, So és S3 mind oszthatok 7-tel. Igy az Gsszegiik, Sy + Sa + S3 is oszthato
T-tel.

A tablazatba irt szamok Osszegét ugy is megkaphatjuk, hogy a kiilénb6z6 sorokba irt szamok
Osszegeit (S1-et, So-t és Ss-at) adjuk Ossze, tehat S = S1 + Sy + S3. Mivel S =45 és S = S1+ 52+ S5
oszthatd 7-tel, ezekbdl azt kapnénk, hogy 45 oszthato 7-tel, ami nem igaz. Ez tehat ellentmond annak,
hogy létezik a tablazatnak olyan kitoltése, ahol minden sorban 7-tel oszthato a szamok Gsszege. Igy
olyan kitoltés sincs, ahol a sorokon til még minden oszlopban és atléban is oszthatok lennének az
Osszegek T-tel.
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D2. Legyen ABC egy hegyesszogti haromszog, ahol AC > BC. Legyen T a C-bdl indulé magassag talppontja, O
pedig a haromszog korilirt korének koézéppontja. Bizonyitsatok be, hogy az ATOC és a BTOC négyszogek teriilete
megegyezik.

Megoldas: Legyen az AB oldal felezGpontja F, tovabba az F'C' és OT szakaszok metszéspontja P.
Ekkor elegendé megmutani, hogy a BTOC négyszog teriilete éppen feleakkora, mint a haromszog
teriilete, vagyis ugyanakkora, mint az F'BC' haromszog teriilete, hiszen az F'C' sulyvonal két egyenld
teriilett haromszodgre bontja fel az eredeti haromszdget. Mivel O a haromszog koriilirt kérének kozép-
pontja, igy rajta van AB felez6 mer6legesén, vagyis AB 1 FO. A TCO és TCF héaromszogek teriilete
megegyezik, hiszen megegyezik egy-egy oldaluk és a hozzatartoz6 magassadgvonaluk hossza. Ilyen mo-
don T(BTOC) =T(BTCA) +T(TCOpA) =T(BTCA) +T(TFCpA) =T(BFCp).

Megjegyzés: Az O pontrol csak azt hasznéltuk fel, hogy az ATC haromszog belsejében van és
illeszkedik az AB oldalfelezé merdlegesére, tehat minden olyan pontra, ami rendelkezik ezzel a két
tulajdonsaggal, igaz marad az allitas.
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D3. Egy n x n-es tablazat bal als6 3 x 3-as négyzetének minden egyes kis mez&jén van 1-1 korong. Egy lépésben
tetszdleges korongot attiikrozhetiink egy vele egy sorban, vagy oszlopban 1év6 méasikra. Elérhetjiik-e azt, hogy a 9 korong
a jobb fels6 3 x 3-as négyzet kis mezdibe keriiljon oly médon, hogy minden egyes kis mezén 1-1 korong legyen,

a) han =097

b) ha n = 87

Megoldas: a) Elgszor megmutatjuk, hogy ha van egy 1 x 9-es fekvs, vagy allo téglalap elsé harom
mezGjén egy korong, akkor elérhetd szabalyos lépésekkel, hogy a hdrom korong az utolsé hdrom mezdére
keriiljon.

Szamozzuk meg a mezdket sorban 1-t6] 9-ig. Kezdetben a harom korong alljon az 1, 2,3 mezdkdn.
Els6 1épésben az els6 mezén all6 korongot tiikrozziik at a harmadik mezén all6 korongon. Ekkor az
0t6s mezdre fog keriilni. Mivel ez a kdzéps6 mezs, igy a kovetkezd két 1épésben, ha attiikrozziik rajta
a masodik és harmadik helyen &4ll6 korongokat, akkor azok a hetedik és a nyolcadik mezére keriilnek.
Végiil pedig az 6todik mezén allé6 korongot a hetedik helyen &ll6 korongon attiikrézve az a kilencedik
mezore keriil. Tehat elértiik, hogy az utosé harom mezdére keriilt at a harom korong.

Most peddig ennek segitségével megmutatjuk, hogy a kivant elrendezés elérhetd.

Elgszor az alsé harom sorban végezziik el a fent leirt lépéssort, gy hogy a korongok a sorok bal
oldaléaroél a sorok jobb szélsG hdrom mez§jére keriiljenek. Ekkor a 9 korong a jobb als6 3 x 3-as mezdre
keriilt.

Most pedig ha az utolsé harom oszlopban végezziik el ezt a lépéssort, tgy, hogy lentrél felfele
szamozzuk meg az oszlopokat, akkor az alsé harom helyrél a fels§ harom helyre keriilnek minden
oszlopban a korongok.

Tehat elértiik, hogy a jobb fels§ 3 x 3-as négyzet kis négyzeteiben keriilt at a 9 korong.

b) A korongok helyzetét jeloljiik koordinatédkkal. Egy (z,y) koordinataju korong jelolje azt, hogy
ez a korong az z-edik sor y-adik oszlopaban van. (1 < z,y < 8)

Vizsgéljuk meg, hogy egy tiikrozés esetén hogy valtozhat egy korong helyzetét jelols (x,y) par
tagjainak paritdsa. Ahhoz, hogy ezt tiikkrozhessiik egy korongra, legaldbb az egyik koordindtéjuknak
meg kell egyezniiik és ez a koordinata a tiikrozés alatt sem fog valtozni. Igy a paritésa sem véltozhat.

Tegyiik fel, hogy a tiikkrézendd pontnak a masik koordinatéaja [, és annak a pontnak, amire tiikroziink,
m. Ekkor a tiikrozés utan az 0j koordinata [ helyett [ 42 - (m —1) lesz. Ezek paritasa megegyezik, mivel
2. (m — 1) péros, és egy szamhoz egy paros szamot adva annak a paritdsa nem véltozik.

Tehét a korongok koordinatainak a paritésa a tiikrozések alatt nem valtozik. Most vizsgaljuk meg
a kiindul6 és a véghelyzetben a korongok koordinatainak paritasat.

4 db (pdratlan, pdratlan) koordinataja korong van kezdetben, amelyek a tiikrozések utan is ilyen
paritastak lesznek. Viszont az elérendd helyzetben csak 1 db (pdratlan, pdratlan) koordinataja pér
van.

Tehat 8 x 8-as tabla estén nem érhet§ el a kivant atrendezés, mivel a kiindulé helyzetben van 4
olyan korong, amik legfeljebb 1 mezst fedhetnek le az elérni kivant mezsk koziil, tehat lesz legalabb 3
lefedetlen mezé.
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D4.  Albrecht olyan hatszigeket szeret rajzolni a fiizetébe, melyeknek minden oldala egyforma hosszi. Egy ilyen
hatszog egy bels6 szogét szépnek mondja, ha az pontosan 120 fokos. Minden hatszogre rairja, hogy hany szép belss szoge
van. Hanyféle szamot irhat Albrecht a hatszogekre? Adjatok példat minél tobb lehetséges értékre, és bizonyitsatok be,
hogy mas miért nem lehetséges.

Albrecht konkdv hatszogeket is rajzolhat.

Megoldas:

Mivel egy hatszognek hat szoge van, igy a lehetséges értékek 0 és 6 kozt vannak.

A szép szogek szamanak lehetséges értékei: 0, 1, 2, 3 és 6 (példak lentebb).

A szép szogek nem lehetnek pontosan ten, mert ekkor (példaul a hatszog bels§ szogosszegére
hivatkozva) azt latjuk, hogy a hatodik szog is szép.

Tegyiik fel, hogy van olyan hatszog, aminek pontosan négy szép szoge van. (Lancszertien) egymas
mellett levs szép szogek egyértelmiien meghatarozzék az oldalaikon levd csiicsok egyméshoz képesti
helyzetét — szemléletesen: kimerevitik az dbrat maguk koriil. Mivel ennek a hatszognek két nem szép
szOge van, ezért ezek két lancra osztjak az oldalakat (lehet, hogy az egyik lancban csak egyetlen
oldal van). Ekkor ez a két lanc egyméashoz képest legfeljebb kétféleképp allhat: az egyik esetben kon-
vex, a masikban pedig konkav (vagy esetleg elfajulo) hatszoget kapunk. A konkav eseteket azonban
kizarhatjuk, mivel a konkév cstcsok a szép cstucsok koziil keriilnének ki, de a szép cstucsoknal levd
szogek konvexek, igy mar csak a konvex esetek maradtak. A két nem szép cstucs egymashoz viszonyi-
tott helyzete alapjan (szomszédosak, egy cstics van koztiik vagy atellenesek) megvizsgalva, mi lesz ez
az egyértelmi hatszog, mindig a szabalyos hatszoget kapjuk, aminek pedig hat szép szoge van, azon-
ban feltettiik, hogy csak négy van, igy ellentmondésra jutottunk, tehat nem létezik négy szép szoggel
rendelkezé hatszog.
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D5. Legyen n tetszéleges pozitiv egész szam. Bizonyitsatok be, hogy 22" + 92" ! + 1-nek legalabb n kiilonb6z8 pozitiv
primosztéja létezik.
Megoldas: Teljes indukcioval fogunk bizonyitani. n = 1 esetén 92 4 92-141 = 7, aminek van legaldbb
1 primosztéja. n = 2 esetén pedig 22" 42271 1 1=21=3. 7, aminek van legalabb 2 kiilonb6z6 pozitiv
primosztoja.

Legyen n > 1 és tegyiik fel, hogy n-ig igaz a feladat allitasa.

Vegyiik észre, hogy ha x = 2271—1’ akkor a vizsgalando kifejezés pont 22" + 2" 1=a2 4241

n + 1 esetén pedig 92" L 92T L g 02 1A jobb oldalt triikkkossen szorzatta lehet
alakitani:

1=+ 1) - =P e+ D -+ 1).

Azaz 22" 422"V 4y = (22" — 227" +1)(22" + 22" +1). Azonban a mésodik szorzotényezs
pont az el6z8 Osszeg, tehat az Gsszes eddigi pozitiv primoszté megmarad.

Ha 22" — 22" 41 és 22" +22"7" + 1 relativ primek, hiszen ha lenne egy d kozos osztojuk, az
osztané a kiilonbségiiket is, ami egy kettGhatvany. Am mindkét szam paratalan, igy legnagyobb kozos
osztojuk csakis 1 lehet.

Kihasznalva, hogy az els6 szorzoétényezé 1-nél nagyobb, ez azt jelenti, hogy az elsd szorzoétényezének
van olyan primosztoja, ami nem osztja a mésodik szorzotényezst (s6t, csak ilyen primosztoja van).
Ebbdl, valamint indukcids feltevésbdl kovetkezik, hogy a szorzatnak van legaldbb n + 1 kiilénbo6z6
pozitiv primosztdja.
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D6. Jaték: Karoly és DezsG m-ig szeretnének elszamolni, és kozben a kovetkezs jatékot jatsszak: 0-rol kezdenek, a
két jatékos felvaltva adhat hozza egy 13-nal kisebb pozitiv egészet a korabbi szamhoz, azonban a babonajuk miatt ha
egyikiik z-et adott hozza, akkor masikuk a kovetkezd lépésben nem adhat hozza 13 — z-et. Az veszit, aki eléri (vagy
atlépi) m-et.
Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jatékban! Az m szdm ismeretében ti donthetitek el, hogy a kezdd
vagy a mdsodik jdtékos borébe szeretnétek bijni.
Megoldas: Nevezziik nyer6 helyzetnek azt a helyzetet, ahonnan garantaltan nyerni tudunk, mig veszté
helyzetnek azt, ahonnan az ellenfél garantaltan nyerni tud. Nevezziik az n szamot z-nyerének (1 <
x < 13), ha mi n — z-r6l n-re 1épve nyers helyzetben vagyunk. Nevezziik tovabba az n szamot nyerd
mezo6nek, ha az x-nyer§ minden z-re, illetve veszt§ mezdének, ha az semmilyen x-re nem z-nyerd.

m és m-nél nagyobb szamok veszt6 mez6k, mert ha odalépiink, akkor vesztettiink.

m — 1 nyer6 mezd, mert onnan az ellenfél csak veszt6 helyzetre tud 1épni.

m — 2 csak 12-nyerd, mert ha nem 12-vel 1épiink ra, akkor az ellenfél az m — 1-re 1ép, ha viszont
12-vel 1éplink ra, akkor az ellenfél csak veszts helyzetre tud lépni.

m — 3 csak 11-nyerd, mert ha nem 11-gyel 1épiink ré, akkor az ellenfél az m — 1-re 1ép, ha viszont
11-gyel lépiink ra, akkor az ellenfél csak vesztd helyzetre tud lépni.

m — 13 csak 1-nyerd, mert ha nem 1-gyel 1épiink ra, akkor az ellenfél az m — 1-re 1ép, ha viszont
1-gyel 1éplink ra, akkor az ellenfél csak veszt6 helyzetre tud lépni.

m — 14 veszt6 mezd, mert barmit is lépiink, mindenképp tud az ellenfél nyerd helyzetre 1épni.

Innentdl pedig periodikusan ismétlédik, ami m — 1-t6l m — 14-ig tortént, mivel m — 14-nél kisebb
szamrol mar nem tudunk egy legaldbb m — 14-es nyer6 helyzetre 1épni.

Ilyen modon a nyerd helyzetek a kovetkezsk (k > 0):

z-nyerd 1 2 3 4 )
szam | m—14k—-13 | m —14k—-12 | m — 14k —11 | m — 14k —10 | m — 14k -9

r-nyerd 6 7 8 9 10
Szam m—14k—6 | m—14k -5 | m—14k—4 | m — 14k -8 | m — 14k — 7

z-nyerd 11 12 nyerd mez6 | veszt6 mezd
szam |m—14k—3 | m—14k—-2 | m— 14k -1 m — 14k

Igy ha m 14-gyel osztva 1 maradékot ad, akkor a masodiknak van nyerd stratégidja, minden méas
esetben a kezddének.



