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El. Legyen ABC egy hegyesszogti haromszog, ahol AC > BC. Legyen T a C-bél indulé magassag talppontja, O
pedig a haromszog korilirt korének koézéppontja. Bizonyitsatok be, hogy az ATOC és a BTOC négyszogek teriilete
megegyezik.

Megoldas: Legyen az AB oldal felezGpontja F, tovabba az F'C' és OT szakaszok metszéspontja P.
Ekkor elegendé megmutani, hogy a BTOC négyszog teriilete éppen feleakkora, mint a hiromszog
teriilete, vagyis ugyanakkora, mint az F'BC' haromszog teriilete, hiszen az F'C sulyvonal két egyenld
teriiletd haromszogre bontja fel az eredeti haromszoget. Mivel O a haromszog koriilirt korének kozép-
pontja, igy rajta van AB felez6 mer6legesén, vagyis AB 1 FO. A TCO és TCF héaromszogek teriilete
megegyezik, hiszen megegyezik egy-egy oldaluk és a hozzatartoz6 magassagvonaluk hossza. Ilyen mo-
don T(BTOC) =T(BTCA) +T(TCOpA) =T(BTCA) +T(TFCpA) =T(BFChp).

Megjegyzés: Az O pontrol csak azt hasznéltuk fel, hogy az ATC haromszog belsejében van és
illeszkedik az AB oldalfelezé merdlegesére, tehat minden olyan pontra, ami rendelkezik ezzel a két
tulajdonsaggal, igaz marad az allitas.
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E2. Adott egy 13 x 13-as tablara osztott térkép, melyrdl tudjuk, hogy az egyik mezsjének kizepén egy ellenséges tank
allomésozik, amelyet meg kell semmisiteniink. Ehhez kétszer kell eltalalnunk mez8k kozepére leadott 16vésekkel, azonban
ha a tankot talalat éri, akkor el6vigyazatossagi okokbol atviszik egy oldalszomszédos mezére, egyébként egy helyben
marad. Legalabb hany 16vést kell 6sszesen leadnunk, hogy a tankot biztosan megsemmisitsiik?

A tankot nem ldtjuk, és semmilyen eqyéb visszajelzést sem kapunk a helyzetérdl.

Megoldas: Legalabb 253 16vés kell ahhoz, hogy a tank biztosan megsemmisiiljon:

Szinezziik ki a tablat sakktéblaszerten (tgy, hogy a saroknégyzetek feketék legyenek), majd sorban
16jiink r& az Osszes fehér szinti mezdére. Ezutan a tank biztosan fekete szini mezén van, hiszen ha
eredetileg fehéren volt, akkor onnan atment egy szomszédos feketére. Ezek utan 16jiink ra az Osszes
fekete szinti mezdre, ennek soran pontosan egyszer fogjuk eltalalni a tankot, mely vagy megsemmisiil,
vagy atmegy egy fehér mezére. Ezutan ismét 16jink ré az Osszes fehér mezére, ekkor ha eddig nem
semmisiilt meg, eltalaljuk, és megsemmisitjiik.

Ez Gsszesen 84 + 85 + 84 = 253 16vés, ennyi tehéat biztosan elég a lelovéshez. Megmutatjuk, hogy
ennél kevesebb 16véssel nem feltétleniil semmisitjiik meg a tankot. Ha lenne két olyan szomszédos mezg,
amelyekre Osszesen legfeljebb kétszer 16ttiink, akkor a tank a ketts koziil arrél a mezoérsl indulva, ahova
az els§ 16vés nem érkezett, majd a masik mezdre menekiilve nem semmisiilne meg.

Tehat ha lefedjiik a 13 x 13-as tablat egy mezd kivételével 1 x 2-es domindkkal, akkor latszik, hogy
legalabb % -341 = 253 16vés sziikséges a biztos megsemmisitéshez, mivel az egy kimarad6 mezdére
is legalabb egyszer ra kell 16ni.
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E3. Létezik-e 5 egymast kovets pozitiv egész szam, amelyek legkisebb kozos tobbszorose egy négyzetszam?

Megoldas: A legnagyobb kozos tébbszorost tigy kapjuk meg, hogy minden primosztoboél vessziik az
el6forduld legnagyobb hatvanyt. Mivel az allitas szerint ez egy négyzetszam, igy minden prim maximaélis
kitevGjének parosnak kell lennie. Azt tudjuk, hogy a 3-nal nagyobb primek legfeljebb az egyik szamot
oszthatjak, igy ha osztjak barmelyiket is, akkor annak a primnek a kitev§je paros lesz.

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz. Ekkor az 5 szam koziil lesz egy szdm, amely nem oszthato se 2-vel,
se 3-mal. Ebben akkor csak 3-nal nagyobb primek lesznek, amelyek viszont mindig paros hatvanyon
szerepelnek, igy ez egy négyzetszam lesz. Lathato, hogy ha a legkisebb szam 1, akkor nem kapunk
megoldast. Igy viszont legfeljebb egy négyzetszam lehet az 6t szam kozt, vagyis a méasik négy szam
nem négyzetszam.

Mivel a szamok kozt van 2-vel oszthatd, igy kell lennie olyan szamnak, ahol a 2 paros kitevén
szerepel. Ez a szdm nem lehet négyzetszam, mivel az egyetlen négyzetszam nem oszthatd 2-vel, igy
kell egy olyan prim, amely paratlan hatvanyon szerepel benne, ez csak a 3 lehet. Hasonl6éan lesz egy
olyan szam, ahol a 3 paros, a 2 pedig paratlan hatvanykitevén szerepel. Ezzel pedig ellentmondasra
jutunk, mivel talaltunk 2 darab 6-tal oszthat6é szamot 5 egymés uténi szam kozt. Vagyis nem lehet
négyzetszam a legkisebb ko6z6s t6bbszoros.
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E4. Endre felirt egy lapra n (nem feltétleniil kiilénbdz6) egész szamot, majd Kelemen az n szdm mind a 2" részhal-
mazahoz felirta a tablara a benne 1év szamok 6sszegét.

a) Mely pozitiv egész n szamok esetén fordulhat els, hogy két kiilonbozs lapra leirt (kiilonbozd) szam n-eshez a tablan
ugyanazok a szamok szerepelnek?

b) Bizonyitsatok be, hogy ha Endre csak pozitiv egész szamokat irt a lapra, és Ferenc csak a tablan 1évd szamokat latja,
akkor azokbol meg tudja hatarozni a lapon szerepelt n szamot.

Megoldas:
a) Léteznek ilyen halmazok, mutatunk egy példat. Legyenek az egyik lapon szerepld szamok
{-1,-1,-1,...,—1,n — 1}, mig a mésikon ezen szamok ellentettjei {1,1,1,...,1, —n + 1}, megmu-

tatjuk, hogy ekkor a két laphoz tartozé tablan szerepls szamok megegyeznek.

Valasszunk ki az elsd laprol egy részhalmazt, illetve a masodik laprél "ugyanennek" a részhalmaz-
nak a komplementerét. A két Gsszeg megegyezik, hiszen az 6sszes lapon 1évE szam Gsszege 0, illetve ha
kivalasztjuk "ugyanazt" a részhalmazt, akkor az Gsszegek egymas ellentettjei. Ebben megoldésban a
konkrét szamokat nem hasznaltuk, igy tulajdonképpen az alabbi lemmét lattuk be.

Lemma. Adott egy {a1,as2,...,a,} szam n-es, amely elemeinek osszege 0. Legyen a masik szam
n-es {—ay, —ag,...,—ay}. Ekkor a tdblan szerepld szamok megegyeznek.

A lemma szerint sok olyan példat latunk, amelyeknél a részhalmazosszegek nem egyértelmtiek.
Abban azonban kozosek, hogy mindegyikben eléfordulnak negativ szamok. A b) rész arra a kérdésre
valaszol, hogy vajon minden példédban sziikségszerii-e a negativ szamok jelenléte.

b) A lapon és tablan 1évé szamokat rendezziik névekvé sorrendbe.

Vizsgaljuk meg a tablan szerepld Osszegeket. Az iires halmaz Osszege nulla, minden mas 6sszeg
pozitiv lesz. Vegyiik ezek koziil a legkisebbet, legyen ez a;. Tudjuk, hogy a; mindenképpen egy egyelemi
halmaz Gsszege (hiszen egy halmaz Osszege csokkenthetd lenne egy eleme elhagyasaval), azaz a; rajta
volt a lapon. Ezutan aj-et toroljiik le a tablarol.

A tablan maradt legkisebb Osszegnek szintén egyelemii halmaz Gsszegének kell lennie, hasonlé meg-
gondolasbél, mint az el6bb. Legyen ez as, majd as-t és a; + as-t toroljik le a tablarol.

Ezt igy folytatjuk. A k-adik 1épésben tudjuk, hogy ai,as,...,ar_1 szamok a legkisebb k — 1 szam
a lapon, illetve ebbdl a k — 1-bdl allo (legalabb 1, legfeljebb k& — 1 tagu) Osszegeket mar letoroltiik.
Vizsgaljuk meg, hogy a legkisebb szamot (legyen ax) hogyan kaphatjuk meg. Csak a ay,aq,..., a1
szamokbol nem allhat az 6sszeg, mert akkor mar letoroltiik volna, igy a laprol szerepel (legalabb egy)
k — 1-edik utani szam. Ezen Osszegek koziil a legkisebb az egytagu (lapon 1év6) k-adik szam (hiszen
egy halmaz Gsszege csokkenthetd lenne egy elem elhagyasaval, illetve egy kisebb elem vételével). Igy
ar, valdban a k-adik lapon szerepl$ szam.

Ezzel a modszerrel n 1épésben visszafejthetjiik a lapon szerepls szam n-eseket.
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E5. Legyen H = {-2019,—2018,...,—1,0,1,2,...,2020}. Adjitok meg az Ssszes olyan f : H — H fiiggvényt,
a) melyre z = f(z) — f(f(x)) teljesiil minden = € H esetén.
b) melyre z = f(z) + f(f(x)) — f(f(f(x))) teljesiil minden = € H esetén.

Megoldas: A megoldas soran f™(x) jeloli azt, hogy az = szamra n-szer alkalmazzuk az f fliggvényt.

a) A fenti jelolést hasznélva az egyenlet z = f(x) — f?(x) alaki. Az egyenletbe z = f(x)-et
helyettesitve kapjuk, hogy f(z) = f?(x) — f3(x). Bzt &sszeadva az eredeti egyenlettel: x + f(z) =
f(x) — f2(z) + f2(x) — f3(x), azaz = —f3(z). Ebbe # = 2020-at helyettesitve kapjuk, hogy
£3(2020) = —2020, 4m ez ellentmondas, mivel £3(2020) € H de —2020 ¢ H. Tehat nincs ilyen fiiggvény.

b) Az egyenlet x = f(x) + f?(x) — f3(x) alaki. Helyettesitsiink 2 = f(x)-et az egyenletbe, ekkor
azt kapjuk, hogy

fla) = f2(x) + f(2) - f(2).

Ezt az egyenletet adjuk hozzé az el6z6 egyenlethez:

z+ f(2) = f(2) +2f*(2) — fi(2)

Atrendezve:

z— f(z) = f2 () - ()
Indukciéval igazoljuk, hogy = — f2(z) = f?"(z) — f2"*2(x) teljesiil minden n pozitiv egészre. n = 1
esetén mar lattuk, hogy igaz az éllitds. Ha n-re igaz az allitas, akkor x — f2(x) = f2"(x) — f2"2(2),
ebbe x = f2(z)-t helyettesitve kapjuk, hogy

) = (@) = ) — fle) = 2 - ),
tehat n + 1-re is igaz az &llitas, azaz belattuk, hogy
2= f(2) = F2) - @) = Fi@) - PP = ) - @) = ...

igy az x, f?(x), f*(x),... sorozat egy szamtani sorozat, melynek minden eleme a véges H halmazbol
vald, igy a sorozat allando, vagyis x = f2(x).

Azok a fiiggvények, melyekre x = f2(x) teljesiil, valéban megoldasok, hiszen ekkor z = f(z)-t
helyettesitve kapjuk, hogy f(z) = f3(x) is teljesiil, tehat = = f(x) + f2(z) — f3(z).
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E6. Jaték: Karoly és Dezs6 m-ig szeretnének elszamolni, és kozben a kovetkezs jatékot jatsszak: 0-rol kezdenek, a
két jatékos felvaltva adhat hozza egy 13-nal kisebb pozitiv egészet a korabbi szamhoz, azonban a babonajuk miatt ha
egyikiik z-et adott hozza, akkor masikuk a kovetkezd lépésben nem adhat hozza 13 — z-et. Az veszit, aki eléri (vagy
atlépi) m-et.
Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jatékban! Az m szdm ismeretében ti donthetitek el, hogy a kezdd
vagy a mdsodik jdtékos borébe szeretnétek bijni.
Megoldas: Nevezziik nyer6 helyzetnek azt a helyzetet, ahonnan garantaltan nyerni tudunk, mig veszté
helyzetnek azt, ahonnan az ellenfél garantaltan nyerni tud. Nevezziik az n szamot z-nyerének (1 <
x < 13), ha mi n — z-r6l n-re 1épve nyers helyzetben vagyunk. Nevezziik tovabba az n szamot nyerd
mezo6nek, ha az x-nyer§ minden z-re, illetve veszt§ mezdének, ha az semmilyen x-re nem z-nyerd.

m és m-nél nagyobb szamok veszt6 mez&k, mert ha odalépiink, akkor vesztettiink.

m — 1 nyer6 mezd, mert onnan az ellenfél csak veszt6 helyzetre tud 1épni.

m — 2 csak 12-nyerd, mert ha nem 12-vel 1épiink ra, akkor az ellenfél az m — 1-re 1ép, ha viszont
12-vel 1éplink ra, akkor az ellenfél csak veszts helyzetre tud lépni.

m — 3 csak 11-nyerd, mert ha nem 11-gyel 1épiink ré, akkor az ellenfél az m — 1-re 1ép, ha viszont
11-gyel lépiink ra, akkor az ellenfél csak vesztd helyzetre tud lépni.

m — 13 csak 1-nyerd, mert ha nem 1-gyel 1épiink ra, akkor az ellenfél az m — 1-re 1ép, ha viszont
1-gyel 1éplink ra, akkor az ellenfél csak veszt6 helyzetre tud lépni.

m — 14 veszt6 mezd, mert barmit is lépiink, mindenképp tud az ellenfél nyerd helyzetre 1épni.

Innentdl pedig periodikusan ismétlédik, ami m — 1-t6l m — 14-ig tortént, mivel m — 14-nél kisebb
szamrol mar nem tudunk egy legaldbb m — 14-es nyer6 helyzetre 1épni.

Ilyen modon a nyerd helyzetek a kovetkezsk (k > 0):

z-nyerd 1 2 3 4 )
szam | m—14k—-13 | m —14k—-12 | m — 14k —11 | m — 14k —10 | m — 14k -9

z-nyerd 6 7 8 9 10
Szam m—14k—6 | m—14k -5 | m—14k—4 | m — 14k -8 | m — 14k — 7

z-nyerd 11 12 nyerd mez6 | veszt6 mezd
szam | m—14k—3 | m—14k—2 | m — 14k —1 m — 14k

Igy ha m 14-gyel osztva 1 maradékot ad, akkor a masodiknak van nyerd stratégidja, minden méas
esetben a kezddének.



