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E-+1. Tekintsiik a kévetkezéképpen definialt a,, és b, sorozatokat: legyen a; = 2, n > 1 esetén pedig legyen a, = 2°7-1.
Legyen b, az a, 2020-szal vett osztasi maradéka. Igazoljatok, hogy egy indextsl kezdve a b, sorozat allandé.
Megoldas: Altalanosabb allitast igazolunk. Legyen m > 1 tetszéleges pozitiv egész, és legyen by, (m) az
a, m-mel vett osztasi maradéka. Ekkor a by(m), ba(m), ... sorozat valamelyik indext&l kezdve allando
minden m esetén. A feladat &llitasa az m = 2020 eset.

Az allitast m szerinti teljes indukcioval igazoljuk. Vildgos, hogy m = 2 esetén a b,(2) sorozat
konstans 0.

Tegyiik fel, hogy mar az 6sszes m-nél kisebb egészre belattuk az allitast, most igazoljuk m-re:
Legyen m = 2°¢ -t alaku, ahol ¢ egy paratlan szam. Ha ¢ = 1, azaz m kettGhatvany, akkor a b,(m)
sorozat valahonnan kezdve konstans 0, mivel az a,, sorozat egyre nagyobb kettShatvanyokbol all.

Egy szam m-mel vett osztasi maradékat egyértelmiien meg tudjuk hatarozni, ha tudjuk a 2%vel
vett osztasi maradékat és a t-vel vett osztasi maradékat. Igy ha ¢ > 0, akkor valamelyik ng indexre
b, (2°) = 0 minden n > ng esetén, és az indukcié miatt, mivel ¢ < m, ezért létezik ny index, hogy ni-t6l
kezdve by, (t) allando, igy ng és n; maximumatol kezdve by, (m) konstans.

Maér csak az az eset maradt, amikor ¢ = 0, azaz m paratlan, ekkor (m, a,) = 1 minden n-re, mivel
ap kettShatvany. Mivel ¢(m) < m, igy erre mar tudjuk, hogy igaz az allitas, ahol ¢ az Euler-féle
e fliggvényt jeloli, azaz létezik ny index, ahonnan kezdve konstans a b, (¢(m)) sorozat, ami atfogal-
mazhato ugy, hogy n > ng esetén p(m) | a, — ap—1. Ekkor az Euler-Fermat-tétel miatt 297~ %n-1 = 1
(mod m). Azt szeretnénk belatni, hogy valahonnan kezdve b, (m) konstans, ehhez elég azt igazolni,
hogy valahonnan kezdve m | ap4+1 — ay, és ez igaz, ha n > ng, mivel

Upt1 — A = 200 — 20n—1 = 20n=1(20n~An-1 _ 1) = () (mod m).

Ezzel az altalanosabb allitast igazoltuk, amivel a feladat allitasat is bizonyitottuk.
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E+2. Legyen H = {-2019,-2018,...,—1,0,1,2, ..., 2020}. Adjatok meg az 6sszes olyan f: H — H fiiggvényt,
a) melyre x = f(x) + f(f(z)) — f(f(f(z))) teljesiil minden = € H esetén.
b) melyre z = f(z) + 2f(f(x)) — 3f(f(f(x))) teljesiil minden = € H esetén.

Megoldas: A megoldas soran f™(x) jeloli azt, hogy az = szadmra n-szer alkalmazzuk az f fliggvényt.
a) A fenti jeldlést haszndlva az egyenlet x = f(z)+ f?(x) — f3(z) alakt. Helyettesitsiink x = f(z)-et
az egyenletbe, ekkor azt kapjuk, hogy

f@) = f2(2) + f(2) - fH(2).

Ezt az egyenletet adjuk hozzé az el6z6 egyenlethez:
z+ f(x) = f(z) +2f*(z) — f(x)

Atrendezve:

z— f(z) = f2(x) - ()
Indukciéval igazoljuk, hogy = — f2(z) = f2"(z) — f2"*2(x) teljesiil minden n pozitiv egészre. n = 1
esetén mar lattuk, hogy igaz az allitds. Ha n-re igaz az allitas, akkor x — f2(x) = f2"(x) — f2"+2(2),
ebbe x = f2(z)-t helyettesitve kapjuk, hogy

Frr2(a) — () = f2z) - fiz) =2 — (),

tehat n + 1-re is igaz az &llitas, azaz belattuk, hogy
x— fAx) = f2z) = fH2) = fi2) = fO(x) = fOa) = fPa) = ...,

igy az x, f?(x), f*(x),... sorozat egy szamtani sorozat, melynek minden eleme a véges H halmazbol
vald, igy a sorozat allando, vagyis x = f2(x).
Azok a fiiggvények, melyekre x = f2(x) teljesiil, valéban megoldasok, hiszen ekkor z = f(z)-t
helyettesitve kapjuk, hogy f(z) = f3(x) is teljesiil, tehat = = f(x) + f2(x) — f3(2).

b) Az f fliggvény injektiv, mivel f(i) = f(j) esetén

i = f(i) +2f°(i) = 3f°() = F(5) + 2/2(j) = 3F°(j) = j

Mivel H egy véges halmaz, és f pedig H-bol H-ba képez, igy f bijektiv is, azaz

f(—2019), f(—2018),..., f(2020) pontosan a H halmaz elemei valamilyen sorrendben. Erre még egyszer
alkalmazva az f-et kapjuk, hogy az f2(—2019), f2(—2018),..., f?(2020) szamok is pontosan a H el-
emei valamilyen sorrendben, és indukcioval minden n-re f(—2019), f"(—2018),..., f™(2020) szamok
pontosan a H elemei. Igy minden n-re

2020
iy =) j=2020.
i€H 7=-—2019

H minden elemét helyettesitsiik be az eredeti egyenletbe, és adjuk Gssze ezeket az egyenleteket:

2020 =) i =Y f@)+2f2())=3f3(1) =D f(H)+2D fA(i)—=3>_ f3(i) = 202044040 - 6060 = 0,

i€eH i€eH i€H i€eH 1€eH

és ez ellentmondés, vagyis nincs ilyen fliggvény.

2/[g
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E-+3. Adjatok meg minél tobb altalanos helyzeti egyenest a sikban tugy, hogy koziililk barmely kettd racspontban
messe egymast.
Megoldas: El6szor megmutatjuk, hogy tetszbleges n-re meg lehet adni n ilyen egyenest: Vegyilink n
db olyan azx + by = c egyenletii egyenest, ahol a, b, ¢ racionélis, és figyeljiink arra, hogy ezek altalanos
helyzetiiek legyenesk, vilagos, hogy ez megtehets. Két ilyen egyenes metszéspontjat tgy kapjuk meg,
hogy kifejezziik az egyenleteikbdl x-t és y-t, ehhez csak osztani, szorozni, Gsszeadni, kivonni kell, és
végig racionélis szdmokkal dolgozunk, igy a metszéspont koordinatai is racionélisak lesznek. Véges
sok metszéspont van, mind racionélis koordindtaju, legyen a tortekben el6fordulé nevezdk legkisebb
kozos tobbszorose A. Az egész abrat az origdbol a A-szorosara nagyitva méar minden metszéspont egész
koordinataju lesz, igy n-re egy megfelel konstrukciot adtunk.

Azonban egyszerre végtelen sok egyenest is meg tudunk adni: Vegyiik azokat az egyeneseket,
amelyek n meredekségiiek, és athaladnak az (n — 1,0) ponton minden n-re. Képlettel megadva, az
{y =nz —n(n—1) | n € Z} alakt egyeneseket.

= = =
S =N
| | |

= oN W ke Ot & 3 o ©

\

Megmutatjuk, hogy ezek is kielégitik a feladat feltételeit. Mivel kiillonb6z6 a meredekségiik, ezért
nincs két parhuzamos koztiik, még azt kell igazolni, hogy barmely ketts racspontban metszi egymaést,
és nincs olyan racspont, amelyen 3 ilyen alakt egyenes is athalad. Nézziik két ilyen alaku egyenes
metszéspontjat. Legyenek az egyenesek y = nz — n(n — 1) és y = mz —m(m — 1).

nx —n(n—1)=mz —m(m—1)

nn—1)—mim—-1) n?2-—m?+m-n
T = = =n+m-—1
n—m n—m

y=nr—nn—-1)=nn+m-1)—nn—-1)=nm

Tehat a két egyenes metszéspontja az (n + m — 1,nm) pont, ami tényleg racspont, és ezen a ponton
nem megy at még egy ilyen alaki egyenes, mivel egy harmadik y = kx — k(k—1) egyenes (n+k—1,nk)

38
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pontban metszi az y = nx — n(n — 1) egyenest, ami nem ugyanaz, mint az el6bbi metszéspont, mivel
n # m miatt az x és y koordinatai is eltérnek a két metszéspontnak. Fzzel megadtunk végtelen sok
megfelel egyenest.

Megjegyzés: Ezt mar nem vartuk el, csupén érdekesség azoknak, akik hallottak méar szamossagokrol:
Megszamlalhatoan végtelen sok egyenest adtunk meg, ennél tébbet pedig nem is tudunk, hiszen t6bb,

mint megszdmlalhato sok altalanos helyzetd egyenesnek tobb, mint megszadmlalhatd metszéspontja van,
azonban csak megszamlalhat6 sok racspont van.
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E+4. Legyen ABC egy nem egyenlészart haromszog. Legyen I a haromszog beirt kérének kézéppontja. Jeldlje Fia az
A-bol induld szogfelezére I-ben allitott merdleges és a BC' egyenes metszéspontjat. Hasonloan definialjuk Fp-t és Fe-t.
Bizonyitsatok be, hogy az Fa, Fp és Fc pontok egy egyenesre esnek.

1. Megoldas: Legyen ABC' haromszog koriilirt kore k, tovabba legyen az A-bél induld szogfelezs és a
k kor méasodik metszéspontja D. Ismert, hogy D pont az A pontot nem tartalmazé BC iv felez6pontja
és teljesiil, hogy DB = DI = DC'. Legyen a D kozépponta, DI sugari kor a k4 kor. A k és ka korok
hatvanyvonala a BC egyenes. Az I pontot kérnek tekintve az I kor és a k4 kor hatvanyvonala a DI
egyenesre, azaz az A-bol induld szogfelez egyenesére I-ben allitott merdleges egyenes. Tehat az Fq
pont ennek a két hatvanyvonalnak a metszéspontja, azaz rajta van a k kor és az I kor hatvanyvonalan
is. Viszont ekkor logikai szimmetria miatt Fp és F¢ is rajta van ezen az egyenesen, azaz a harom pont
egy egyenesre esik.

2. Megoldas: Legyenek e, f és g az ABC haromszog A-bol, B-bdl és C-bdl indulo kiilss szogfelezsi.
Ezek rendre merélegesek az AI, BI és C1 szakaszokra, mivel azok bels6 szogfelezok, igy az [ Fa, [ Fp és
1 F¢ egyenesekel parhuzamosak. Az e, f és g egyenesek egy haromszoget zarnak korbe, mely haromszog
cstucsai az ABC haromszog hozzairt koreinek kézéppontjai. Ezek legyenek E, F' és G. Ekkor az AF,
BF és CG egyenesek egy ponton mennek at: I-n. Igy alkalmazhaté az ABC és EFG haromszogekre
a Desargues-tétel: az AB és FF, BC és F'G, valamint a C'A és GE egyenesparok metszéspontjai egy
egyenesre illeszkednek.

Legyen A € [0,1], valamint E), F)\ és Gy az E, F és G pontok A\ aranyt nagyitottjai I-bol.
Ekkor ezekre is alkalmazhatjuk a Desargues-tételt (az ABC haromszoggel): az ABC' haromszog és az
E\F)\G) haromszogek megfelel§ oldalegyeneseinek metszéspontjai egy egyenesre illeszkednek. A = 0-
ban hatarértéket véve éppen az allitast kapjuk.
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E-+5. Bizonyitsatok be, hogy egy Gsszefiiggd 2n cstcsu 3-regularis graf olyan iranyitasainak szama, amelyben ugyanan-

nyi 0 kifoku cstcs szerepel, mint 0 befoku, pontosan 2"+! (2;)

Megoldas: Legyen G(V, E) tetsz6leges 3-regularis osszefliggs 2n cstesu graf. Egy iranyitasban forras-
nak nevezziik a 3 kifokd csticsokat és nyelének a 0 kifoku csicsokat.

Tetsz6leges iranyitasban 3n = n (mod 2) Gsszesen a csicsok kifoka, mivel ennyi él van G-ben, igy
ha A azon csicsok halmaza egy iranyitasban, melyeknek paratlan a kifoka, akkor |A| = n (mod 2)
és emiatt |B| = 2n — |A|] = n (mod 2), ahol B a péros kifoka csicsok halmaza. Ezért ha egy B
csicshalmaz elemszama nem azonos paritast n-nel, akkor nem létezik olyan irédnyitas, ahol pontosan
a B-beli elemek kifoka péaros. Legyen B C V olyan részhalmaz, melyre |B| = n (mod 2). Azt allitjuk,
hogy ekkor pontosan 2”1 olyan iranyitas van, melyben pontosan a B-beli csiicsok paros kifokiak.

Vegyiink egy feszitofat. A feszitéfan kiviili n + 1 élet iranyitsuk meg tetszélegesen, ezt 27+1-
féleképpen tudjuk megtenni. Ezutan ismételjiik a kovetkezd 1épéseket:

Vegylink egy levelet, iranyitsuk a hozza tartozo élt ugy, hogy a levél kifokanak paritasa jo legyen,
majd hagyjuk el a levelet. Kaptunk egy kisebb fat, ezen megint tudunk csindlni egy ilyen 1épést,
és ezt addig tudjuk folytatni, amig mar csak egy élbsl all a fa. Ekkor ezt iranyitsuk tgy, hogy az
egyik végpontjanak a kifokédnak a paritasa stimmeljen. Ekkor a mésik végpontjanak is jo lesz a kifok
paritasa, mivel |B| = n (mod 2), és olyan irdnyitas nincs, ahol a péaros kifoku csticsok paritédsa nem
egyezik meg n paritasaval. Igy akarhogy is iranyitjuk a feszitGfan kiviili éleket, pontosan egyféleképpen
tudjuk befejezni, hogy egy olyan iranyitast kapjunk, melyben pontosan a B-beli cstcsok péaros kifokuaak,
vagyis 2"*! ilyen irdnyitas van.

Még azt kell észrevenni, hogy a forrasok és nyel6k szamanak kiilonbsége csak a B halmaz (a paros
kifoktu csticsok halmaza) méretétsl fiigg. Vegyiink egy tetszdleges iranyitéast, legyen benne z darab
forras, y darab nyeld, valamint legyen |B| = b. Ekkor b —y darab 2 kifoku cstcs van és 2n —b— x darab
1 kifoku. A kifokok 6sszege 3n, igy

2n—b—x+2(b—y)+3x=3n

- n—>

Y=y
Tehat & — y valoban csak b-t6l fiigg. Igy az olyan iranyitasok szama, melyben x — y = 0, megyegyezik
azon iranyitdsok szamaval, melyekben ”be = 0 azaz b = n. Mivel b = n (mod 2), igy tetsz6leges

B C V,|B| = n esetén 2"+ iranyitas van, melyben pontosan a B-beli csticsok paros kifokiak, és (2:)—
féleképpen tudunk n-elemd B részhalmazat valasztani a cstcsoknak, igy Osszesen 27+ (i?) megfelels
irAnyitas van.

2. bizonyitas arra, hogy minden B C V, |B| =n (mod 2) esetén 2! megfelel§ iranyitas van:
Allitas 1: Minden A C V péros elemii csticshalmazhoz létezik G-nek olyan feszit6 részgrafja, melyben
pontosan az A-beli csicsoknak lesz paratlan a foka.

Bizonyitds: Allitsuk parba az A-beli cstcsokat. Minden parhoz van olyan tt G-ben, ami az egyik
csticsbol a mésikba megy, hiszen G 6sszefiiggd. Vegylink minden péarhoz egy ilyen utat, és egy élet
pontosan akkor rakjunk be G-nek a H részgrafjaba, ha paratlan sok utban szerepel. Ekkor H megfeleld
lesz, mivel minden tton csak a két végpont paratlan foku, igy az utak 0sszességében pontosan az A-beli
cstcsok lesznek paratlan fokuak, és a cstucsok fokdnak paritdsa nem véltozik, ha pontosan azokat az
éleket rakjuk H-ba, amelyek paratlan sok itban vannak benne.

Allitas 2: Ha A, B C V és |A| és | B| azonos paritast, akkor ugyanannyi olyan irdnyitasa van G-nek
ahol pontosan az A-beliek paros kifokuak, mint ahol pontosan a B-beliek paros kifokuak.

Bizonyitds: Legyen A és B szimmetrikus differenciaja C, ekkor |C| paros, igy van olyan H C G
feszit§ részgraf, melyben pontosan a C-beli élek paratlan fokiak. Legyen S4 az a halmaz, amely

6/[g
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G azon iranyitasait tartalmazza, melyben pontosan az A-beli csicsok paros kifokiak, és definidljuk
szimmetrikusan Sp-t. Ha S4 nem iires, akkor vegyiink bel6Sle egy s iranyitast. Ha a H-beli Gsszes
él irdnyat megforditjuk, akkor pontosan a C-beli cstucsok kifokédnak paritasa fog megvéltozni, igy egy
olyan iranyitast kapunk, ahol pontosan a B-beli elemek kifoka lesz paros. Igy hozzarendeltiink s-hez egy
Sp-beli iranyitast. Minden S4-ban 1év§ irdnyitéashoz ilyen médon hozza tudok rendelni egy Sp-belit,
és nyilvanval6an minden S4-belihez kiilonb6z6t rendeliink, igy [Sa| < |Sp|. Ugynaigy [Sa| > |Sg| is
teljesiil, igy |Sa| = |SB|.

Tetszoleges iranyitasban 3n = n (mod 2) a csticsok kifoka Gsszesen, mivel ennyi él van G-ben, igy
ha A azon cstcsok halmaza egy iranyitasban, melyeknek paratlan a kifoka, akkor |A| = n (mod 2), és
igy |B| = 2n—|A| = n (mod 2), ahol B a paros kifoku cstucsok halmaza. Emiatt ha egy B cstcshalmaz
elemszama nem azonos paritasi n-nel, akkor hozza nem létezik olyan iranyitas, ahol pontosan a B-beli
elemek kifoka péaros, ha pedig |B| azonos paritasi n-nel, akkor ugyanannyi olyan iranyitas létezik,
amelyben pontosan a B-beliek péros kifokuak ,mint tetszéleges masik D halmazra, melyre |D| = n
(mod 2) a masodik allitds miatt.

Osszesen 23"-féle iranyitas van, és 22"~! olyan B C V részhalmaz van, melyre |B| = n (mod 2),
és ezekhez mind ugyanannyi irdnyitas tartozik, igy minden B C V részhalmazhoz melyre |B| = n
(mod 2) pontosan 2"+! olyan irdnyités van, melyben pontosan a B-beli csticsok péros kifokiak.
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E-+6. Jaték: A jaték kezdetén a szervezdk 4 kupac korongot helyeznek az asztalra. A soron kovetkezd jatékos elvesz
egy kupacot, majd egy masikat kettéoszt nemiires részekre. Az veszit, aki nem tud lépni.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jdatékban! A kezdddllds ismeretében ti donthetitek el, hogy a kezdd
vagy a masodik jdtékos borébe szeretnétek bujni.

Megoldas: Nyerg alldsnak nevezziik azt, ahova lépve egy jatékos nyer.

Akkor nem tud valaki 1épni, ha minden kupacban 1 korong maradt, tehat az (1,1, 1, 1) egy nyer6al-
ls.

S6t, az Osszes (ptl, ptl, ptl, ptl) alaka helyzet nyercallas. Hiszen egy ilyen helyzetbdl a (ps, ptl, ptl, ptl)
tipust allas érhetd el, ebbdl pedig az ellenfél visszaallithatja a csupa paratlan helyzetet (a kupacok
sorrendjének nincs jelentSsége). Tehat a (ps, ptl, ptl, ptl) allas vesztShelyzet. Hasonloan lathato, hogy
a (ps, ps, ptl, ptl) allas is az.

Igy mar csak azzal az esettel kell foglalkoznunk, ha legfeljebb egy paratlan kupac van. Ha ezekben
az esetekben egy jatékos egy paros kupacot két paratlan részre bontana, akkor elvesztené a jatékot
(hiszen az ellenfele elérhetné, hogy csupa paratlan kupac maradjon). Ha ilyen lépéseket nem engediink
meg, akkor ezt a véltozatot mddositott jatéknak hivjuk.

Megmutatjuk, hogy a modositott jaték (2a,2b,2c,2d), ill. (2a,2b,2¢,2d — 1) allasaibol inditott
lejatszasok megfeleltethetGek egymasnak. Ennek meggondolashoz érdemes egy potkorongot hozzavenni
a paratlan kupachoz. Egy paratlan kupac szétosztésakor a poétkorong keriiljon abba a kupacba, ahol
paratlan sok korong van. A potkoronggal kiegészitett (modositott) jaték megfelel egy (2a,2b, 2¢, 2d)
(modositott) jatéknak, meggondolhato, hogy a megengedett lépések kolecsonosen egyértelmiek.

A befejezé 1épésben a modositott jatékot visszavezetjik az eredeti jatékra. A modositott jaték
(2a,2b,2¢,2d) (vagy (2a,2b,2c,2d — 1)) allasat megfeleltethetjiik az eredeti jaték (a, b, ¢, d) allasanak.
A modositott jaték minden 1épését kettével osztva egy jo megfeleltetést kapunk (ennek meggondoléasat
Gjra az olvasora bizzuk).

A modositott jaték megnyerése alapjan az eredeti jatékot is konnyen tudjuk jol jatszani. Igy
Osszességében az eredeti jaték lejatszasat visszavezettiik fele akkora méretidi kupacokra. Ezek alapjan
meghatarozhatjuk a nyerShelyzetek, és ehhez hasonléan azt is tudjuk, hogy mit kell 1épni egy adott
helyzetben.



