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1. Feladat
(a)

2L

~

O
<

Irjuk fel a koszinusz- és a szinusz-tételt a felfiiggesztési pont,
a @ toltés és a ¢ toltés alkotta haromszogre (1d. dbra):

r? =5L% —4L%cos ¢ , (1)

r 2L r 2L
= - (2)

fd — —
sing  sin(90° + «) sing  cosa

Ezt kovetden vizsgaljuk meg a () toltésre vonatkozd moz-

gasegyenlet rudra merdleges komponensét. A nehézségi erod

és a q toltés okozta Coulomb-taszitast kell figyelembe venni.

Egyensilyban az ered6é ridra meréleges komponense nulla:
1 Qq

0=mgsinp — ———-cosa.
dmeg T

A (1) és (2) egyenleteket felhasznalva:

. 1 2QqLsiny
0 =mgsinp — ,
4req r3
0= s l 1 QqL
=sinp |mg —
v 2meg (5L2 — 4L2 cos @)/

A fenti egyenlet két lehetséges megoldasa ¢ = 0 és ¢ = 180° (hiszen ekkor siny is 0). Ezen
kiviil mas megoldas is lehet, ha a szogletes zardjelben allo kifejezés nulla:

0= mg — 1 Qq
2me L2 (5 — 4 cos p)*/?
/3
Q. \’
5 dcosp= |24
cos <27r50mgL2 ’

2/3
)

© = arccos |- — __Qa
4 16meqgmgL?

Természetesen ez csak akkor értelmes, ha az arkusz koszinusz argumentuma —1 és 1 kozotti:

2/3
L_(_ Qi V"
4 = \16meqgmglL?

2 2
< i N 2megmgL <q< 547?522mgL

0 (3)

Osszefoglalva, a lehetséges egyenstilyi helyzetek szdma kettd, ha a (3) feltétel nem teljesiil,

harom, ha teljesiil.
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(b)
A stabilitas vizsgalatahoz mozditsuk ki a testet kicsiny e szoggel ¢ egyensulyi helyzetébol. Ek-
kor a mozgédsegyenlet tangencidlis irdnyban a korabbiak alapjan (a ¢-t noveld irdnyt pozitivnak
valasztva):

1 Qq
2me0 L2 (5 — 4 cos(p + £))*/
Tudjuk, hogy 0 < ¢ + e < 180° esetén sin(p + ) > 0, igy ez akkor stabil, ha a szogletes
zardjelben allo kifejezés e-nal ellentétes eldjelti.

ma; = sin(y + ¢€) —mg

e A ¢ = 0 esetben ¢ > 0, igy negativ el6jelet varunk. Ha ¢ = 0-nal a kifejezés negativ,
akkor kis e-okra biztosan nem fog elGjelet valtani, tehat ez az egyensilyi helyzet stabil

lesz. Ennek feltétele: ¢ < %.

e Hasonld a helyzet a o = 180° esetben. A stabilitas feltétele ekkor: ¢ > W.

e A harmadik egyensulyi helyzetben ¢ = 0 esetén éppen nulla a kifejezés. Ha e-t noveljiik,
a koszinusz csokkenni fog, ezaltal a teljes kifejezés is csokken. Ha e-t csokkentjiik, ha-
sonlban a teljes kifejezés né. Tehdt ez az egyensilyi helyzet mindig stabil (amennyiben
megvalésulhat).

Megjegyzés: Erdekességként dbrazolhatjuk az egyensilyi helyzeteket és stabilitdsukat ¢
fiiggvényében specidlis @), m és L megvalasztasa mellett:

Q=10"*C,m=1qg,L=10 cm
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Megfigyelhetoek bizonyos elagazasok, ahol egy stabil egyensilyi helyzet egy stabilld és egy
instabilla valik szét, avagy forditva. Az ehhez hasonlo jelenségeket szokés bifurkacionak nevezni,
és a fizika tobb teriiletén is el6fordulnak.
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2. Feladat

(a) és (b)

Tekintsiink N darab tomegpontot! Az i-ik tomegét jelolje m;, helyvektorat r;.
Ennek az N pontbdl allé rendszernek a tomegkozéppontja

1 N

helyen talalhaté, ahol M a rendszer 0ssztomege, azaz

N
=1

A Koch-gorbe szimmetrikus, ezért vektorok helyett elegendé y tengely iranyu tavolsagokkal
dolgozni. Jeldlje az n-ik Koch-gorbe tomegét M,, és tomegkozéppontjanak Ey tengelytol vett
tavolsagat S,,.

M, En
Sn
Kovetkezd, n+1-es Koch-gorbének tomege M, = 4]‘34" ugyanis a harmadara kicsinyitett

gorbét vessziik négyszer. S kifejezésében levd szumma N = 4-ig fut, és a benne levo m; = %

tomegek azonosak, igy kiemelheté a szummabdl.

Sn+1 -

Mn+1 ;mzyz = > i

=1

En+1
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Itt y; a kicsinyitett Koch-gorbék tomegkozéppontjainak magassaga, y1 = yy = 2= és yy =
ys = £ cos60° + 22 sin 30°. Ezek alapjan a rekurziés osszefiiggés

6 3
S, LV3
S()—O, STH_I—Z—FT
Ennek segitségével kiszamolhatd, hogy S; = fL és Sy = 5£L. (Ez a vélasz az a) feladat-
ra).

(c)

Onmagéban a rekurziv képlet alapjan nem nyilvanvald, hogy S, sorozatnak létezik hatarértéke,
am a geometriai kép alapjan ez evidens. S, sorozatnak biztosan létezik felsé korlatja, ilyen
példaul a Koch-gérbe magassaga. A rekurziv képletbdl az is latszik, hogy S,, szigoriian mono-
ton novo sorozat. Szigorian monoton névekvo, feliilrdl korlatos sorozatoknak biztosan létezik
hatarértéke, azaz a Koch-gorbe tomegkozéppontjanak magassaga egy

S = lim S,
n—oo

értékhez tart. A hatarérték létezésébol kovetkezik az, hogy a sorozat indexében végtelenhez
tartva a tagok kiilonbsége nullahoz tart, azaz

7}1_)1{.10 Sn+1 — Sn =0.

Az elébbi gondolatnak a kapcsolata a rekurzids osszefiiggéssel az, hogy S,.1 = S, = S-t irva a
rekurzios képletbe megkapjuk a kérdéses

S L3 LV3
=it 7 STy

hatarértéket.
Megjegyzés: Masképpen is eljuthatunk ehhez az eredményhez. A rekurziés képletben szerepld

konstanst nevezziik el () = L‘[—nak A rekurzios képletbdl gyarthatd egy emeletes tort, ami
azonos egy mértani sorral.:

%:Z+Q+Q+Q PR U NS S S LV3
4 4542 8o S 1-1 18
S, explicit képlete is megadhato.:
1 1 1 1-L
S, =Q(1 = ar
Q( +4+42+ +4n—1) Ql—i
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3. Feladat

Az idealis gazok allapotegyenletét felirva megkaphatjuk az izobar egyenletét a T'— V' sikon:

pV =nRT
p

Ezek origon atmend egyenesek, amelyek meredeksége a nyomaéssal egyenesen aranyos. Ott lesz
tehat a nyomas minimalis illetve maximalis, ahol a legkisebb illetve legnagyobb meredekségii
izobarok érintik az ellipszist. Feladatunk igy a két érint6 megtaldlasa.

Az ellipszis egyenlete a megadott abra alapjan:

V-W)? (T-T)

—1. (5)
6V 2510

A (4) és (b) kifejezések alapjan a metszéspontnak ki kell elégitenie az alabbi egyenletet:
(V= W)? n (Y - T)®

17,2 12
16V0 25T0

=1,

6., 32 250 500
Dy Py e 2y Oy 95
A T o= Ay -7 ’

16 252 \ ., (32 50p )
— A [ /4 S V+40=0.
<V02 * n2R2T02> Vo " wRL,) T

Erintét olyan p esetén kapunk, amikor ennek az egyenletnek pontosan egy megoldasa van. Ez
akkor fordulhat el6, ha a diszkriminans nulla:

32 50p \ 2 16 25p?
— — 160 | — =0
(Vo i nRT0> (‘/02 * n2R2TE ’
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1500 , 3200 1536

— 0.
2RTe? T VnRT,E T V2
Ez masodfoku egyenlet p-re nézve, megoldédsai:
nRTO nRTO
min20773' y maa::1740' . 6
P Tt = (6)

4. Feladat
(a)

Bontsuk fel a vizsgdlt térrészt kicsiny Ap kézépponti szogli tartomanyokra, amelyeken beliil

a torésmutat6 kozel allandénak tekitheté (1. dbra). A tartoményok hatarain a fénysugar a
Snellius-Descartes-torvénynek megfelelden torik:

nsin 8 = (n+ An)sin(f + ApS) .

A fénysugar radiusszal bezart « szoge éppen 90° — 3, igy:

ncosa = (n+ An)cos(a + Aa) .

1. abra

Ezt az addicios tétel szerint felbontva, a segitségben megadott elsd két kozelitést felhasznal-
va, és a masodrendiien kicsi tagokat elhanyagolva:

ncosa =~ (n 4+ An) (cos a cos Aa — sin asin Aav)
ncosa &~ ncosa + Ancosa — nsin aAa ,

nsin aAa ~ Ancos a . (7)
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A Ap szogl tartoméanyon beliill a fénysugar egyenes palyan halad. Akkor lesz logaritmikus
spiral alaku a palya, ha a kovetkez6 tartomany hataranal ismét (§ lesz a beesési szog, vagyis
Osszességében o nem valtozott. Ekkor az 1. dbran lathaté modon teljesiil a kovetkezo:

Ap = Aa . (8)
Ezt az (7) egyenlettel sszevetve:

A
—nztga-Agp.
n

A segitségben szereplé harmadik kozelitést felhasznéalva:

A(Inn) = A (tga - )

A feladat feltételei szerint ¢ = 0 esetén a torésmutaté ng értéki. Ebbol végiil megkapjuk a
torésmutatd helyfiiggését:

Inn —Inng =tga - ¢
n(p) = ng - €% (9)

(b)

Az a = 0 esetben tga = 0, igy a (9) formula alapjan a térésmutaté:

Megyenes(9) = 70 (10)

ez tehat megvaldsulhat. Az eredmény trivialis, azt kaptuk, hogy konstans torésmutatd esetén
egyenes palyan halad a fénysugar.

Az a = 90° esetben tga nem értelmes (végtelenhez tart), igy a torésmutaté sem értelmezhe-
t6 (szintén végtelenhez tart). Ebbdl arra kévetkeztethetiink, hogy csak p-t6l fliggd torésmutatod
esetén a henger tengelyével egybeeso kozéppontu korpalya nem alakulhat ki. Ez mas mddsze-
rekkel is belathato. f

5. Feladat

Ahhoz, hogy a kerékparos az tton végigmozogjon a szakaszon egy irdnyban, egy minden pont-
ban allandé nagysagu erét kell legy6zzon. A munkatétel szerinti W = F - Ax Osszefiiggésbol
— amely megadja az elvégzett munkat a fékezéerd (mint vektor) és elmozdulds (mint vektor)
skalarszorzataként — azt lathatjuk tehat, hogy a teljes munka az erd és a szakasz altal definialt
vektor skalarszorzataként all el6, mivel az er6é nem fligg a helytdl. Jelolje az otthon pontjat O,
az iskolaét S! A teljes munka szamolhaté az iskolaba menet végzett munka és a hazamenet
végzett munka Osszegeként,

W = Wag + Wgg = Foz - 08 + Fg - 5O.
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(a)

(b)

(c)

. F = —av. A negativ elojel azt jelenti, hogy az er6 fékezi a mozgast, a kerékparosnak kell

munkat végeznie, hogy ne csokkenjen az energiaja, mert a kornyezete elvesz tole energiat.
El6jelhelyesen tehat a kerékparos altal végzett munka

W =avl + avl = 2avL.

F = —3v? - ¥, ahol ¥V a sebesség irdnyu egységvektor. A kerékparos altal végzett munka

W = pv*L + BviL = 26v2L.

W=F, L+F, -L=2F,L

Ha a kerékparos sebessége v, akkor t = L/v id6 alatt megy végig egy irdnyban. A
dinam¢ 4ltal leadott hasznos teljesitmény P, amelyet a mozgasbol nyeri n = Py/Piejjes
hatasfokkal. A kerékparosnak a dinamé miatt Piejjes = Py/n teljesitménnyel kell haladnia
t id6én at, egy iranyban. A teljes elvégzett munka

W =t-Py/n+t-Py/n=2tP;/n=2LP,;/(vn).

Az kozegellenallasi er6kbél szarmazo munka a sebességnek szigorti monoton névé fligg-
vénye, ezért minél kisebb sebességgel érdemes haladni az els6 két fékezohatast tekintve.
Erdekes matematikai tény, hogy nincs legkisebb szdm a (0; 1] intervallumon, tehat nincs
olyan = € (0; 00), amelyre az f (z) = x vagy f () = 2? minimdlis volna. Amint mondha-
tunk, hogy minél kisebb, annal jobb.

A gordiilési ellendallas legy6zéséhez elvégzett munka fiiggetlen a sebességtol, azért ott
mindegy, mekkora sebességet valaszt f6hosiink.

A dinamo esetén viszont a végzett munka a (pozitiv) sebességnek szigorti monoton csokke-
no fiiggvénye, ezért minél gyorsabban érdemes mennie. Ismét csak azt mondhatjuk, hogy
nincs legnagyobb szam a (0; 0o) intervallumon, vagy mas széval, nincs olyan = € (0; 00),
amelyre 1/z minimélis volna. Amint mondhatunk, hogy x minél nagyobb, annél jobb.

Ebben az esetben a szél, és igy a relativ sebesség és a kozegellendllasi erd is parhuzamos a
kerékparos sebességével. Fujjon a szél az iskola fel6l hazafelé, és erre az esetre irjuk fel a
munkédkat! (Ha a mésik irdnyba fijna, csupan a két kilsé tag sorrendjét kellene felcserélni.)

e Lamindris aramlas esetén W = «a (v 4+ vs,) L + a (v — vs,) L = 2avL, vagyis nem kertl

tobb munkéba.
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e Turbulens adramlas esetén

(d)

W = B(v+vs.)’L + (v — v,,)°L = 28 (1)2 + ng) L
AW = 28v2 L

tehat itt mar tobb munkat kell végeznie a bicajosnak.

Laminaris aramlas esetén az erd, mint vektor, a relativ sebesség a szorosa. Ez a tény,
hogy a kettd kozott egy linearis kapcsolat van, fontos. Ha a relativ sebességet felbontjuk
két vektor Osszegére, akkor az egyes komponensekre szamolt erok vektori 0sszege az eredd
vektorra szamolt erével lesz egyezo:

F=—-av=—a(vi+vy) = (—av)+ (—avy) =F; + Fs.

Ha a felbontas iranya épp az otthon-iskola-tengely és az arra meroleges irany, az most
nagyon praktikus lesz nekiink. A relativ sebességet épptigy bonthatjuk fel komponenseire,
mint a kozegellenallasi erét, és a két haromszog (vagy téglalap) egyméashoz hasonlé lesz.
Aztlathatjuk tehat, hogy a haladas iranyaval parhuzamos komponense az erének éppen
ugy szamolhatd, mintha csak a haladasi irannyal parhuzamos komponense szamitana a
relativ sebességnek.

Az erének az a komponense, ami meroleges a haladdsra, nem végez munkat. Munkét csak
a sebességgel parhuzamos komponens végez,

Fys- 05 = (Fy +F.)-O8 =F - 08 + F. - 08

= [v 4 vg, - cos (¢)] L.

A mésik irdnyra hasonlé eredményt kapunk: Fgj - @ = [v — vs, - cos ()] L. A munkét
megkapjuk ezek L szeresként, és a két tag Osszegébol ismét kiesik a szél sebessége.

Turbulens aramlasnal bonyolult a helyzet, mert az eré a sebességnek nem lineéris fiigg-
vénye. Itt mar nem mondhatjuk, amit az el6bb, vagyis most

Fi+F =F = =60 # (=091 ) + (=By*¥)),

ahol v =v, +v|, [vi|=wv és L:”‘ = v||, tovdbbd a hulldmos vektorok a jelzett vektor ird-
nyu egységvektorok. Amit tovabbra is mondhatunk, hogy a végzett munka az erének csak

az 0S8 vektorral parhuzamos komponensétdl fiigg, de ezt nem a sebesség-komponensbdl
kell szamoljuk, hanem az erének a vetiiletébol.

A relativ sebességet a sebességek O?—sel parhuzamos és parhuzamos komponenseinek
nagysagabol szamolhatjuk a Pitagorasz-tétel segitségével,

vpet = /07 + 0% =/ [z - c0s (i) + o + [vs. - sin ()]

v2, 4+ 02 + 20, cos ().
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Az (ﬁ—sel bezart v szogre pedig
cos () = (vsz €os (¢) + V) /Vper-

A teljes kozegellendlldsi eré F = —3v2,¥,.;, ennek 0% iranyt komponense:

‘FH’ =F, =F-cos (v) = ﬁ\/vgz + v2 + 20, cos () (vs, cos (@) + v),

amelybdl egy L-lel valo szorzassal megkapjuk az egy iranyba sziikséges elvégzett munkat.
A masik iranyba sziikséges munkat pedig egy vs, — —uv,, cserével szamolhatjuk, igy a
teljes munka:

W =1Lp [\/v2 + 02, 4 20wy, cos () - (v + v, cos (¢)) +

+1/v% 4+ 02, — 2005, cos (@) - (v — vy, cos (p)).

Ellendrizhetjiik, hogy ¢ = 0 esetén éppen visszakapjuk azt az esetet, amit mar kiszamol-
tunk, vagyis hogy a szél OS irdnyt. Egy masik konkrét szam, ami érdekes lehet, az a
© = 90°. Erre azt kapjuk, hogy

W =2L3\/v? + 12, - 0.

Ez nagyobb, mint ami ahhoz sziikséges, mint amikor nem fij a szél. Tehdat turbulens
aramlas esetén akkor is nagyobb ero kell a kerékparozashoz, hogyha a szél a menetiranyra
merolegesen fuj.

(e)
W =2avLl + 2F,L + 2LP,;/(nv)

Mikor minimalis v-ben W7 A minimum helyét a 2. tag, azaz gordilési ellendllasbol szérmazé
tag nem befolyasolja, mert értéke fiiggetlen a sebességtél, igy ki lehet hagyni. Az optimalis
sebességnél tehat

W = (2al)-v+ (2LP,;/n) - .
minimalis. Az elso tag azt mondja, hogy minél nagyobb a sebesség, annal nagyobb W, a méso-
dik tag éppen forditva. Az elsé tag v-nek a novekedtével mindig ugyanannyira néveli W értékét,
a masodik viszont egyre kevésbé csokken, alulrél a 0 a korlatja. Ha nagyon kicsi a sebesség,
akkor a 2. tag nagy. Ahogy noveljiilk a sebességet, a 2. tag eleinte nagyon csokken. Nagyon
nagy sebességnél pedig az 1. tag folyamatosan, allandé mértékben né a sebességgel, mig a 2.
mar lényegében nem valtozik. A kettd szélséség kozott talalhatunk tehat egy olyan sebességet,
amikor az 1. tag éppugy novekszik, ahogy a 2. csokken. Ennél kisebb sebességnél pedig az 2.
tag még gyorsabban csokkenne, mint ahogy az 1. tag névekedne. Nagyobb sebességnél viszont
a 2. tag mar lassabban csokken, mint ahogy né az 1, igy itt is nagyobb volna W értéke. Hol
van az a hatar, ahol a csokkenés és a novekedés mértéke ugyanakkora?
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e Ha grafikusan nézziik, azt latjuk, hogy van egy 2aL meredekségii egyenes és egy 2LP,;/n
szeresére, y-ban kinyujtott hiperbola. Mikor lesz ellentétes nagysidgi a két fliggvény
meredeksége? Ezt elemi eszkozokkel nehéz megmondani. Ugyesen szérjuk szét az egyiitt-
hatokat!

w

W i 1
(L LS Y T
1/204Lﬁ 2LF; ,/QQLﬁ-v

Az igy bevezett W mennyiség azért jo, mert W-nek csak egy szamszorosa, tehat a két

fajta W-nek ugyanott van minimuma. A sebességek egytithatoi pedig jok, mert ha most
bevezetjiik a

Ui

5= [2aL .
v “3LP,

()

jeldlést, akkor kapjuk, hogy W = v + L. Itt djra felthetjiik tehdt a kérdést, hogy mikor

lesz az 1. és a 2. tag meredeksége ellentétes nagysagu. Az 1. tag meredeksége 1, tehat a
kérdés, hogy a masodiké hol —17 Szimmetria okok miatt ez a

v=1
helyen lehetséges, tehat ha

Ui

e, IR
oLp, T T T ey

e Az el6z6 gondolatmenet lényegében a derivalasra alapul, és intuitiv moédon oldja meg a
kérdést. Lehetne egybdl derivalassal is vizsgalni a szélsohelyzeteket és inflexiés pontokat,
azonban van egy elemi modszer a szamtani-mértani kozepek alkalmazéasaval. Vezessiik

v =2l

be ugyanigy a v mennyiséget, hogy csak a W = v + * fiiggvényt kelljen minimaliz4lni.
Két szam szamtani és mértani kozepérdl azt tudjuk, ﬁ)ogy el6bbi mindig nagyobb, vagy
egyenld, mint az utébbi, és egyenld csak akkor lehet a két mennyiség, ha a két szam is
egyenl6. Legyen az egyik szdm v, a masik pedig %, ekkor a szamtani-mértani kozepek

alapjan

egyenloség pedig akkor van, ha

v =
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