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C1. Andris azt vette észre, hogy ha Osszeszorozza, hogy hany éves 6, a 8 évvel fiatalabb hiiga és a dédapja, akkor épp
az idei évszamot kapja, azaz 2020-at. Melyikiik milyen idGs?

Megoldas: A 2020 a szamelmélet alaptétele szerint egyértelmiien irhaté primek szorzataként. 2020 =
2-2-5-101, igy mindenképpen lennie kell az életkoraik kézott egy 101-gyel oszthaté szamnak.

Andris vagy a higa nem lehet legalabb 101 éves, mert akkor a dédapjuk legfeljebb 2020/101 = 20
éves lehetne, és nyilvanvaléan nem lehet fiatalabb a dédunokainédl. Tehat a dédnagypapa életkora
oszthato 101-gyel.

Ha a dédnagypapa legalabb 404 éves lenne (igen, ez meglepd lenne, de senki nem mondta, hogy
dédnagypapa ember), akkor Andris és a haga is legfeljebb 2020/404 = 5 évesek, igy kevesebb, mint 8
év lenne kozottiik.

Ha a dédnagypapa 202 éves lenne (azért még ez is impressziv lenne), akkor Andris és a huga
életkorainak szorzata 10, azaz vagy 10 és 1 évesek, vagy 5 és 2, de egyik opcié sem lehetséges, mert
nem 8 az életkoraik kozotti kiilonbség.

Ebbdl kévetkezik, hogy a dédnagypapa 101 éves, igy Andris és a huga életkoranak a szorzata
2-2-5=20.

A 20 két pozitiv egész szam szorzataként a kévetkezSképpen irhato fel: 1-20, 2-10, vagy 4-5. Azt is
tudjuk, hogy Andris és a higa kozott 8 év a kiilonbség, és ennek a feltételnek csak a 2 — 10 szamparos
felel meg. Tehat Andris 10, higa 2 és a dédnagypapa 101 éves.
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C2. Kilenc indian torzs valasztast tart, hogy keletre vagy nyugatra induljanak @j vadaszmezdket felkutatni. Minden
torzsben kilenc harcos van, és a torzsek egyszerii tobbséggel déntenek. A torzsek hirvivsi Gsszegytilnek a Nagy Fenys
alatt, és elmondjak, hogyan dontott a torzsiik. Amelyik iranyra tobb torzs voksolt, arra indulnak.

a) Eléfordulhat-e, hogy a 81 indidn tobbsége nyugatra indulna, mégis kelet felé veszik az utjukat?

b) Végiil 5 torzs nem jelent meg a tanacson, valamint kideriilt, hogy a maradék négybél is csak négy-négy harcos
szavazott. Igaz-e, hogy ha ekkor nyugatra indultak, akkor a szavazésban részt vevs 16 indian tobbsége tényleg ezt akarta,
feltéve, hogy mind a négy torzs egyértelmien el tudta dénteni, hogy melyik irdnyba szeretne indulni?

Megoldas: a) Igen, lehetséges. Ha példaul van 5 torzs, amelyeknek egyenként 6t-6t tagja keletre
szavaz, akkor az Osszes tObbi indidn akar nyugatra is szavazhat, keletre fognak indulni. Lesz ugyanis
legalabb 5 olyan torzs, ahol a 9 harcos koziil legalabb 5 valasztja a keleti-, és legfeljebb 4 a nyugati
irdnyt, igy ezek a torzsek keletre indulnadnak. Emiatt a 9 torzs koziil lesz legaldbb 5 olyan, amelyik
keletre indulna, de legfeljebb csak 4, amelyik nyugatra, tehat az irany egyértelmien: kelet.

Tehéat elég, ha 5 -5 = 25 harcos preferdlja a keleti iranyt, akiknek a szama kevesebb, mint a t6bbi
56 harcos.

b) Most a torzsek szama paros. Tudjuk, hogy nem volt dontetlen a torzsek hirvivéi altali szavazé-
son, ezért a négybdl legalabb 3 hirvivs altal képviselt torzs szavazott nyugatra. Ahhoz, hogy ezek a
torzsek maguk kozott a nyugatot valasszak, ugyanigy az sziikséges, hogy a torzseken beliil legalabb
harom-harom harcos szavazzon nyugatra (kiillonben vagy a keletre szavazok lennének tobbségben; vagy
ugyanannyian lennének, de akkor dontetlen lenne, amit a feladat kizart).

Tehat feltéve, hogy nyugatra indultak, legaldbb 3 -3 = 9 harcosnak kellett nyugatra szavaznia, ami
a 16 harcosnak valéban tobb, mint a fele.
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C3. Csenge téglalap alaku ablakara ragasztott egy sarga és egy piros
foliat, hogy reggel szines fények jatsszanak a szobajaban. Ahol a két
folia fedi egymast, ott narancssarga szint kapott. Az ablak 80 cm magas,
120 cm széles, sarkait az abra szerint A, B, C' és D jeloli. A két folia
haromszog alaki, két-két csticsuk egybeesik az ablak két als6 sarkaval,
A-val és B-vel. A sarga folia harmadik cstucsa, S, a DC oldal D-hez
kozelebbi harmadolépontja, mig a piros félia harmadik csicsa, P, az SC
szakasz C-hez kozelebbi negyedel6pontja. A tisztan piros rész — azaz a
BPE haromszog — teriilete 16 dm?. Mekkora az ablak azon részének
teriilete, amelyre nem ragasztott foliat Csenge?

A B

1. Megoldas: Hatarozzuk meg az S és az P pont tavolsagat a csticsoktol. Mivel S harmadolopont, igy

IDS| = 129 = 40 cm és [SC| = 80 cm. P pedig negyedeli az SC szakaszt, azaz |[PC| = 8% = 20 cm.

Mivel AS D olyan derékszogti haromszog, amelynek mindkét befogbja ismert, a teriilete meghatérozhato:

Tasp = W = 1600 cm? = 16 dm?. Hasonloképpen hatarozhatjuk meg az SBC derékszogi
80 cm-80 cm __
5 =

haromszog teriiletét, mivel annak is ismerjiik a két befogojat. A terilete: Tspo =
3200 cm? = 32 dm?.

Hatarozzuk meg a PSE és a PBC haromszogek teriiletosszegét is! Hasznaljuk fel, hogy az SBC
haromszog teriilete a PSE, a BPE és az PBC haromszogek teriileteinek az Gsszege, igy a PSFE és a
PBC haromszogek teriileteinek Osszege megyegyezik az SBC és a BPFE haromszogek teriileteinek a
kiilsnbségével. Azaz Tpsg + Tppc = Tspc — Tepe = 32 dm? — 16 dm? = 16 dm?.

A héarom fehér rész ossztertilete ez alapjan: Tasp + (Tpsg + Tppc) = 16 dm? + 16 dm? = 32 dm?.

2. Megoldas: Az ABCD téglalap teriiletét ki tudjuk szamolni: Tagcp = 120 cm-80 cm = 9600 cm?.
Ezutan még meghatéarozzuk az ABS haromszog teriiletét. Ha a fehér teriiletet T'yepep-rel jeloljiik, akkor
Tapcp = Taps + TBpE + Teher Osszefiiggés ismert, igy ebbdl mér ki tudnank szamolni T'yeper-et.

Ismert a haromszog teriiletképlete: T' = #5t«, ahol a egy oldal, és m, a hozzd tartozé magassig.
Megmutatjuk, hogy az ABS haromszog AB oldalahoz tartoz6 magassag hossza megegyezik a téglalap
AD oldaldnak hosszéval, amirgl ismert, hogy 80 cm.

Az S cstcsboél induld magassag merdleges az AB oldal egyenesére, és mivel AB egyenese parhuzamos
DC egyenesével, igy tetsz6leges, DC-n 1év6 pontbdl az AB egyenesre alitott merdleges szakasz hossza
azonos a két egyenes tavolsidgaval. Tehat az ABS héromszog teriilete AB hossza szorozva az AD
oldal hosszaval, majd osztva kettével. Igy Tups = W = 4800 cm? (ami éppen fele a téglalap
tertiletének).

Mivel 16 dIIl2 = 1600 Cm2, Tfeher = TABC’D — TABS — TBPE = (9600 — 4800 — 1600) CIIl2 =
3200 cm? = 32 dm?, ekkora a folia nélkiili részek Osszteriilete.




MATEMATIKA
megoldasok

Helyi fordulé:
2020. november 20.

kateQO‘l’Ia

9-10.

osztalyosok

C4. A vadnyugaton minden rablébanda 5 vagy 7 tagot szamlal. Egy alkalommal néhany banda 6kélvivé bajnok-
sagot rendezett. Mindenki mindenkivel pontosan egyszer mérkszott, kivéve persze a sajat bandajanak tagjait. Minden
mérkézésnek volt egy gybztese és egy vesztese. Legfeljebb hany bandatag vett részt a bajnoksagon, ha tudjuk, hogy
pontosan 16-an voltak, akik valamelyik mérk&zésiikon nyertek?
Megoldas: Vizsgiljuk meg, hogy hany olyan banda lehet, amelynek van olyan tagja, aki minden
mérkdzését elvesztette, azaz nem nyerte meg egyiket mérkézését sem. Legfeljebb csak egy ilyen banda
lehet! Ugyanis, ha van egy bandéban olyan ember, akire ez teljesiil, akkor az 6sszes tébbi banda minden
tagja megmérkszott vele, igy mas bandak tagjai legalabb egy mérkézésiiket megnyerték (legalabbis ez
ellen az ember ellen biztosan nyertek). Tehat legfeljebb egy bandaban lehet olyan ember, aki nem nyert
legaldbb egy mérk&zésen.

Most nézziik azokat a bandékat, amelyeknek nincs olyan tagja, akit mindenki megvert volna. Meg-
mutatjuk, hogy ezeknek a bandaknak az 6sszlétszama legfeljebb 15. A feladat feltétele szerint nem
lehetnek 16-nal tébben, ezért 7 tagi bandaboél csak 0, 1 vagy 2 ilyen lehet.

e Ha nincs héttagi banda, akkor legfeljebb 3 darab 5 tagi lehet, ami maximum 15 ember.

e Amennyiben 1 db 7 tagi banda van, amellett legfeljebb 1 db 5 tagu lehet (742 -5 = 17, ami
mar sok), ekkor legfeljebb 12 ezeknek a bandéknak az &sszlétszama.

e Végiil, ha két darab héttagti banda van, akkor melléjiik méar nem fér el 6ttaga, hiszen 2-7+5 =
19 > 16, ezért ekkor 2 -7 = 14 lenne a maximalis lehetséges létszamuk.

Ezek alapjan tudjuk, hogy azon bandék tagjainak az Gsszlétszama legfeljebb 15, amelyekben nincs
olyan ember, aki nem nyert. Emellett legfeljebb egy olyan banda van, amelynek van olyan tagja, aki
nem nyert mérkézést, és ez a banda legfeljebb 7 f6s. Ebbdl az kovetkezik, hogy az Osszes résztvevk
szama legfeljebb 15 + 7 = 22 volt. R4dadasul ez csak tgy lehetett, hogy harom 5 {8s és egy 7 f6s banda
tagjai vettek részt a bajnoksagban, és az 5 {6s banddknak nincs olyan tagjuk, aki ne nyert volna.

A megoldéashoz meg kell vizsgalni azt is, hogy ez valoban el6fordulhatott. Mutatunk egy lehetséges
példat:

e a 7 f6s banda 6 tagja elvesztette az Gsszes mérkszését
e a 7 f6s banda hetedik tagja legalabb egyet, de tetszGleges szamit nyert
e a harom 5 f6s banda egymas kozti mérkdzésein tetszdleges eredmény sziiletett.

Ekkor valéban 3 -5+ 1 = 16 azok szama, akik legaldbb egy mérkézésen gyézedelmeskedtek. Tehat az
Osszes banda tagjainak maximélis 6sszlétszama 22.
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C5. Albrechtnek a matematika dolgozataban az abc = ab+bc+ca egyenletet kellett megoldani, ahol a, b, ¢ szamjegyeket
jelolnek. Azonban rosszul masolta le a feladatot, igy 6 az abc = ab + bc + ca egyenletet oldotta meg a pozitiv egészek
kérében.

a) Mi volt az eredeti feladat helyes megoldasa?

b) Milyen eredményt kapott Albrecht?

Megjegyzés: Az Ty jelolés az x,y szdmjegyek egymds mellé irdsdaval készilt tébbjegyd szamot jeldli, az xy pedig x és y
szorzatdt.

Megoldas: a) a, b és c is szerepel tobbjegyl szam legnagyobb helyiértékén, ezért mindegyik értéke
legalabb 1. Az abc alakt szam értéke 100a + 10b + ¢, és hasonléan ab = 10a + b, bc = 10b + ¢, és
¢a = 10c+ a. Irjuk be ezeket az eredeti egyenletbe: (100a + 10b+c¢) = (10a +b) + (10b+¢) + (10c+a).

Vigyiik egy oldalra és vonjuk 6ssze az azonos valtozokat tartalmazé tagokat! Az igy kapott egyenlet:
89a = b+ 10c. b és c is legfeljebb 9, ezért b + 10c < 9+ 10 -9 = 99, tehat az egyenlet jobb oldaléan
allo kifejezés legfeljebb 99. Emiatt ¢ nem lehet 1-nél nagyobb, hiszen akkor 89a > 89 -2 = 178 > 99
lenne. a > 1 is feltétel volt, tehat ha van megoldas, akkor ¢ = 1 mindenképpen. Ebbdl azt kapjuk,
hogy b+ 10c = 89. 10c oszthatd 10-zel, ezért b tizes maradéka megegyezik a 89 tizes maradékaval, tehat
b=9, ésigy c=8.

Az eredeti feladatnak az a = 1,b = 9, ¢ = 8 szdmharmas valoban megoldasa, errél meggy6zédhetiink
behelyettesitéssel: 198 = 19 + 98 + 81.

b) Megfigyelhetjiik, hogy ha az egyenletben tetszsleges két bettit felcseréliink, attol az egyenlet
ugyanaz marad. Emiatt elegendd azokat a megoldas szdmharmasokat megtalalnunk, ahol a < b < ¢,
hiszen az ilyen megoldésokbol a szamok paronkénti felcserélgetésével Albrecht feladatanak Gsszes t6bbi
megoldasa is megkaphato.

a, b és c pozitiv egészeket jeldlnek, tehat egyik sem 0. Emiatt az egyenletet oszthatjuk a szorzatukkal,
abc-vel, és ezzel a kapott egyenlet megoldasai pontosan ugyanazok maradnak, mint az abc = ab+bc+ca
egyenlet megoldasai. Az osztéassal kapott egyenlet: é + % + % =1

Ezt megoldhatjuk tgy, hogy sorban megnézziik a, majd b lehetséges értékeit, mivel nincs sok
lehet6ség. Elgszor tegyiink becslést a-ra. % + % pozitiv, ezért % < 1 (kiilénben a bal oldalon az Gsszeg
nagyobb lenne 1-nél), emiatt a > 2. Ugyanakkor a < 3, mivel ha a > 4 lenne, akkor b és ¢ is legalabb
4 kellene, hogy legyen, de ekkor az Gsszegiik legfeljebb 3 - % = % lenne, vagyis nem lehetne 1.

Ez alapjan a = 2 vagy a = 3. Nézziik meg az eseteket:

1. eset: a = 2. Ezt beirva az egyenletbe, azt kapjuk, hogy % + % = % Most a-hoz hasonléan b-t is
becsiiljik! % pozitiv, ezért % < %, ami miatt ¢ > 3. Masrészt, b < 4, kiilénben b és c is legaldbb
5 lenne, igy a reciprokosszegiik legfeljebb csak % < % lehetne.

Nézziik meg b két lehetséges értékét:

(a) eset: b =3, ekkor % = % — % = %, tehat ¢ = 6. A (2,3,6) szamharmas megoldasa Albrecht
egyenletének: 2-3-6 =2-34+3-6+4+6-2 = 36 Az a, b, c valtozok mind a 6 lehetséges

sorrendjiikben megkaphatjak a 2, 3, 6 értékeket, amelyek mindegyike egy-egy j6 megoldés.
(b) eset: b = 4, ekkor 1 = %, tehdt ¢ = 4. A (2,4,4) szdmhdrmas megoldés: 2 - 4 - 4 =
2-4+4-444-2=32. Nyilvan megoldas a (4,2,4) és a (4,4, 2) is.

2. eset: a = 3. Mivel b és c is legalabb akkora, mint a, a reciprokaik legfeljebb akkorak, mint a
reciproka, vagyis % Igy az Osszegiik legfeljebb 3 - % = 1. Az egyenl6ség pedig akkor és csak
akkor teljesiil, ha a = b = ¢ = 3. Ez is ad egy megoldést. Ebbdl a szdimharmasboél nem tudunk
cserélgetéssel téle kiilonbo6zE megoldést késziteni: 3-3-3=3-3+3-3+3-3 =27.

Megvizsgaltunk minden esetet. Az Albrecht altal megoldott feladat megoldasai az (a, b, c¢) = (2, 3,6),
a(2,4,4) és a (3,3, 3) szamharmasok, valamint ezekbdl a szamok felcserélésével kapott tovabbi megolda-
sok, Osszesen 10 kiilénb6z6 szamharmas.
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b) 2. Megoldas: Nagyon hasonlo, becsiilgetés megoldast adhatunk a b) feladatra anélkiil, hogy
1 szamlaloju torteket alakitanank ki. a, b és ¢ most is pozitiv egészek. Ugyantugy induljunk ki abbol
a megfigyelésbdl, hogy az egyenlet valtozatlan marad, akdrmelyik két betit is cseréljiik fel. Gytjtsiik
Ossze azokat a megoldasokat, ahol a < b < c.

Nézziik meg a lehetséges értékeit:

1. eset: a = 1. Ekkor bc = b + bc + ¢, vagyis b + ¢ = 0. Ennek nincs megoldéasa a pozitiv egészek
kérében.

2. eset: a > 3. Ekkor ab+ bc+ ca < %bc + %bc + “Tbc = abc. Mindharom tagot kiilon-kiilon becsiiltiik
az alapjan, hogy 3 < a < b < c. EgyenlGség esetén a feladat egy megoldasat kapjuk. Ennek

sziikséges feltétele, hogy ab = %bc, azaz ¢ = 3 legyen, és ekkor a = b = ¢ = 3. Ez tehat az
egyetlen megoldés, haa >3:3-3-3=3-34+3-3+3-3=2T.

3. eset: a = 2. Behelyettesitve az egyenletbe: 2bc = 2b 4 bc + 2c¢. Rendezziik at az egyenletet:
bc — 2b — 2¢ = 0. A bal oldalt szorzattd tudjuk alakitani, ha mindkét oldalhoz hozzidadunk
2.2 =4-et: bc — 2b — 2c + 4 = 4, ami egyenértéki azzal, hogy (b —2)(c —2) = 4.

Mivel a a legkisebb, b is legalabb 2, ezért (b—2) > 0. Ugyanakkor (b—2) < (¢ —2), tehat (b—2)
a 4-nek egy 2-nél nem nagyobb pozitiv osztdja. Ez alapjan (b — 2) értéke 1 vagy 2 lehet, igy két
eset van:
(a) eset: b =3, ekkor (c—2) = 4, tehéat ¢ = 6. Ez j6 megoldas, mivel 2-3-6 = 2:3+3-6+6-2 = 36.
(b) eset: b =4, ekkor (¢ —2) = 2, tehat ¢ = 4. Ez is — mint lattuk — jo megoldas: 2-4 -4 =
2-4+4-444-2=32.

A 2. esetben csak 1, a 3/a) esetben 6, a 3/b) esetben pedig Osszesen 3 megoldas kaphato a, b, ¢
lehetséges értékeinek permutalasaval.



