MATEMATIKA
megoldasok

Helyi fordulé:
2020. november 20.

9-12.

osztalyosok

D1. Az abran lathaté négyzetekbdl allo piramis alsé soranak minden kis négyzetébe nullast vagy egyest irunk. Felfelé
toltjiik ki az iires négyzeteket tgy, hogy az adott iires négyzetbe a két alatta 1év6 négyzet szdmainak Osszege keriil.
Hanyféleképpen tolthetjiik ki az alsé sort ugy, hogy a legfels§ négyzetbe irt szdm paros legyen?

Megoldas: Toltsiik ki a piramis alsé sordnak kis négyzeteit sorban az a, b, ¢, d, e valtozokkal, ahol mind
az 0t betd 0-t vagy l-et takarhat. Ezutan soronként felfelé haladva, irjuk be mindegyik kis négyzetbe
az alatta 1évs két kis négyzet szadmainak Osszegét (a feladat szerint). Példaul a kozépss sor jobb szélss
kis négyzetébe a (¢ + d) + (d + e€) = ¢+ 2d + e kifejezést irjuk. Ha végigesinaljuk, latjhatjuk, hogy a
legfelsé négyzetbe a + 4b + 6¢ + 4d + e keriil. Figyeljik meg, hogy a legfelsd négyzetben lévd dsszegben
mindegyik vdltozo éppen annyiszor szerepel, ahdnyféleképpen a felsd négyzetbdl az adott alsé négyzetig
eljuthatunk gy, hogy az it sordn mindig balra lefelé vagy jobbra lefelé léptink egyet.

Az a4+ 4b + 6¢ + 4d + e kifejezés akkor és csak akkor paros, ha a + e péaros, hiszen b, ¢ és d paros
egyiitthatokkal szerepelnek benne, 6k nem befolyasoljak az Gsszeg paritédsat. Az a + e Osszeg pedig
pontosan akkor péaros, ha a és e azonos paritastak, vagyis mindketts 0 vagy mindketts 1.

Mivel a és e egyiitt kétféle értéket vehet fel, b-t, c-t és d-t pedig a tobbtsl fiiggetleniil két-
kétféleképpen valaszthatjuk meg, dsszesen 2 - 22 = 16 megfelels kitoltést kapunk.
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D2. Albrecht két hatos csoportba szeretné osztani az 1,2, ..., 12 szamokat gy, hogy minden csoportban legyen olyan
szam, amely a maradék 6t atlaga.

a) Sikeriilhet-e ez Albrechtnek?

b) Mi a helyzet akkor, ha az 1,2,..., 18 szamokat szeretné ilyen médon harom egyenld csoportba osztani?
Megoldas: a) Egy lehetséges megoldas a kovetkezd: keriiljenek az elss csoportba az 1, 2, 3, 5, 7 és 12
szamok, a mésodikba pedig a 4, 6, 8, 9, 10 és 11. Ekkor az 5, illetve a 8 megegyezik az adott csoportban
16v5 tobbi szam atlagaval: (HEEEEETH2 — 5 gg AEOL9EI0LL — )

b) Ha egy 6 egész szambol allo a, b, ¢, d, e, f csoportban az egyik szam a maradék 6t atlaga, példaul
f= %, akkor 5f =a+b4+c+d+e, igya+b+c+d+e+ f=06f paros. Tehat ha 1-t6l 18-ig
az egész szamok beoszthatok lennének harom ilyen csoportba, akkor a szamok 6sszege mindegyikben
paros lenne, vagyis az Osszes 18 szdm Osszege is paros lenne. Azonban 1 +2 4 ... + 18 = 182%19 =171,
ami paratlan. Ellentmondéasra jutottunk, tehat a beosztas nem oldhat6é meg.
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D3. Keressétek meg az Ssszes olyan pozitiv egészekbél allo (a, b, ¢, d) szamnégyest, melyre teljesiil, hogy a!+bl+c! = 34,
Megjegyzés: Az n! az elsé n pozitiv egész szam szorzatdt jeléli, azazn! =1-2- ... -n.

Megoldas: Az egyenlet nem valtozik meg, ha az a, b és ¢ valtozokat tetszélegesen cserélgetjiik (per-
mutaljuk). Az egyszertiség kedvéért igy feltehetjiik, hogy a > b > ¢, hiszen ha ez nem teljesiilne,
cserékkel el tudjuk érni, hogy a hérom szam ilyen relaciéban alljon egymassal.

Vizsgaljuk meg el6szor az egyenletet paritas (azaz 2-vel valo oszthatosig) szempontjabol. 3¢ min-
denképp paratlan szam, hiszen d > 0, igy a! + b! + cl-nak is paratlannak kell lennie. Ez kétféleképpen
lehetséges: vagy al, b! és ¢! is paratlan, igy az 6sszegiik is, vagy koziiliik kett paros és egy paratlan.

Vegyiik el6bb az els6 esetet. Ha a legalabb 2, akkor a! paros lesz, hiszen ha a faktorialis szorzata-
lakjaban a tényezGket novekvs sorrendben irjuk, akkor a masodik szorzotényezs a 2. Igy ha a!,b! és
c! is paratlan, akkor csak az a = b = ¢ = 1 eset lehetséges. Ez pedig d = 1 valasztéassal egy helyes
megoldast ad.

A tovabbiakban mar csak azt az esetet vizsgéljuk, amikor a!, b! és ¢! koziil egy paratlan, és ketts
paros. Az el6bb meggondoltak szerint ekkor a paratlan értéke mindenképp 1!. Mivel feltettiik, hogy a, b
és c kozil ¢ a legkisebb, igy ebben az esetben ¢ = 1, valamint a > b > 2.

Ezutan vizsgaljuk az egyenletet 3-as maradék szempontjabol is. 3¢ természetesen oszthatod 3-mal,
igy a mésik oldalnak is oszthatonak kell lennie vele. Ha b legalabb 3, akkor b! oszthaté 3-mal, hiszen a
faktorialis szorzatalakjaban szerepel a 3 mint szorzétényezs. Ha b! oszthat6 3-mal, akkor ezek szerint a!
is, hiszen feltettiik, hogy a > b. Viszont most ¢! = 1, tehat b > 3 esetén a bal oldal nem lenne oszthato
3-mal. Mivel oszthaténak kell lennie, igy b kisebb kell, hogy legyen mint 3, azaz b = 2, hiszen b! most
péros a paritési feltétel miatt.

Itt tartunk tehat: a!+2!4-1! = 3¢, azaz a!+3 = 3. Ebbdl mar az is latszik, hogy d > 2. Rendezziik
4t az egyenletet a kovetkezoképpen: a! = 3¢ — 3, azaz a! = 3 - (397! — 1). (397! — 1) nem oszthato
3-mal, mert d legalabb 2, igy 3- (397! — 1) oszthat6 3-mal, de nem oszthato 9-cel. Emiatt a! sem lehet
oszthatd 9-cel. Ha a legaldbb 6, akkor a! szorzétényezdi kozt szerepel a 3 és a 6 is, tehat a! oszthato
lesz 3 - 6-tal, ezaltal pedig 9-cel is.

Igy a csak 3,4 vagy 5 lehet. a = 3 helyes megoldast ad d = 2-vel, hiszen 3!+ 2! +1! =9 =232 a =4
helyes megoldast ad d = 3 valasztassal, hiszen 4! + 2! + 1! = 27 = 33. @ = 5-h6z pedig nincs pozitiv
egész d, amellyel az egyenlet igaz lenne, ugyanis 5! + 2! + 1! = 123 = 3 - 41, ami nem 3-hatvany.

Tehét az egyenlet megoldésai:

La=b=c=d=1

[Ha=3,b=2,c=1,d=2

l.a=4,b=2,c=1,d=3

Mivel csak a konnyebb esetszétvalasztas kedvéért tettiik fel, hogy a > b > ¢, ezért a II. és III. megolda-
sokban a, b és c értékeinek tetszéleges paronkénti cserélgetésével kapott szamnégyesek is megoldasai az
egyenletnek, vagyis ezekben az esetekben hat-hat megfelel§ szamnégyes 1étezik.
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D4. Az ABC haromszogben az A csucsnal 30°-0s, B cstcsnal pedig 50°-o0s szog van. Mutassatok meg, hogy ha a beirt
kor kézéppontjat O jeldli, akkor AC' + OC = AB teljesiil.

Megoldas: Az ABC héaromszdgben a BC A< = 100°. Tudjuk, hogy az OC egyenes az ABC héarom-
sz0g C-nél levs belsd szogfelezGje, igy BCO< = 50°. Legyen a BCO szog szogfelezGjének és az AB
egyenesnek a metszéspontja D. Ekkor a BCO és a CBD haromszogek egybevagok, mert a BC' oldaluk
koz0s, és a szogeik megegyeznek. Ebbdl az egybevagosaghol OC = DB adodik.

Tudjuk, hogy ADC<t = 75°, mivel a C DB haromszog kiils6 szoge, valamint DC' A<t = 75° szintén
teljesiil OC' és DC' szogfelezbsége miatt. Igy az ADC haromszog egyenldszart, tehat AC = AD.

Az el6z6 észrevételeket Gsszerakva:

|AB| = |AD| + |DB| = |AC| + |OC|

Eppen ezt akartuk igazolni.
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D5. Egy egyetemrdl 9 professzor elutazott egy tudomanyos konferenciara. Azonban az eldadasok unalmasak voltak,
ezért tObbszor is elaludtak, de mindegyikiik legfeljebb 4 alkalommal. Azt is tudjuk, hogy barmelyik két professzornéal volt
olyan pillanat, amikor mindketten aludtak. Bizonyitsuk be, hogy ekkor volt olyan pillanat is, amikor egyszerre legalabb
h&rman aludtak.
Megoldas: Indirekt moédon bizonyitunk, azaz feltessziik, hogy barmely pillanatban legfeljebb kett6
professzor aludt. Az egyes alvasok id&tartamait képzeljiik el szakaszokként az idét jelols szamegyenesen:
a szakasz kezdGpontja az az id6pont, amikor az adott professzor elalszik, és a végpontja pedig az az
id6pont, amikor felébred. Ki fogjuk szinezni a szakaszokat pirosra és kékre a kezd&pontok szerinti
névekvs sorrendben. Az elsd szakasz legyen kék, ez utan minden kévetkezs szakaszt a kovetkezd mddon
szineziink ki: ha a kezd6pontja eleme egy mar kiszinezett szakasznak, akkor azzal ellentétes szintire
szinezzilik az tjat; ha nem, akkor tetszGlegesen szinezziik ki. Mivel minden kezdGpont legfeljebb egy
masik szakasznak pontja (azaz amikor egy professzor elalszik, legfeljebb egy masik aludhat), ezzel a
modszerrel az Osszes szakasz kiszinezhetd, és igy csak ellentétes szinii szakaszok metszik egymést. Az
azonos szind szakaszok paronként diszjunktak, mert ha két azonos szind szakasz metszené egymaést,
akkor a késébb kezd6d6 kezdSpontjanak a mésik szakaszban kellene lennie, de tgy szineztiink, hogy ez
ne fordulhasson elg.

Hogy az abrank attekinthet&bb legyen, a szamegyenes f6lott két kiilon sorban rajzoljuk meg a

szakaszokat.
@ @ @ @ o—0 [ EEE—— ]

o0 @ @ o0 o*—=e @ @

Legyen a piros szakaszok szama p, a kék szakaszok szdma k. Nevezziik kék résnek a szomszédos
kék szakaszok kozotti intervallumokat, ekkor pontosan k — 1 kék rés van. Vegyiik észre, hogy egy piros
szakasz pontosan 1-gyel tobb kék szakaszt metsz, mint ahdny kék rést kitolt. Mivel a piros szakaszok
paronként diszjunktak, minden kék rést legfeljebb egy piros szakasz tolthet ki. Igy a metsz6 (piros
szakasz, kék szakasz) parok szama legfeljebb p + k — 1, hiszen minden piros szakaszhoz tartozik egy
ilyen par, és még Osszesen maximum k — 1 tobblet szdrmazik a kék réseken vald ativelésekbdl. Két
ember pontosan akkor alszik egyszerre, ha vannak metsz6 alvasszakaszaik. Vagyis legfeljebb p + k — 1
darab professzorokbol 4ll6 parhoz van olyan pillanat, amikor mind a ketten alszanak.

9 professzor van, és barmely két professzor aludt egyszerre, ez 9-8/2 = 36 part jelent, hiszen az els§
professzor 9-féleképpen valaszthatd ki, a méasodik mar csak 8-féleképpen, de a sorrendjiik nem szamit,
ezért 2-vel osztunk. Tehat 36 < p + k£ — 1. Viszont mind a 9 professzor legfeljebb 4-szer alszik, vagyis
Osszesen maximum 4 - 9 = 36 alvasszakasz lehet. Azaz p+k < 36. Igy 36 <p+k —1<36—1 = 35,
ami ellentmondas. Ezzel igazoltuk, hogy valamelyik pillanatban legalabb harman nem voltak ébren.



