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E1. Albrecht allandoé sebességgel vezet az autopalyan kocsijaval. Mivel nagyon hosszi az t, a kocsiban mellette il
Marvin unalmaban elhatarozta, hogy meghatarozza az autd sebességét. Noha kicsit figyelmetlen volt, azt megjegyezte,
hogy délben az XY-os kilométerkd mellett haladtak el (itt X és Y szamjegyek), mig 12 éra 42 perckor az YX-es, 13 6rakor
pedig az X0Y-os kilométerks mellett. Milyen kovetkeztetésre jutott Marvin, mekkora az autd sebessége?
1. Megoldas: Tudjuk, hogy XY — Y X kilométer megtételéhez 42 percre volt sziiksége az autéonak,
és tovabbi 18 percre X0Y — Y X kilométer megtételéhez. Felhasznélva, hogy tizes szamrendszerben
vagyunk, a kilométerkoveken szereplé szamokat a kovetkezGképpen irhatjuk fel: XY = 10- X 4+ Y,
YX=10-Y 4+ X és X0Y =100- X 4+ Y.

Vagyis az els6 két megfigyelés kozott megtett at, (10-Y +X)—(10- X +Y) = 9(Y — X)) és a masodik
és harmadik megfigyelés kozt megtett ut, (100- X +Y) — (10-Y + X) = 99X — 9Y = 9(11X - Y)
aranya egymashoz ugyanaz, mint a 42 és a 18 aranya, ami 7 : 3. Leoszthatunk 9-cel, vagyis Y — X és
11X — Y ardnya 7 : 3. Mivel X és Y is szamjegyek, ezért Y — X nem lehet nagyobb, mint 9. Emiatt
az egyetlen 7 : 3 ardnyt szAmpar, ami szoéba johet, a 7 és a 3. Tehat

Y -X=7

11X -Y =3

A két egyenletet Gsszeadva kapjuk, hogy 10X = 10, vagyis X = 1 és Y = 8. Ekkor az aut6 42 perc
alatt 81 — 18 = 63 kilométert tett meg, vagyis sebessége 90 kilométer /ora.

2. Megoldas: Rovidebben célhoz érhetiink, ha észrevessziik, hogy az autd 12 és 13 6ra kozott 6sszesen
X0Y — XY =90- X kilométert tett meg. Azonban X értéke csak 1 lehet, hiszen az els6 két kilométerks
kozott tobb id6 telt el, mint a méasodik és harmadik kozott, vagyis nagyobb a tavolsaguk. Ha ugyanis
X legalabb 2 lenne, akkor a masodik és harmadik tavolsaga legaldbb 100 km, mig az els§ és masodik
tavolsaga legfeljebb 90 km lenne, ami nem lehetséges. Tehéat az autd 12 és 13 ora kozott, 1 ora alatt
90 km-t tett meg, vagyis a sebessége 90 kilométer/ora.
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E2. Nagyi 18 cm x 36 cm-es téglalap alakt tortdjanak a szélén 1év6 csokimaz a legfinomabb része. Ezért harom
unokija ugy szeretne osztozkodni, hogy mindenkinek ugyanakkora (teriiletti) torta jusson, de a szélébdl (keriiletébdl) is
ugyanannyit kapjon mindenki.

a) Fel tudjak-e igy vagni a tortat 3 konvex darabra?

b) Nagyi kovetkezd tortajabol mar az egész csalad szeretne enni, ezért 6 egyenl$ teriiletd és ugyanannyi csokimazt
tartalmazo6 (konvex) szeletre kell felvagniuk. Ezt meg tudjak tenni?

c) Hamarosan az egész szomszédsagban elterjedt nagyi tortdjanak hire. Fel tudjak szeletelni a tortat a fenti szabalyok
szerint, ha 12 ember szeretne bel6le enni?

1. Megoldas: Elgszor mutatunk a c) részre egy megoldast, amibél kaphatunk az a) -ra és a b) -re is
egy-egy 1j megoldast.

Vegylik fel az E pontot tgy, hogy 6 — 6 cm-re legyen az AB, a CD és az AD oldalaktol. Hasonléan
az F pedig az AB, a CD és a BC oldalaktdl legyen 6 — 6 cm-re. Osszuk fel tovabba a keriiletet 12
egyenl§ részre, az EF' szakaszt pedig 6 egyenls részre:

A B
L & & ® \ 4
E F
® ® & & g g ® ® ®
D C
® ® ® ® ®

Most pedig alakitsunk ki hdromszogeket:

A B

Az 6sszes kék haromszognek 9 cm az egyik oldala, ami rdadésul a torta széle. Az ehhez tartozd
magassig pedig mindig 6 cm, mert igy vettiik fel az EFF szakaszt. Vagyis a kék haromszogek teriilete
megegyezik.

27



MATEMATIKR
megoldasok ;//

Helyi fordulé:
2020. november 20.

kategéria

9-12.
osztalyosok

Az Gsszes piros haromszognek pedig szintén ugyanakkora az egyik oldala, mert az EF-et egyenls
részekre osztottuk, és mindnek 6 cm az ehhez tartozd magassaga. Tehéat a piros haromszogek teriilete
is megegyezik.

Ha mindenki kap egy kéket meg egy pirosat, azzal tehat egyforma teriiletti tortat kapnak, és a
csokimézbol is egyforma mennyiség jut:

A B
L 4
B F
@ 4 & L 4
C
L4

Ha pedig 2-2 kék és piros, illetve 4-4 kék és piros részt kapnak, akkor a b) | illetve a) részekre
kapunk megoldést:

A B
® & ®
B +
® @ @ @ ® ® ®
D C
4 @ ®
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A B
® @ L2 L ®
B £
( ] o L L ® L ®
D C
® L L & ®

2. Megoldas: a) A keriilet sszesen 2(18+36) = 108 cm hossz1, vagyis mindenkinek ennek a harmada
kell, hogy jusson, azaz 36 cm, ami pont a hosszabbik oldal hossza. Jeldljiik ki egy hosszabb oldal két
csucsat (A, B) és a velitk szemben 16v6 oldal felezépontjat (E) — ezek épp harom egyforma részre osztjak
a keriiletet. Kerssiink hozzajuk egy F' pontot a téglalap belsejében, mellyel 6sszekdtve a teriiletet is 3
egyforma részre fogjuk vagni:

A B
® : ®
'
|
]

'

]

]

!

yme

|

|

'

'

]

|

|

VE

¢

D E C
® ® ®

Hogy a két oldalsé teriilet egyforma legyen, a hosszabbik oldal felez6merdlegesén keressiik az F
pontot. Mivel az ABF haromszog teriilete a harmada kell, hogy legyen a tortanak, azaz 18 - 36/3 =
216 cm?, és ismerjiik az AB hosszat, igy az ehhez tartozé6 magassagot meg tudjuk hatarozni: mp =
27;“‘% = % = 12 c¢m, masképp fogalmazva FF =18 — 12 =6 cm.

b) Ezutan mindharom részt el tudjuk felezni jol. Az ABF-nél konnyt a dolgunk, szimmetria miatt

az F'G felezni fogja mind a teriiletet, mind a téglalap keriiletét:
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A BCEF négyszog elfelezéséhez egyfelsl a C-n keresztiil kell vagni (hogy a csokiméazbol 18 — 18 cm

jusson), méar csak az a kérdés, hogy a BF szakaszon hol kell felvenni a H pontot, hogy a C' H a tertiletet
is felezze.

Ezt megint kénnyen meg fogjuk tudni hatérozni, hiszen a HBC' teriilete a téglalap hatoda kell

(108 cm?), hogy legyen, és a BC alapot ismerjiik (18 cm), vagyis a hozza tartozé magassagot ki

tudjuk szdmolni: my = 2%’75” = % =12 cm.

Emiatt egyébként H épp az F'B F-hez kozelebbi harmadolépontja lesz, igy azt is megkaphatjuk,
hogy az AB oldaltol %F G = 8 cm-re van.

Szimmetrikusan, az ADEF négyszoget a DI-vel tudjuk jol kettévagni:

A G B
4

c) Ismét ezeket a részeket fogjuk jol elfelezni. A DIA, AFG, GF B, BHC haromszogekkel konnyt
dolgunk van. Ha behtizzuk az I.J, FK, FL, HM silyvonalakat, az pont felezi a haromszogek teriiletét,
és a szemkozti oldalakat (vagyis a csokimézt) is:
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Foglalkozzunk mar csak a CEF H négyszoggel. Ha ezt megoldjuk, szimmetrikusan miikddni fog a
DEFI-reis. Legyen az EC felez6pontja N, és keressiik azt a O pontot, amivel az NO épp felezni tudja
a tertletet:

Az NEF és NHC haromszogek teriiletét ki tudjuk szamolni, és azt latjuk majd, hogy mindkettd
kisebb, mint 54 cm?, és igy az O pontnak valahol az F H szakaszon kell lennie — ahogy az abran lathato.

TNE‘F = % = % =27 Cm2.

N HC teriiletének meghatarozasahoz idézziik fel, hogy H 8 cm-re volt AB-t6l, ami azt jelenti, hogy
10 cm-re van EC-t6l. Vagyis Tygc = NC2-10 = % = 45 cm?.

Ez alapjan az O pontot ugy kell valasztani, hogy Togny = 54 — 45 = 9 cm?, és Togr = 54 — 27 =
27 cm? legyen. A két teriilet aranya éppen 1 : 3, vagyis ha O-t a HF H-hoz kozelebbi negyedelpon-
tjanak valasztjuk, akkor a két hdromszogben az N-hez tartoz6 magassig ugyanakkora, a két alap meg

épp 1 : 3 ardnyban van, tehét a teriiletek is igy fognak aranylani egyméshoz.

Megjegyzés: Igazabdl nem kell pontosan meghatarozni, hogy hol van az O pont, az is elég, ha bebi-
zonyitjuk, hogy létezik egy megfelels pont.

Képzeletben illessziik a késiinket az N E félegyenesre, majd kezdjiik el forgatni 6ramutato jarasaval
megegyezd iranyba gy, hogy végig az N-ben van az egyik vége. (Vagyis az abran 1évd szakaszokon
példaul NE, NF, NO, NH, NC sorrendben mennénk végig.)
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Ezzel kezdetben az egyik teriilet 0, a masik az egész (108 cm?), és ahogy forgatjuk, folyamatosan
nd az elébbi teriilet, és csokken a mésik. A végén pedig épp az els6 teriilet lesz az egész, és a masodik 0.
Mivel folytonosan véltozott a teriilet, valahol kellett lennie egy allasnak, amikor épp fele-fele aranyban
vagunk.

Ez a megoldas a folytonossig gondolatat hasznalja, de mint lattuk, enélkiil is kijon a feladat.

3. Megoldas: Megint a c¢) -re adunk el&szor egy felosztast. Most vegyiik fel az F és F pontot a

BD &tlon ugy, hogy egyforma tavol legyenek a BC és CD, illetve DA és AB oldalaktol. Masképp
fogalmazva az ' a BCD szogfelez§jén, F a DAB szogfelezGjén lesz.

Megint osszuk fel 12 egyforma részre a keriiletet, és a BD atlo feletti osztépontokat kossiik Gssze
F-fel, az az alattiakat pedig F-vel:

A B
.\ 4 ,‘ ,‘
. \ ’ 7
N \ K +
\ \ YA ’I
N \ ’ ’
N \ ’ 7
S \ ’ ’
\ \ / JRd
~ \ / 7 E
N \ 4 7
N \ / ’
N y 1' ' t'/’ W TS
\ s
N “ ’ Jid SN e
N \ / »”° ’ / \ N\ Seo
rd -
* <o N \ r e # ,I \ N e Y
Sso v~ v, Pid \ N
Seo ~ /. ’ 7 \ N
Seo “\ 7 - P / \
Ssaa NV 2 ’ ’ \ hY
~ s / \ AN
P ’I ’I \‘ N
N
’I Y’ \ \\
e 1 \ N
’ / \ ~
’ [4 \ A Y
Pid / ) \\
1 / \ \
D ’ ’ | C
I’ / \ ~
& & & L

Az igy kapott haromszogeknek a téglalap hatarara es§ oldala azonos hosszu (vagyis egyforma

csokimézat kapnak), és az ehhez tartozdé magassag is egyforma lesz, hiszen igy vettiik fel az F és F
pontokat. Tehat ez egy jo felosztas.

Ha csak minden masodikat kotiink 6ssze, akkor pedig a b) részre kapunk igy egy tjabb megoldast:

*: »
. ’
N ’
S, ’
\\ »
N ’
N, ’
\‘ Il
) ’
N, ’
., ’
\‘ o
’
>, ’ E
\‘ ’
N ’
LN i
AN ’ S
, s SN,
. / .,
™, 4 ," \\
N
N, ’ ’ ~
[ ] A I d K . { ]
* J ' *,
.,
S, ’ ’ .,
‘\ J J .
N ¢ I S
>, . .,
’ S
y N,
’ )
F ’ .,
’ N,
’ S
’ .,
’ N,
o’ .,
J *,
/ ™,
’ L
J ™,
D / .| ¢

Erdekes meggondolni, hogy ezek iigyes dsszevonaséval mar nem kapunk megoldast az a) részre,
mert az egyik alakzat mindig konkav lesz.
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E3. Egy kortars miivészeti mizeum alaprajza (nem feltételeniil konvex) sokszog, a falai témor falak. A muzeumot
6rz8 6rnek két kedvenc helye van (A és B pont), ugyanis mindkét helyrdl be tudja latni a muzeum teljes teriiletét. Igaz-e,
hogy ekkor AB szakasz tetszdleges pontjabol is belathato az egész mizeum?
Megoldas:

Vegyiik a mizeumnak egy tetsz6leges P pontjat. Azt fogjuk belatni, hogy az ABP haromszog
belsejének és hataranak minden pontja a mizeum egy pontja.

Ha A (illetve B) pontbol lathato a muzeum egy X pontja, akkor a teljes AX (illetve BX) szakasz
is a muzeum része, mert ha lenne egy Y pont az AX szakaszon, ami nem a mizeum része, akkor A
pontbél nem lenne belathatoé az X pont.

Ilyen modon a teljes AB, AP, BP szakasz (azaz az ABP haromszog hatéara) is a mizeum része.

Lassuk be, hogy ABP haromszognek minden () bels§ pontja a mizeum egy pontja. Az AQ egyenes
és BP szakasz metszéspontja legyen R. Mivel R pont a muzeum egy pontja (az ABP haromszog
hataran van), ezért R lathato A-bol, igy a teljes AR szakasz is a muzeum része, tehat @) pont is a
muzeum része.

Ezzel belattuk, hogy az ABP haromszog minden belsé és hatarpontja is a muizeum egy pontja.
Ebbdl kévetkezik, hogy tetszdleges AB szakaszon 1évé C' pontbdl lathaté a P pont, hiszen C'P szakasz
a muzeum egy része.

Ez elmondhaté minden P pontra, ahol P pont a mizeum egy pontja, tehat az AB szakasz tet-
sz6leges pontjabol belathaté az egész mizeum.
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E4. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan a, b, ¢ pozitiv egészekbdl allo szamharmast, amelyekre teljesiil, hogy

a) [a,b] + [a,c] + [b,c] = [a, b, c].

b) [a,b] + [a,c] + [b, ] = [a, b, c] + (a, b, c).

Megjegyzés: Itt [z, y] jeloli az x és y pozitiv egészek legkisebb kizds tobbszorosét, (x,y) pedig a legnagyobb kézis osztdjukat.
1. Megoldas: a) Vegyiik észre, hogy ha p* (p,k € Z*1) egy olyan primhatvany, amely osztja mind-
harom szamot, akkor pF-nal osztva a szamokat, tovabbra is igaz marad az egyenléség, mivel az Osszes
tag pontosan p¥-adrészére csokken. Ha ezt megtessziik az eredeti d = (a, b, c) legnagyobb kozos oszto
kanonikus alakjaban szereplé mindegyik primhatvannyal, akkor a kapott egyenletben (a,b,c) =1 tel-
jesiilni fog. Emiatt az eredeti feladatnak akkor és csak akkor 1étezik megoldasa, ha a leosztas utan kapott
egyenletnek is létezik megoldasa. A tovabbiakban csak az ilyen ((a,b,c) = 1) egyenletek megoldasait
keresstik.

Tekintstink most egy p primet, ami osztja a, b és ¢ koziil legalabb az egyiket. Az egyenlet szim-
metrikus, ezért a valtozok szerepe felcserélhets, és igy feltehetjiik, hogy p osztja a-t. Ekkor p osztja
la, b]-t, [a,c]-t és [a,b,c]-t. Ebbol kivetkezik, hogy osztani fogja [b,c|-t is, vagyis a b és ¢ kozil az
egyiket. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy b-t osztja. (Ha mindkett6t osztana, akkor (a,b,c) = 1
nem lenne igaz.) Vagyis barmely primtényezd pontosan két valtozonak osztoja.

S6t, az is igaz, hogy a p prim a-ban és b-ben azonos hatvanyon szerepel. Ezt indirekten bizonyitjuk.
Szerepeljen p az a-ban k-adik, b-ben [-edik hatvanyon, és legyen k > [. Ekkor p [a,b]-ben, [a, c]-ben
és [a, b, c]-ben is k-adik hatvanyon szerepel, vagyis [b, c|-ben is k-adik hatvanyon kellene szerepelnie.
Ez lehetetlen, mivel p 1 ¢, és p a b valtozéban is kisebb, mint k-adik hatvanyon szerepel. Vagyis min-
den primtényezd pontosan két valtoz6 primtényezds felbontasaban szerepel, méghozza ugyanannyiadik
hatvanyon.

Ha az [a, b, ¢]-ben szerepld primeket csoportositjuk aszerint, hogy melyik két-két valtozot osztjak,
fel tudjuk irni a szamokat a kovetkezs alakban: a = de, b = ef, illetve ¢ = fd, ahol d, e és f paronként
relativ prim pozitiv egészek. (Példaul e azon primhatvanyok szorzata, amelyek pontosan a-t és b-t
osztjak.) Ekkor [a,b] + [a,c] + [b,c] = def + def + def = 3def, és |a,b, c] = def. Ez viszont lehetetlen,
mivel d, e és f pozitivak. Teh&t nincsenek megfelels a, b, ¢ szamok.

b) Vegyiik észre, hogy ha egy p primnek egy pozitiv egész kitevsji hatvanya mindharom valtozot
osztja, akkor az a) részhez hasonloan itt is le tudunk osztani vele, és igaz marad az egyenldség (mind a
legnagyobb kozos osztoéban, mind a legkisebb k6zos tobbszorosokben a definiciéik szerint ugyanannyival
csokken p kitevgje). Ebbgl kovetkezGen itt is eloszthatjuk mindhérom valtozot d = (a, b, ¢)-vel, és ezek
szintén megoldasai az osztéssal kapott egyenletnek.

Miésrészt, ha az a, b, c szaimharmas megoldasa az egyenletnek, akkor tetsz6leges d pozitiv egésszel
szorozva Gket, a kapott szamhéarmas is megoldas (hiszen a legnagyobb kozos oszté és a legkisebb
kozos tobbszorosok a definiciojukbol adodéan most d-szeresére nének.) E két megfigyelés alapjan az
egyenlet Osszes megoldasa elGall az eredeti egyenlet olyan megoldasai tobbszoroseként, amelyekben
d = (a,b,c) = 1. Keressiik meg tehat az ilyen megoldasokat.

Vegylink most egy p primet, ami oszt legalabb két szamot a harombdél. A szimmetria miatt itt is
feltehetjiik, hogy a-t és b-t osztja. Ekkor p osztani fogja mind a négy, az egyenletben szerepls legkisebb
kozos tObbszoros kifejezést, ami miatt p | (a, b, ¢) is teljestil. Viszont (a,b,c) = 1 és p > 2, ezért ez nem
lehetséges. Tehat barmely prim csak az egyik szamot oszthatja, azaz a hidrom szam paronként relativ
prim egyméshoz. Ezzel az egyenléség ilyen alakava valik: ab + ac 4+ bc = abc + 1.

A szimmetria miatt most ugy osszuk ki a valtozok szerepeit, hogy a < b < c.

Bontsunk esetekre a lehetséges értékei szerint:

e Ha a =1, akkor b+ ¢+ bc = bc + 1, vagyis b+ ¢ = 1, ami nem lehetséges.

e Ha a > 3, akkor ab + ac + be < %bc + “Tbc + “Tbc < abc+ 1, ami szintén lehetetlen.
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o Végezetiil, ha a = 2, akkor 2b + 2¢ 4+ bc = 2bc + 1, ami atrendezve bc — 2b — 2¢ + 1 = 0, azaz
(b—2)(c—2) = 3. Mivel b és ¢ pozitiv egészek, egyediil az a = 2, b = 3 és ¢ = 5 lehet az egyenlet
megoldasa, ha (a,b,c) = 1, és ez valoban j6 megoldas.

Ez alapjan a megoldasok pontosan azok az a, b, ¢ szamhérmasok, amelyekhez létezik olyan d pozitiv
egész, hogy a = 2d, b = 3d és ¢ = 5d. Behelyettesitve ezeket az eredeti egyenletbe, latjuk hogy valéban
helyes megoldasok: 6d + 10d 4 15d = 30d + d.

2. Megoldas: a) Tudjuk, hogy [a, b] | [a, b, ], illetve ugyanigy [b, c] és [c, a] is osztja [a, b, ¢]-t. Léteznek
tehéat olyan p, g, r pozitiv egészek, hogy [a,b,c] = pla,b] = q[b,c] = r[c,a]. Osszuk el a feladatbeli
egyenletet [a, b, ¢| (£ 0)-val, igy az

I

p q T
egyenlethez jutunk.

Ennek az egyenletnek a pozitiv egészek korében a (2,3,6), a (2,4,4) és a (3,3,3) szamharmasok a
megoldasai, az elemek tetsz6leges permutacioival.

Ezeket a megoldasokat példaul ugy talalhatjuk meg, hogy a szimmetria miatt feltessziik, hogy
p < g < r, és becsiiljik p-t. p = 1 nem lehet, mert a bal oldal nagyobb lenne 1-nél. p > 3 sem
lehet, mivel ekkor a bal oldal legfeljebb % lehetne. Ha p = 3, akkor a bal oldal csak tgy lehet 1, ha
p =q =r = 3, ami megoldis. Végiil, ha p = 2, akkor a megmaradd egyenlet: % + % = % A nevezdk
szorzataval visszabdvitve, majd rendezve az egyenletet: (¢ — 2)(r — 2) = 4, amibdl még két megoldast
kapunk (p, g, r)-re: (2,3,6) és (2,4,4).

Megfigyelhetjiik, hogy ha p, ¢ és r nem paronként relativ primek, akkor az eredeti feladatnak nem
létezhet megoldasa. Tegytik fel ugyanis, hogy 1étezik olyan 1-nél nagyobb d prim, amely oszt6ja példaul
p-nek és g-nak is. Igy egyrészt d | C[”abbj:] miatt d kitevGje a ¢ valtoz6 kanonikus alakjaban nagyobb, mint

a-éban, masrészt d | % miatt d kitev6je a-ban is nagyobb, mint c-ben. Fz a szamelmélet alaptétele

miatt ellentmondas.

Ha ezt a megfigyelést alkalmazzuk a kapott szamhérmasokra, kapjuk, hogy egyik sem adhat
megoldast, mivel mindharomban talalunk olyan szampéart, amelyeknek a 2 vagy a 3 koz0s osztdja.

b) Induljunk el az a) részhez hasonloan, és mivel (a,b,c) | [a,b, c], 1étezik olyan s pozitiv egész,
amelyre [a,b,c] = s(a,b,c). Azt is figyeljik meg, hogy (a,b,c) osztja a harom valtozé paronkénti
legkisebb kozos tobbszoroseit is (példaul (a,b,c) | a | [a,b]), tehat p, ¢ és r az s szdm osztoi (vagyis
[a,b,c] | s). Vigylik 4t a legnagyobb kozos osztot a bal oldalra, majd osszuk el itt is az egyenletet a
nemnulla [a, b, ¢]-vel, igy a kovetkezst kapjuk:

11 1 1
+ -+
p q 1T S

Mivel az egyenlet tovabbra is szimmetrikus a harom valtozora, feltehetjik, hogy p < ¢ < r, és
ugyanazzal a becsléses modszerrel megoldhatjuk, mint az a) részben.

Ha p = 1, akkor a bal oldal 1-nél nagyobb lenne, mivel % > 0 és % > % Ha viszont p > 3, akkor
a bal oldal 1-nél kisebb lenne: % + % + % — % <3 % + 0. Tehat megoldas esetén p = 2, és a kapott
egyenlet:

q s 2
Most p-hez hasonléan becsiilhetjiik ¢-t. Ha ¢ < 2, akkor % + (% — %) > % 4 0 lenne. Ha viszont

q > 4, akkor a bal oldal lenne kisebb: % + % — % <2- i +0= % Tehat csak ¢ = 3 lehetséges. Beirva
az egyenletbe, ezt kapjuk:

1 1 1 1
_‘_7
r

1
r s 6
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Itt egyrészt r > q = 3, masrészt r < 5, mivel r > 6 esetén a bal oldal kisebb lenne %—nél. Tehat
r € {3,4,5}, és ebbdl mar s is meghatarozhato. r mindharom lehetséges értéke olyan megoldast ad,
ahol teljesiil az [a, b, ] | s feltétel is:

(p,q,7,8) € (2;3;3;6),(2;3;4;12), (2; 3; 5; 30)

(A (2;3;3;6) itt értelemszerden szamnégyest jelol, ezt a legnagyobb kozds oszto jeldlésétdl a pon-
tosvesszdkkel kilonboztettik meg.)

Az a) részben tett megfigyelés, miszerint p, ¢ és r paronként relativ primek kell, hogy legyenek,
itt is ugyantgy érvényes, ami alapjan a (2;3;3;6) és a (2;3;4;12) szamnégyesek egybdl kizarhatok. A
(2;3;5;30) szamnégyes szerint az sziikséges, hogy

[a,b,c] = 2[a,b] = 3[b, c] = 5[c,a] = 30(a,b, c)

teljesiiljon.

Ezek alapjan c-ben a 2 kitevGje éppen 1-gyel nagyobb hatvinyon szerepel, mint a és b koziil abban,
amelyikben nagyobb kitevén szerepel. Emiatt [a, b, c]-ben a 2 kitevije legalabb 1-gyel nagyobb, mint
(a, b, c)-ben. Hasonloképpen, [a, b, c]-ben a 3 és az 5 kitevGje is legalabb 1-gyel nagyobb, mint a harom
valtozo legnagyobb kézos osztojaban. (a, b, ¢) minden més primtényezdje is legfeljebb akkora hatvanyon
szerepel benne, mint a legkisebb kodzos tobbszorosben, ezért % >2-3-5=30.

Mivel itt éppen egyenléségnek kell teljesiilnie, ez csak tigy lehet, hogy a-ban és b-ben a 2 kitevGje
ugyanannyi, és c-ben a 2 kitevGje éppen 1-gyel nagyobb ennél. Ugyanennek kell teljesiilnie a 3 és az
5 kitev@jére is, persze azoknak rendre b-ben, illetve a-ban kell 1-gyel nagyobbnak lenniiik a tébbinél.
Ezenkiviil még az is sziikséges, hogy [a, b, c] Osszes, a 2-t6l, 3-tol és 5-t6] kiilonboz6 primtényezdje
ugyanakkora hatvanyon szerepeljen (a, b, c)-ben is. Ha d-vel jeloljik (a,b, c)-t, akkor ez pontosan azt
jelenti, hogy (a;b; c) = (5d; 3d; 2d), ahol tehét d egy pozitiv egész.

Ezek a szamharmasok az eredeti egyenletnek valéban megoldésai:

[a,b] + [b,c] + [c,a] = (15 + 10 + 6)d = 31d = 30d + d = [a, b, c| + (a,b,c)

Nyilvanvaloan tetsz6leges pozitiv egész d-re, a valtozok tetszdleges permutalasaval megoldast kapunk,
és azt is lattuk, hogy nincs mas megoldas.

11/[12)
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E5. Warmridge varosaban 21 bandita él, mindegyikiiknek van néhany ellensége a tébbiek koziil. Kezdetben mindenkinek
van 240 goly6ja, és minden ellenfelével parbajozik. Minden bandita szétosztja a golyoit egyenletesen az ellenfelei kozott,
azaz minden pérbajra ugyanannyi golyét visz, és egy golyot csak egy parbajba visz. Amennyiben a toltényei szama
nem oszthat6 az ellenfelei szaméaval, akkor minden parbajra annyit visz, amennyit csak tud, de mindig ugyanannyit, igy
néhany toltény a végén megmaradhat nala.

A varosban korabban betiltottak a 16voldozést, ezért egy parbaj soran csak Osszehasonlitjak, hogy kinek van t6bb toltény
a fegyverében, ezutan a seriff elkobozza a gy&ztesnél 1évs golyokat, a vesztes pedig tiltakozasul a levegGbe 16vi az § Gsszes
toltényét. Legfeljebb hany toltény lehet a seriffnél a leszamolés végén?

Az ellenségesség kdlcsonds. Amennyiben ugyanannyi téltény van két pdrbajozé fegyverében, akkor a seriff attdl kobozza el
a golydkat, akinek szélesebb a kalapja.

Példa: ha egy banditdnak 13 ellensége van, akkor minden pdrbajra 18 golydt visz, és a végén marad ndla 6 darab.

Megoldas: Ha egy f6gonosz van, aki mindenki méasnak az ellensége, mig a tébbiek mind baratsagban
allnak, akkor ésszesen 20 parbaj van. A seriff mindegyikben elviszi a gy&ztes Osszes golyojét, tehat
ebben az esetben 20 - 240 = 4800 toltényt gytjthet 6ssze a seriff.

Azt allitjuk, hogy ennél t6bb goly6 semmi esetben sem lehet a seriffnél a parbajok utan. Vegyiik
azt a banditat, akinek a legtobb ellensége van, ha tébb ilyen is van, akkor véalasszuk ezek koziil azt,
akinek a legkeskenyebb a kalapja. Ez a bandita az Osszes parbajat elvesziti, igy a 240 goly6jabdl egy
sem keriil a serifthez. A tobbi banditanak 6sszesen 20 -240 = 4800 t6lténye van, igy ennél tobb toltényt
biztosan nem gytjthet 0ssze a seriff.

Megjegyzés: Tovdbbi kétféle megolddst olvashattok az E+ kategdria 2. feladatdnak mintamegolddsdban.
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