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E-+1. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan a, b, ¢ pozitiv egészekbdl allo szamharmast, amelyekre teljesiil, hogy

a) [a,b] + [a,c] + [b,c] = [a, b, c].

b) [a,b] + [a,c] + [b,c] = [a, b, c] + (a, b, c).

Megjegyzés: Itt [z, y] jeloli az x és y pozitiv egészek legkisebb kizds tobbszorosét, (x,y) pedig a legnagyobb kézis osztdjukat.
1. Megoldas: a) Vegyiik észre, hogy ha p* (p,k € Z*) egy olyan primhatvany, amely osztja mind-
harom szamot, akkor pF-nal osztva a szamokat, tovabbra is igaz marad az egyenléség, mivel az Osszes
tag pontosan p¥-adrészére csokken. Ha ezt megtessziik az eredeti d = (a, b, c) legnagyobb kozos oszto
kanonikus alakjaban szereplé mindegyik primhatvannyal, akkor a kapott egyenletben (a,b,c) =1 tel-
jesiilni fog. Emiatt az eredeti feladatnak akkor és csak akkor 1étezik megoldasa, ha a leosztas utan kapott
egyenletnek is létezik megoldasa. A tovabbiakban csak az ilyen ((a,b,c) = 1) egyenletek megoldasait
keresstik.

Tekintsiink most egy p primet, ami osztja a, b és ¢ koziil legalabb az egyiket. Az egyenlet szim-
metrikus, ezért a valtozok szerepe felcserélhetd, és igy feltehetjiik, hogy p osztja a-t. Ekkor p osztja
[a,b]-t, [a,c]-t és [a,b,c]-t. EbbS] kivetkezik, hogy osztani fogja [b,c]-t is, vagyis a b és ¢ koziil az
egyiket. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy b-t osztja. (Ha mindkettSt osztana, akkor (a,b,c) = 1
nem lenne igaz.) Vagyis barmely primtényez6 pontosan két valtozonak osztoja.

S6t, az is igaz, hogy a p prim a-ban és b-ben azonos hatvanyon szerepel. Ezt indirekten bizonyitjuk.
Szerepeljen p az a-ban k-adik, b-ben [-edik hatvanyon, és legyen k& > [. Ekkor p [a,b]-ben, [a, c]-ben
és [a, b, c]-ben is k-adik hatvanyon szerepel, vagyis [b, ¢|-ben is k-adik hatvanyon kellene szerepelnie.
Ez lehetetlen, mivel p t ¢, és p a b valtozdban is kisebb, mint k-adik hatvanyon szerepel. Vagyis min-
den primtényez8 pontosan két valtoz6 primtényezds felbontasaban szerepel, méghozza ugyanannyiadik
hatvanyon.

Ha az [a, b, ¢]-ben szerepld primeket csoportositjuk aszerint, hogy melyik két-két valtozot osztjak,
fel tudjuk irni a szamokat a kovetkezs alakban: a = de, b = ef, illetve ¢ = fd, ahol d, e és f paronként
relativ prim pozitiv egészek. (Példaul e azon primhatvanyok szorzata, amelyek pontosan a-t és b-t
osztjak.) Ekkor [a,b] 4 [a,c] + [b,c] = def + def + def = 3def, és [a,b,c] = def. Ez viszont lehetetlen,
mivel d, e és f pozitivak. Tehat nincsenek megfelels a, b, ¢ szamok.

b) Vegyiik észre, hogy ha egy p primnek egy pozitiv egész kitevsji hatvanya mindharom valtozot
osztja, akkor az a) részhez hasonléan itt is le tudunk osztani vele, és igaz marad az egyenldség (mind a
legnagyobb kozos osztéban, mind a legkisebb kozos tobbszorosokben a definiciéik szerint ugyanannyival
csokken p kitevgje). Ebbgl kovetkezGen itt is eloszthatjuk mindharom valtozot d = (a, b, ¢)-vel, és ezek
szintén megoldasai az osztéssal kapott egyenletnek.

Maésrészt, ha az a, b, c szaimharmas megoldasa az egyenletnek, akkor tetszéleges d pozitiv egésszel
szorozva Gket, a kapott szamhéarmas is megoldas (hiszen a legnagyobb kozos oszté és a legkisebb
kozos tobbszorosok a definiciojukbol adodéan most d-szeresére nének.) E két megfigyelés alapjan az
egyenlet Osszes megoldasa elGall az eredeti egyenlet olyan megoldasai tobbszordseként, amelyekben
d = (a,b,c) = 1. Keressiik meg tehat az ilyen megoldasokat.

Vegylink most egy p primet, ami oszt legalabb két szamot a harombdél. A szimmetria miatt itt is
feltehetjiik, hogy a-t és b-t osztja. Ekkor p osztani fogja mind a négy, az egyenletben szerepls legkisebb
koz6s t0bbszoros kifejezést, ami miatt p | (a, b, ¢) is teljesiil. Viszont (a,b,c) =1 és p > 2, ezért ez nem
lehetséges. Tehat barmely prim csak az egyik szamot oszthatja, azaz a hdrom szam paronként relativ
prim egyméshoz. Ezzel az egyenléség ilyen alakava valik: ab + ac 4+ bc = abe + 1.

A szimmetria miatt most ugy osszuk ki a valtozok szerepeit, hogy a < b < c.

Bontsunk esetekre a lehetséges értékei szerint:

e Ha a =1, akkor b+ ¢+ bc = bc+ 1, vagyis b+ ¢ = 1, ami nem lehetséges.

e Ha a > 3, akkor ab + ac + bec < %bc + %bc + “Tbc < abc+ 1, ami szintén lehetetlen.
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o Végezetiil, ha a = 2, akkor 2b + 2¢ 4+ bc = 2bc + 1, ami atrendezve bc — 2b — 2¢ + 1 = 0, azaz
(b—2)(c—2) = 3. Mivel b és ¢ pozitiv egészek, egyediil az a = 2, b = 3 és ¢ = 5 lehet az egyenlet
megoldasa, ha (a,b,c) = 1, és ez valoban j6 megoldas.

Ez alapjan a megoldasok pontosan azok az a, b, ¢ szamhérmasok, amelyekhez létezik olyan d pozitiv
egész, hogy a = 2d, b = 3d és ¢ = 5d. Behelyettesitve ezeket az eredeti egyenletbe, latjuk hogy valéban
helyes megoldasok: 6d + 10d 4 15d = 30d + d.

2. Megoldas: a) Tudjuk, hogy [a, b] | [a, b, ], illetve ugyanigy [b, c] és [c, a] is osztja [a, b, ¢]-t. Léteznek
tehéat olyan p, g, r pozitiv egészek, hogy [a,b,c] = pla,b] = q[b,c] = r[c,a]. Osszuk el a feladatbeli
egyenletet [a, b, ¢| (£ 0)-val, igy az

I

p q T
egyenlethez jutunk.

Ennek az egyenletnek a pozitiv egészek korében a (2,3,6), a (2,4,4) és a (3,3,3) szamharmasok a
megoldasai, az elemek tetsz6leges permutacioival.

Ezeket a megoldasokat példaul ugy talalhatjuk meg, hogy a szimmetria miatt feltessziik, hogy
p < g < r, és becsiiljik p-t. p = 1 nem lehet, mert a bal oldal nagyobb lenne 1-nél. p > 3 sem
lehet, mivel ekkor a bal oldal legfeljebb % lehetne. Ha p = 3, akkor a bal oldal csak tgy lehet 1, ha
p =q =r = 3, ami megoldis. Végiil, ha p = 2, akkor a megmaradd egyenlet: % + % = % A nevezdk
szorzataval visszabdvitve, majd rendezve az egyenletet: (¢ — 2)(r — 2) = 4, amibdl még két megoldast
kapunk (p, g, r)-re: (2,3,6) és (2,4,4).

Megfigyelhetjiik, hogy ha p, ¢ és r nem paronként relativ primek, akkor az eredeti feladatnak nem
létezhet megoldasa. Tegytik fel ugyanis, hogy 1étezik olyan 1-nél nagyobb d prim, amely oszt6ja példaul
p-nek és g-nak is. Igy egyrészt d | C[”abbj:] miatt d kitevGje a ¢ valtoz6 kanonikus alakjaban nagyobb, mint

a-éban, masrészt d | % miatt d kitev6je a-ban is nagyobb, mint c-ben. Fz a szamelmélet alaptétele

miatt ellentmondas.

Ha ezt a megfigyelést alkalmazzuk a kapott szamhérmasokra, kapjuk, hogy egyik sem adhat
megoldast, mivel mindharomban talalunk olyan szampéart, amelyeknek a 2 vagy a 3 koz0s osztdja.

b) Induljunk el az a) részhez hasonloan, és mivel (a,b,c) | [a,b, c], 1étezik olyan s pozitiv egész,
amelyre [a,b,c] = s(a,b,c). Azt is figyeljik meg, hogy (a,b,c) osztja a harom valtozé paronkénti
legkisebb kozos tobbszoroseit is (példaul (a,b,c) | a | [a,b]), tehat p, ¢ és r az s szdm osztoi (vagyis
[a,b,c] | s). Vigylik 4t a legnagyobb kozos osztot a bal oldalra, majd osszuk el itt is az egyenletet a
nemnulla [a, b, ¢]-vel, igy a kovetkezst kapjuk:

11 1 1
+ -+
p q 1T S

Mivel az egyenlet tovabbra is szimmetrikus a harom valtozora, feltehetjik, hogy p < ¢ < r, és
ugyanazzal a becsléses modszerrel megoldhatjuk, mint az a) részben.

Ha p = 1, akkor a bal oldal 1-nél nagyobb lenne, mivel % > 0 és % > % Ha viszont p > 3, akkor
a bal oldal 1-nél kisebb lenne: % + % + % — % <3 % + 0. Tehat megoldas esetén p = 2, és a kapott
egyenlet:

q s 2
Most p-hez hasonléan becsiilhetjiik ¢-t. Ha ¢ < 2, akkor % + (% — %) > % 4 0 lenne. Ha viszont

q > 4, akkor a bal oldal lenne kisebb: % + % — % <2- i +0= % Tehat csak ¢ = 3 lehetséges. Beirva
az egyenletbe, ezt kapjuk:

1 1 1 1
_‘_7
r
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Itt egyrészt r > q = 3, masrészt r < 5, mivel r > 6 esetén a bal oldal kisebb lenne %—nél. Tehat
r € {3,4,5}, és ebbdl mar s is meghatarozhato. r mindharom lehetséges értéke olyan megoldast ad,
ahol teljesiil az [a, b, ] | s feltétel is:

(p,q,7,8) € (2;3;3;6),(2;3;4;12), (2; 3; 5; 30)

(A (2;3;3;6) itt értelemszerden szamnégyest jelol, ezt a legnagyobb kozds oszto jeldlésétdl a pon-
tosvesszdkkel kilonboztettik meg.)

Az a) részben tett megfigyelés, miszerint p, ¢ és r paronként relativ primek kell, hogy legyenek,
itt is ugyantgy érvényes, ami alapjan a (2;3;3;6) és a (2;3;4;12) szamnégyesek egybdl kizarhatok. A
(2;3;5;30) szamnégyes szerint az sziikséges, hogy

[a,b,c] = 2[a,b] = 3[b, c] = 5[c,a] = 30(a,b, c)

teljesiiljon.

Ezek alapjan c-ben a 2 kitevGje éppen 1-gyel nagyobb hatvinyon szerepel, mint a és b koziil abban,
amelyikben nagyobb kitevén szerepel. Emiatt [a, b, c]-ben a 2 kitevije legalabb 1-gyel nagyobb, mint
(a, b, c)-ben. Hasonloképpen, [a, b, c]-ben a 3 és az 5 kitevGje is legalabb 1-gyel nagyobb, mint a harom
valtozo legnagyobb kézos osztojaban. (a, b, ¢) minden més primtényezdje is legfeljebb akkora hatvanyon
szerepel benne, mint a legkisebb kodzos tobbszorosben, ezért % >2-3-5=30.

Mivel itt éppen egyenléségnek kell teljesiilnie, ez csak tigy lehet, hogy a-ban és b-ben a 2 kitevGje
ugyanannyi, és c-ben a 2 kitevGje éppen 1-gyel nagyobb ennél. Ugyanennek kell teljesiilnie a 3 és az
5 kitev@jére is, persze azoknak rendre b-ben, illetve a-ban kell 1-gyel nagyobbnak lenniiik a tébbinél.
Ezenkiviil még az is sziikséges, hogy [a, b, c] Osszes, a 2-t6l, 3-tol és 5-t6] kiilonboz6 primtényezdje
ugyanakkora hatvanyon szerepeljen (a, b, c)-ben is. Ha d-vel jeloljik (a,b, c)-t, akkor ez pontosan azt
jelenti, hogy (a;b; c) = (5d; 3d; 2d), ahol tehét d egy pozitiv egész.

Ezek a szamharmasok az eredeti egyenletnek valéban megoldésai:

[a,b] + [b,c] + [c,a] = (15 + 10 + 6)d = 31d = 30d + d = [a, b, c| + (a,b,c)

Nyilvanvaloan tetsz6leges pozitiv egész d-re, a valtozok tetszdleges permutalasaval megoldast kapunk,
és azt is lattuk, hogy nincs mas megoldas.
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E-+2. Warmridge varosaban 21 bandita él, mindegyikiiknek van néhany ellensége a tobbiek koziil. Kezdetben min-
denkinek van 240 goly6ja, és minden ellenfelével parbajozik. Minden bandita szétosztja a golyodit egyenletesen az ellenfelei
kozott, azaz minden parbajra ugyanannyi golyot visz, és egy golyot csak egy parbajba visz. Amennyiben a toltényei szama
nem oszthat6 az ellenfelei szaméaval, akkor minden parbajra annyit visz, amennyit csak tud, de mindig ugyanannyit, igy
néhany toltény a végén megmaradhat nala.
A varosban korabban betiltottak a 16voldozést, ezért egy parbaj soran csak Osszehasonlitjak, hogy kinek van t6bb toltény
a fegyverében, ezutan a seriff elkobozza a gy&ztesnél 1évs golyokat, a vesztes pedig tiltakozasul a levegGbe 16vi az § Gsszes
toltényét. Legfeljebb hany toltény lehet a seriffnél a leszamolés végén?
Az ellenségesség kdlcsonds. Amennyiben ugyanannyi téltény van két pdrbajozé fegyverében, akkor a seriff attdl kobozza el
a golydkat, akinek szélesebb a kalapja.
Példa: ha egy banditdnak 13 ellensége van, akkor minden pdrbajra 18 golydt visz, és a végén marad ndla 6 darab.
1. Megoldas: Ha egy f6gonosz van, aki mindenki masnak az ellensége, mig a tobbiek mind baratsagban
allnak, akkor ésszesen 20 parbaj van. A seriff mindegyikben elviszi a gy&ztes Osszes golyojét, tehat
ebben az esetben 20 - 240 = 4800 toltényt gytjthet 6ssze a seriff.

Azt allitjuk, hogy ennél t&bb golyd semmi esetben sem lehet a seriffnél a parbajok utan. Vegyiik azt
a banditat, aki a legkevesebb golydt visz a parbajaira, ha tobb ilyen is van, akkor valasszuk ezek koziil
azt, akinek a legkeskenyebb a kalapja. Ez a bandita az Gsszes parbajat elvesziti, igy a 240 goly6jabol
egy sem keriil a seriffhez. A t6bbi banditanak Gsszesen 20 - 240 = 4800 to6lténye van, igy ennél tobb
toltényt biztosan nem gydjthet ossze a seriff.

2. Megoldas: Az alsé becslés az el6z6 megoldéshoz hasonldéan 20 - 240.
Fogalmazzuk at grafelméletre a feladatot. Legyenek a G graf csicsai a banditék, és két bandita
pontosan akkor legyen éllel Osszekotve, ha ellenségek. Minden V bandita legfeljebb % goly6t visz

egy parbajba, ahol dy az ellenségeinek a szdma, ami grafelméleti nyelvre atfogalmazva a V' banditdhoz

tartozo csics fokszama. Az uv élen a seriff legfeljebb max (%, %) goly6t koboz el, igy a bizonyitandd

allitas a kovetkezd:

240 240
> max <dv’ du> <20-240
ahol az Osszeadés az Osszes élen fut végig.

Osszuk le 240-nel a fenti allitast, és altalanositsuk tetszéleges G = (V, E) grafra a bizonyitandot:

1 1
)< Ww-1
Zmax(dv,du>_\ \

uwek

Ezt az altalanositott allitast fogjuk igazolni. Vildgos, hogy elég Gsszefiiggs grafok esetén igazolni az
allitast.

U ST . 1z 2 1 1 1 1 1
Jelolje A a maximalis fokszamot G-ben. Vilagos, hogy A < |E|, és max (%’ (Tu> <zt n
lgy

11 11 1 IE|
Y _— — < _— _—— — g ‘/ _ — < ‘/ — 1

uwveE wek

Ebben a kozéps6 egyenlség azért teljesiil, mert minden u csiics definicié szerint pont d,, darab élnek
1

az egyik végpontja, igy d,-szor fog szerepelni az Osszeadésban az i

A becslésbol az is latszik, hogy csak |E| = A esetén lehet egyenlSség, azaz csak csillaggraf (egy
cstcs mindegyik masikkal 6ssze van kotve, és tobb éle nincs a grafnak) esetén, és vilagos, hogy ekkor
tényleg egyenl@ség van.

3. Megoldas (vazlat): Csak az el6z6 megoldasban megadott altalanosabb, grafos egyenlGtlenségre
adunk 1j bizonyitast. Megint feltessziik, hogy Osszefiigg§ a graf.

Legyen a G graf egy tetszGleges csticsa u, d, ennek a csticsnak a foka és e egy olyan él, amelynek
u az egyik végpontja. Vegyilink véletlenszerden egy feszitéfat, mindet egyenls valoszintiséggel. Ekkor
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annak a valészintisége, hogy e benne van a véletlen feszitéfaban, legalabb di. Ez egy szép allitas, ennek
u

bizonyitésat az olvaséra bizzuk. Emiatt minden uv él legalabb max (i, i) valoszintséggel a véletlen
feszit6faban van.

Jelolje 1, annak az eseménynek az indikatorat, hogy az uv €l a feszit6faban van, azaz 1 ha benne
van, és 0 ha nincs. Ennek a varhaté értéke megegyezik a valészintiséggel, hogy az él a feszitéfaban van.
Ismert, hogy a varhato érték linearis, igy

Z max <dla dl> < Z E(Huv> =K ( Z Huv) = ’V| -1
wel v wel weE

ahol az utols6 egyenl&ség azért teljesiil, mert az indikatorok Gsszegeinek varhato értéke pont azt adja
meg, hogy varhatéan hany éle van a feszitéfanak.
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E+3. Legyen ki és ks két, egymast a C pontban kiviilrél érints kor. Az A pont a ki kéron helyezkedik el, a B pont

pedig a k2 koron ugy, hogy C az AB szakasz bels§ pontja. Legyen ks olyan kor, ami athalad az A és B pontokon, illetve

még egyszer elmetszi a ki és ko kordket rendre az M és N pontokban. Jeldlje ks a CM N koréirt korét.

Igazoljatok, hogy a ki, ke, ks, k4 korck kézéppontjai egy korre illeszkednek.

Megoldas: A {6 észrevétel az, hogy két kor két metszéspontjat osszekots egyenes merdleges a kozép-

pontjaikat 0sszekots egyenesre. Ennek segitségével mér szogszdmolédssal konnyen tamadhato a feladat.
Iranyitott szogekkel szamolunk.

Legyenek O, O2, O3, O4 rendre a ki, ko, k3, kg4 korok kozéppontjai. O104 L MC, mivel ki és ky

az M és C pontokban metszik egyméast. Ugyanigy 0103 L AM, igy O30104<t = AMC'<. Hasonlbéan

0503 L. BN és 0409 L CN, igy O30204<t = BNC<. kq és ko érintik egymaést, igy AC-hez a ki kdron

ugyanakkora keriileti szog tartozik, mint BC-hez a ko-n, tehat AMC<t = BNC<. Ezt az el6z6ekkel

oszevetve O30104<1 = 030204<, ami pont azt jelenti, hogy O1, Os, O3, O4 egy korre esnek.
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E-+4. Legyenek p és ¢ egész egyiitthatés polinomok tgy, hogy a p polinom n-edfoku és n darab nemnegativ valos
gyoke van (multiplicitassal szamolva). Ilyen feltételek mellett mely (p, ¢) polinomok elégitik ki a

p(z*) + q(z*) = p(x)q(z)
egyenletet?

Megoldas: Legyen ¢ fokszama k. Ekkor p(m) (7) fokszama n + k. Ha k > n, akkor p(x?) + q(x?) foka
2k # n + k. Ha k < n, akkor p(x?) + q(2?) foka 2n # n + k. Az egyetlen lehetéség tehat az, ha ¢ is
n-edfok.

Legyen p féegyiitthatoja a és q fGegyiitthatoja b. Ekkor p(x)g(x) = p(2?)+q(z?)-ben a féegyiitthato
ab=a+b, tehat ab—a —b =10, azaz (a — 1)(b— 1) = 1. Mivel a és b is nemnulla egész, ez csak ugy
lehet, ha a = b = 2.

Ha p(x)-ben a 0 r-szeres gyok, q(z)-ben pedig s-szeres gyok, akkor p(x)q(x)-ben r + s-szeres gyok.
Har < s, akkor p(z2)+q(2?) oszthato 2%"-nel, de x nagyobb kitevsjével mar nem: 2r # r+s. Ugyanigy,
ha s < r, akkor p(22) + q(2?) oszthaté z>*-nel, de x nagyobb kitevéjével mar nem: 2s # r + s. Tehat
csak ugy allhat fénn egyenlGség, ha r = s.

Legyen p(z) = 2" P(x) és q(x) = z"Q(z), ahol sem P-nek, sem @Q-nak nem gyoke a 0. Ekkor
2% P(2)Q(x) = 2% (P(2?) + Q(2?)), azaz P(x)Q(x) = P(2?) + Q(2?). Az tovébbra is igaz, hogy P és
@ azonosan m-ed foki, és mindkettének 2 a fegyilitthatoja.

p(x)-nek csak nemnegativ valos gyokei voltak, igy P(x)-nek csak pozitiv valos gyokei vannak. Mivel
P(2?)+Q(x?) paros fiiggvény, ezért P(x)Q(x) is az, tehat ha z gyok, akkor —z is az. Ebbdl kivetkezik,
hogy P(x) pozitiv gyokeinek ellentettjei is gyokei P(x)Q(x)-nek, és mivel ezek nem pozitivak, nem
lehetnek P(z) gyokei, csak Q(x)-é. Tehat ha P(z) = 2(x — r1)(x — 12)...(x — r), akkor Q(x) =
2@ +r1)(z+r2)...(x+ry). Ezek alapjan

P(2)Q(z) = 4(@®~r})(@?~r3) ... (a%=r7)) = 2(a®—r1)(2®—r2) ... (2% —rm) +2(a% +r1) (2% +72) . (27 +70m)

x2-et y-nak nevezve azt kapjuk, hogy

AWy —r)y—73) - (y—rp) =2 =)y —72) . (y =) + 20y +71)(y +72) - (Y + )

Tegyiik fel, hogy P nem konstans polinom. P konstans tagja egész, és nem 0, mivel a gyokok
kozott méar nem szerepel a 0. Tehat a konstans tag abszolutértéke legalabb 1. A konstans tag a gyokok
szorzata valamilyen elGjellel, tehat az r; gyokok vagy mind 1 abszolutértékiek, vagy van kozottiik 1-nél
nagyobb abszolutértékd. Tudjuk, hogy az r; gyokok mind pozitivak, tehat vagy mind egyenlSk 1-gyel,
vagy koziiliik a legnagyobb (amit r,,-nek nevezek), nagyobb 1-nél.

Ha minden r; = 1, akkor 4(y — 1)™ = 2(y — 1) 4+ 2(y + 1)™, azaz (y — 1)™ = (y + 1)™, ami
lehetetlen.

Ha pedig 7, a legnagyobb gydk, és r,, > 1, akkor y = 72, esetén

Ay —rDy—r3)...(y—75) =0

Viszont r2, > r,, > r; minden i-re, igy 2(y — r1)(y — r2)...(y — rm) pozitiv tagok szorzata
y =r2-re, 2(y+7r1)(y+72) ... (y+rm) pedig értelemszerten szintén pozitiv tagok szorzata y = 72,-re.
Tehat 2(y — 1) (y — r2) - (y — ) +2(y +71)(y +12) ... (y + 71n) pozitiv az y = 72, helyen. Vagyis
Ay =)y —12) - (g —120) £ 2y — )y = 72) - (Y — ")+ 2+ 1)y 72) - (5 + ).

Ezek szerint az egyetlen fennmaradé lehetdség, hogy P és ) konstans fiiggvények. Mar meg-
mutattuk, hogy a fSegyiitthaatojuk 2, tehat P(z) és Q(x) is a konstans 2 polinom. Tehat csak
p(z) = 22", q(z) = 22" alaka lehet a megoldas. Ez valoban megoldas, mert p(z)-nek n nemnegativ

valos gyoke van és p(z)q(x) = 422%™ = p(a?) + q(2?).
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E-+5. Legfeljebb hany sikot hataroz meg n kiilénb6z4 egyenes a térben, amelyek koziil semelyik kettd sem parhuzamos,
és semelyik harom nem megy at egy ponton?
Egy sik meg van hatdrozva, ha tartalmaz legaldbb kettét az egyenesek kozil.

(n—1)(n+1) n
4

Megoldas: paros esetben %2, paratlan esetben , azaz altalanosan bJ . [51

Felss becslés: Legyen adott n egyenes a térben, amelyek k6zott nincsenek parhuzamosak és nincs 3
egy ponton atmend. Tekintsiik azt a G grafot, amelynek a csiicsai az egyenesek, és minden, az egyenesek
altal meghatarozott sikhoz pontosan egy élet htizunk be, mégpedig két olyan egyeneshez tartozé csics
kozott, amelyek meghatarozzék az adott sikot. Igy pontosan annyi éliink van, ahany meghatarozott
sik. Azt allitjuk, hogy a G grafban nincs haromszog.

Indirekten tegyiik fel, hogy van benne haromszog, azaz van harom kiilonb6z6 egyenes, e, es és eg
illetve harom kiilonboz6 sik, s1, s2 és s3, hogy e és eo meghatarozza az ss sikot, e; és es meghatéarozza
az so sikot, eo és ez meghatarozza az s sikot. Mivel nincsenek parhuzamos egyenesek, igy két egyenes
csak akkor hataroz meg sikot, ha metszik egymast, tehat az ey, ea, e3 egyenesek paronként metszéek.
Mivel nem mennek at egy ponton, ezért ez csak tgy lehet, hogy egy haromszoget alkotnak, &m ekkor
benne fekszenek egy sikban, igy s1, so és s3 nem lehetnek kiilonb6z8k, ami ellentmondés. Tehat tényleg
nincs haromszog G-ben, igy a Turan-tétel szerint legfeljebb L%J . [%W éle lehet, azaz legfeljebb ennyi
stkot hatarozhatnak meg az egyenesek, és pont ezt akartuk igazolni.

Also becslés: Egy konstrukciot kell adni n egyenesre, amik L%J . {%1 sikot htaroznak meg. Tudjuk,
hogy a Turan-tételben mikor van egyenlGség, igy a felsé becslésbdl latszik, hogy olyan konstrukciot kell
keresni, ahol az egyenesek két nagyjabol egyenls részre oszthatok, és pontosan azok metszik egymast,
amelyek kiilonbo6z6 csoportban vannak. Az otlet az, hogy keressiik az alabbi alakban az egyeneseket:
Legyenek az egyik csoportban olyan egyenesek, amelyeknek az zy koordinata-sikra vett merdleges
vetiilete parhuzamos az x tengellyel, konkrétan legyen az e; egyenes vetiiletének egyenlete y = k ahol
1 <k < L%J Hasonl6an, a masik csoportban legyen fi vetiilete az xy sikra x = k£ minden 1 <
k< {%] esetén. Ezek utan tgy akarjuk beallitani az egyenesek meredekségeit az xy koordindta-sikhoz
képest, hogy az e egyeneseknek paronként kiillénbozé legyen a meredeksége, hogy kitéréek legyenek,
hasonlban az f egyenesek kozott se legyenek azonos meredekségtiek, és barmely e; és f; messe egymést.
Szerencsénkre, ez tényleg megtehetd:

Legyen minden 1 < k < L%J esetén az e, egyenes az y = k, z = kx egyenlettekkel megadva.

Hasonléan minden 1 < k < {%] esetén legyen fr az x = k, z = ky egyenletrendszerrel definiilva.

Ekkor tetszbleges 1 < i < L%J, 1 <5< [%W esetén e; és f; is athalad a (j,4,4j) ponton, mivel
kielégiti mindkét egyenes egyenletét. Vilagos, hogy ezek a metszéspontok kiilonnb6zd egyenesek esetén
kiilonbozdek, igy nincs 3 egy ponton Atmend egyenes, és a meredekségeket kiillonbozdére valasztottuk,
igy parhuzamos egyenesek se lehetnek. Ez tehat tényleg egy megfelel§ konstrukcié n egyenessel, amik
LgJ : [%W stkot hataroznak meg.

Megjegyzés: Konstrukciot forgési hiperboloid segitségével is egyszertien lehet adni.



