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C1. Sasszem, az indianf6ndk vasarra hajtotta 50 marhajat. A vasarban cserekereskedelmet tud folytatni, mégpedig a
kévetkezd modokon: 5 marhajat el tudja cserélni 3 disznéra és 5 kecskére. Ha ad 1 marhat és 1 kecskét, akkor 2 disznoét
kap, illeve 3 disznéért és 3 kecskéért cserébe 2 marhahoz juthat.
a) Mivel Sasszem el szeretne kezdeni kecskét és disznét is tenyészteni a marha mellett, ezért ugy szeretne kereskedni,
hogy mind a harom allatbol legalabb 20-at vigyen haza. Megteheti ezt?
b) Mutassatok meg, hogy eléfordulhat, hogy az indianfénok kevesebb mint 15 allattal tavozik a vasarrol.
Megoldas: a) Sasszem szeretne ugy cserélgetni, hogy 50 marhabol indulva mindegyik allatbol legalabb
20 darab legyen. Erre mutatunk egy lehetGséget. A kévetkezd cseréket tudja megtenni:

1.5M — 3D 4+ 5K

2. 1M +1K — 2D

3.3K+3D — 2M

Elgszor végrehajtja az elsd cserelehetGséget 6tszor. Igy eleserélt 25 marhéat 15 disznora és 25 kecs-
kére. Ez utédn szeretne még kapni legalabb 5 disznot, ezért a masodik cserelehetdséggel él haromszor
és elcserél 3 marhat és 3 kecskét 6 disznoéra. Igy lett 15 + 6 = 21 diszndja, 25 — 3 = 22 kecskéje és
50 — 25 — 3 = 22 marhaja. Tehat a cserék utan mindegyik allatbol legalabb 20 darabja lett.

b) Egy olyan cseresorrendet szeretnénk mutatni, ahol a végén Sasszemnek 15-nél kevesebb éllata lesz.
Erre egy lehetdség:

Elgszor elcseréli az 50 marhéajat 30 disznora és 50 kecskére az 1. lehet&séget hasznélva tizszer.
Ezutan a 3. lehetSséggel él szintén tizszer, igy 30 kecskéért és 30 disznoért kap 20 marhat. Igy most 20
marhaja és 20 kecskéje van. Ezutan a 2. lehetGséget hasznalja tizszer, tehat 10 kecskét és 10 marhat
elcserél 20 disznora. Ezutéan a csere utdn marhabol és kecskébdl 10 darabja van, disznébol 20. Majd
héromszor elvégezve a 3-ik cserét 16, 11 és 1 darab marad sorban a marhabol, diszn6bdl és kecskébdl.
Az els6 cserével 3-szor folytatva 1, 20 és 16 allat marad. A haramdikat 5-szor elvégezve mar csak 11
marhaja, 5 diszndja és 1 kecskéje marad. Az elsé cserét hasznalva még kétszer csak 1 marhéja marad
11 — 11 disznoval és kecskével. Végiil a 3. cserét 3-szor elvégzi és 7 marhéja, 2 diszndja és 2 kecskéje
marad. Azaz Gsszesen 7+ 2 + 2 = 11 < 15 allattal tavozik a vaséarrol.
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C2. Ludmilla leirt a fiizetébe egy nyolcjegyt pozitiv egész A szamot, majd az egyik szamjegyét torolve egy hétjegyi
pozitiv egész B szamot kapott. Ekkor észrevette, hogy a két szam Gsszege 20210521, amely pont a Diirer-dont6é datumal
Mi lehetett a Ludmilla altal el@szor leirt szam?

Megoldas: Vegyiik észre, hogy ha A-nak nem az utols6é széamjegyét tordlte Ludmilla, akkor A és B
utolsé szamjegye megegyezik, ezért az Osszegiik paros. Azonban 20210521 paratlan, igy Ludmilla az
utolsd szamjegyét torolte A-nak.

Legyen A utolsé szamjegye x, ekkor A = 10 - B + z, valamint

A+ B = 20210521

11 B + =z = 20210521.

Maradékosan elosztva 11-gyel 20210521-et azt kapjuk, hogy 20210521 = 11 - 1837320 + 1. Mivel =
szamjegy, igy az az egyetlen lehetGség, hogy © = 1 és B = 1837320. Ekkor a Ludmilla altal el6szor leirt
szam az A = 18373201.

Ellendrzés: a 18373201 valéban egy nyolcjegyi szam, és az utolsd szamjegyét tordlve a hétjegyti 1837320-
at kapjuk, valamint 18373201 4 1837320 = 20210521.
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C3. Az ABC egyenl8szara haromszogben, ahol AC = BC, legyen X egy tetszdleges pont az AB szakaszon. A BC-
vel parhuzamos X-en athaladé egyenes messe AC-t N-ben, az AC-vel parhuzamos X-en athaladé egyenes pedig messe
BC-t M-ben. Legyen az N koézéppontu, NA sugari, valamint az M koézépponta M B sugari korok X-t6l kiilonb6zé
metszéspontja T'. Igazoljatok, hogy az NCM< és NT M < szogek megegyeznek.
Megoldas: A két kor M-en kiviili metszéspontja X lesz. Az MT és MX szakaszok ugyanolyan
hossziak, hiszen ugyanazon kor sugarai. Ugyanigy |NX| = |[NT|. Mivel harom oldaluk megegyzik, az
MNT és az M NX haromszogek egybevagoak, igy MTN< = NXM<. (Tehat az M X NT négyszog
egy deltoid, amely szimmetrikus az M N szakasz egyenesére.)

Tudjuk, hogy NX parhuzamos AC-vel, M X pedig BC-vel, igy a CM X N négyszog egy paralelo-
gramma, ebbdl kévetkez6en MCN< = NXM<, ami viszont egyenls volt MT N < szoggel. Tehat az
MCN< és MTN< szbgek nagysaga valoban megegyezik.
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C4. Hétfén lesz Nagymama 80. szilletésnapja, és az egész csalad felkdszonti 6t. Erre az alkalomra Nagymama 3 liter
almalevet vett, amit az unokai kézott szeretne egyenlSen elosztani, azonban azt nem tudja pontosan, hogy mind a kilenc
unokija el fog-e tudni jonni, vagy csak nyolcan lesznek. A szekrényben viszont talél 16 darab poharat, igy arra gondol,
hogy még a csaldd érkezése el6tt kitolti az Osszes almalevet a 16 poharba tgy, hogy 8 és 9 unoka részvétele esetén is
mindenki ugyanannyi almalevet kapjon, és az Gsszes almalevet megigyak az unokak.

a) Melyik poharba mennyi almalevet t6ltson, ha egy poharbdl higiéniai okok miatt legfeljebb egy gyerek ihat, viszont
egy gyerek akar tobb poharbol is ihat?

b) Sajnos miel6tt elkezdte volna kitdlteni az almalevet, Nagymama az egyik poharat elejtette, igy az a padlora esett és
széttorott. Meg tudja-e oldani a fenti problémat igy, hogy csak 15 pohar all a rendelkezésére?

Megoldas: a) Mutatunk egy lehetséges megoldast 16 poharral. Nagymama nyolc poharba toltson
egyenként % liter almalevevet, a tobbi nyolcba pedig egyenként 3_88 /3 — i liter almalevet. Ha 9 gyerek
jon, koziiliik 8 az elsé nyolc poharboél kap egyet-egyet, mig a 9. megissza a maradék 8 pohar tartalmat.

Igy a kilencedik unoka is ésszesen 8 - 21—4 = % liter almalevet iszik, pont mint a tébbiek.

Ha csak nyolc unoka latogatja meg, akkor mind a nyolcan igyanak meg egy nagyobb (% literes) és egy
kisebb (3 literes) poharral. Ezzel mind a nyolcan azonos mennyiségii (% liter) almalevet isznak meg,

és ebben az esetben sem isznak tobben ugyanabbdl a poharbol.

b) 1. megoldas: Tegyiik fel, hogy Nagymama 15 pohérral is meg tudja oldani a problémat. Tudjuk,

hogy az Gsszes almalének el kell fogynia, és minden pohéarbodl legfeljebb egy unoka ihat. Ha kilenc unoka

érkezik, akkor mindegyik unokanak % = % liter almalevet kell innia, nem tobbet. Ha lenne olyan pohar,

amelybe Nagymama t6bb, mint % liter gyiimolcslevet toltene, akkor a 9 unoka koziil amelyikiik ebbgl

a poharbdl inna, az tébbet inna a tobbieknél. Tehat mindegyik pohérba legfeljebb % = % liter almalé

keriilhet. Igy viszont, amennyiben csak 8 unoka jelenik meg, mindenkinek legalabb két-két poharbol
1_3

kellene innia, hiszen 3 < g (minden egyes poharban kevesebb almalé van, mint amennyit egy-egy unoka

ilyenkor meginna). Tehat valoban sziikség van 16 poharra, nem elég 15 darab.

b) 2. megoldas: A megoldas lényegi gondolatét forditva is megragadhatjuk. Igy, hogy csak 15 pohar
van, mar nyolc unoka esetén is biztosan lesz olyan unoka, aki legfeljebb egy poharbol ihat (kiilonben
legalabb 16 poharnak kellene lennie). Ha nyolcan vannak, mindenki % almalevet iszik, igy egy olyan
unoka, aki csak egy poharbol iszik, 2 liter levet tartalmazo poharat kell, hogy kapjon. Ha pedig kilencen
latogatjak meg Nagymamat, ezt a "nagyobb" poharat senki sem kaphatja meg, mivel az abbdl ivo
unoka tébbet inna % liternél. Ekkor viszont nem tud elfogyni az 0sszes almalé. Tehat nem oldhat6é meg
a szétosztas 15 pohérral.
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Cb5. Csongor nagyon unatkozott matekoran, unalmaban egy papirra kezdett firkalni. ElGszor leirt egy természetes sza-

mot, majd pedig innen névekvd sorban elkezdte irogatni az egész szamokat. Mar 38 leirt szamnél jart, amikor észrevette,

hogy egyik szamra sem igaz, hogy a szdmjegyeinek Gsszege oszthato 11-gyel.

a) Mutassatok egy szdmot, amelyet Csongor elészor leirhatott a papirra.

b) Bizonyitsatok be, hogy akarhonnan kezdi is az frogatast, 39 szdmot mar nem fog tudni igy leirni.

Megoldas: a) A Csongor altal elsként leirt természetes szam lehetett példaul a 999981. A legutolso,

38. szam ekkor az 1000018. 999981-t6l 999989-ig a szamjegyosszegek 45-t6l 54-ig terjednek, vagyis a

11-es maradékaik 1-t6l 9-ig futnak. 999990-t51 999999-ig 1-t6l 10-ig mennek a maradékok, ugyanigy,

ahogyan 1000000-t61 1000009-ig. Végiil 1000010-t61 1000018-ig 2-t61 10-ig terjednek a maradékok. Tehat

valoban, a 38 koziil semelyik felsorolt szam jegyeinek Osszege sem oszthaté 11-gyel, jo a konstrukcio.
Az alabbi tablazatban lathatok tomoren a felsorolt szamok, alattuk pedig a szamjegyeik Gsszegének

11-es maradékai:

999981 | ... | 999989 | 999990 | ... | 999999 | 1000000 | ... | 1000009 | 1000010 | ... | 1000018

1 9 1 10 1 10 2 10

b) Az els6 megfigyelésiink a kovetkezd: ha Csongor leirt tiz egymas kovets természetes szamot, amelyek
koziil a legkisebb 0-ra végzddik, akkor ezek csak az egyeseik szamaban térnek el egymastol. Nevezziink
tiz ilyen szamot egylittesen egy tizes csoportnak. A tizes csoportba esé szamok jegyeinek Osszegei,
illetve azok 11-es maradékai is egymast kovets szamok (ahol a 10-et, mint 11-es maradékot a 0 maradék
koveti). Ahhoz, hogy ne legyen koztiik olyan szam, amelyben a szdmjegyek Osszege oszthatd 11-gyel,
az sziikséges, hogy a tiz szam jegyOsszegeinek 11-es maradékai sorban 1-t6l 10-ig terjedjenek (példaul
100-t6l 109-ig, vagy 480-t6l 489-ig ez teljesiil).

A masodik megfigyelésiink: vizsgaljuk meg altalanosan, hogy egy tizes szamrendszerbeli természetes
szam ¢és a rakovetkezs szam jegyei Gsszege kozott mekkora lehet az eltérés. Ha a kisebb szam pontosan k
darab 9-es jegyre végzddik, akkor a nala eggyel nagyobb szam pontosan k darab 0O-ra fog végzidni, és a
(k+1)-edik legkisebb helyiértékén szerepls szamjegy éppen 1-gyel né (...n99...9 — ... (n +1)00...0).
A szamjegyek Osszege tehat elGjelesen (1 — 9k)-val nd. Ez azt is jelenti, hogy ha a rakévetkezd szamra
lépésnél nem torténik tizesatlépés, akkor a szamjegyOsszeg 1-gyel né meg. Ha torténik tizesatlépés, de
szazasatlépés nem, akkor 8-cal csokken a szamjegyek Osszege.

Ezek utan bontsuk két esetre a vizsgaldodast:

1. eset: A Csongor altal felirt szamokban a tizesnél nagyobb helyiértéki jegyek mind megegyeznek
(tomoren, a felirt szamok ugyanabba a szdzas csoportba esnek). Ha legalabb 19 egymast kovetd szamot
felirunk, akkor koziiliik legkésébb a tizedik 0-ra végzodik, jeldljiik ezt A-val. A-t6l kezdve a felirt szamok
kozott tiz egymast kovets szam van, amelyek csak az egyeseik szamaban térnek el egyméastol (A, A+1,
..., A+9). Az els6 megfigyelésiink alapjan a jegyOsszegeik 11-es maradékai sziikségképpen 1-t6l 10-ig
terjednek.

Nézziik meg az 6t megel6z6, és az 6t kovets tizes csoportba es6 szamokat is. A — 1 egyetlen 9-esre
végzodik, igy a jegyeinek Osszege (a méasodik megfigyelésiink alapjan) 8-cal nagyobb A jegyei dsszegénél,
tehat A —1 jegyei Osszegének 11-es maradéka 148 = 9. Ha egyesével lefelé 1épegetiink, latjuk, hogy az
1-esre végz6dd A —9-nél éppen 1 a jegyosszeg 11-es maradéka, de A —10-ben maér 0, itt megall a feliras.
Hasonlban, A+ 10 a rakdvetkezs tizes csoport legkisebb szama, amelyben 8-cal kisebb a jegyek Gsszege,
mint A 4+ 9-ben, igy A 4+ 10-ben 2 a jegyek dsszegének 11-es maradéka. Tovabbhaladva, A + 18-ban 10
ez a maradék, de A + 19 jegyeinek Osszege mar oszthaté 11-gyel.

Nézziik meg ugyanezt tablazatos formaban is, az als6 sorban a szamjegyek 6sszegének 11-es maradéka-
val:
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Szam A—-10|A-9 | ... |A-1|A|... |A+9|A+10|... | A+18 | A+ 19
maradék 0 1 9 11... 10 2 10 0

Lathato, hogy ebben az esetben legfeljebb 9 + 10 + 9 = 28 szam irhatd fel az egymést kovets
tizesekbdl (példaul 471-t61 498-ig a tablazatnak megfelelek a maradékok).

2. eset: A Csongor altal felirt szamoknal szdzasdtlépés is torténik. Most jeloljink C-vel egy 100-zal
oszthatod szamot, amelyet Csongor felirt (egyelére nem tudjuk, hogy tobbet is felirhatott-e). Vegyiik
észre, hogy a C — l-gyel végzidds, illetve a C-vel kezd8dG szdzas csoportbol is legfeljebb 19 szam
valaszthato ki.

C'—10-t61 C'—1-ig a szamok éppen egy tizes csoportot tesznek ki. Az 1. eset vizsgalata alapjan, ha a
(C'—10)—(C' —1) tizes csoport megfelelGen felirhatd, abban C'— 10 jegyei 6sszegének 11-es maradéka 1.
[lyenkor az azt megel6z6 tizes csoportbdl legfeljebb legfeljebb 9 tovabbi szamot valaszthatunk ki, mivel
a (C'—19) — (C —10) tizes csoportban a 11-es maradékaik 1-gyel "lejjebb csusztak" a (C'—9) — (C' —1)
csoport maradékaihoz képest. Hasonléan, a C-t61 C + 9-ig tarto tizes csoportban is 1-t6l 10-ig mennek
a 11-es maradékok, a (C' 4 10) — (C + 19) tizesben viszont 2-t6] 11-ig, tehat a C' 4+ 19 mar nem irhato
fel.

Mivel mindkét szomszédos szézas csoportbdl legfeljebb 19 szam vélaszthato ki, 6sszesen legfeljebb
38 szamot irhattunk fel ebben az esetben. Mivel az 1. esetben sem irhattunk fel t6bb szamot, hanem
legfeljebb csak 28-at, latjuk, hogy 38-nél tobb szam biztosan nem irhato fel, ezzel a b) feladatrészt
megoldottuk. Erdemes azonban innen folytatni a gondolatmenetet, hiszen az a) részre akar éppen ezek
alapjan a megfigyelések alapjan adhatunk egy példéat.

Ahhoz, hogy tényleg fel tudjunk irni 38 szamot a feltételeknek megfelelGen, az sziikséges, hogy a
99-re végz6ds C — 1 jegyei Osszegének a 11-es maradéka 10 legyen, illetve C jegyei Gsszegének 11-es
maradéka 1 legyen. Ha ez teljesiil, akkor mindegyik maradék megfelels (de csak ebben az esetben irhato
fel 38 szam). Nézziik a tablazatot; az also sorban tovabbra is a felette levs szam jegyei Osszegének 11-es
maradéka szerepel:

szam c-19|...|C-11|C-10|...|C=1|C|...|C4+9|C+10|... |C+18

maradék 1 9 1 10 17]... 10 2 10

Jeloljiik k-val azt, hogy C'—1 hany darab 9-esre végzédik. A b) rész elején megfigyeltiik, hogy C'—1
jegyeinek Gsszege (9k—1)-gyel nagyobb, mint C' jegyeinek ésszege. Tudjuk, hogy C'—1 jegyei Osszegének
11-es maradéka egyrészt 10, masrészt megegyezik (9% — 1)+ 1 = 9k-nak a 11-es maradékéaval. Talaljunk
olyan k pozitiv egész szamot, amelyre 9k-nak a 11-es maradéka 10. Ha felirjuk a 9 tobbszoroseit, latjuk,
hogy k = 6 megfelels (9% = 54 =411+ 10). Mivel 6 -9 tizenegyes maradéka 10, igy a 6 darab 9-esbdl
allo 999999 szam megfelels lesz C — 1-nek. Ekkor C' éppen egymillio, igy az 6 jegyeinek Osszege 1, ami
szintén stimmel. Igy jutottunk el valéjaban az a) részben megtalalt megoldashoz: a legkisebb szamnak
megfelel a 999981, a Csongor altal legutolséként felirt szam az 1000018, és ellendrizhetjiik, hogy jo a
megoldas.
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C6. Jaték: Egy indianrezervatumban 10 totemoszlopot allitottak fel a bal oldali 4bran lathaté haromszogracs szerint.
Csendes Patak és Voros Tiiz a kovetkezd jatékot szoktak itt jatszani: felvaltva feszitenek ki koteleket két-két oszlop
kozott, és minden kotél kifeszitésénél figyelnek arra, hogy a kifeszitett kotél parhuzamos legyen a nagy haromszog egyik
oldaléaval, illetve a kotél nem haladhat el olyan oszlop mellett, amelyet mar egy mésik kotél érint. Ezenkiviil ha a jelenleg
kifeszitett kotél helyett annak egy egyenes vonalti meghosszabbitasa is kifeszithets a fenti feltételek mellett, akkor azt
kell kifesziteniiik. Az veszit, amelyik§jiik mar nem tud a szabélyoknak megfelelen t6bb kotelet kifesziteni.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jatékban! Ti donthetitek el, hogy a kezdd vagy a mdsodik jatékos
bérébe szeretnétek bijni. A jobb oldali dbrdn egy lehetséges jdték elsé hdrom lépése ldthato. Eldszér Csendes Patak kifesziti
a kék kotelet, majd Vorés Tiz a pirosat, aztin Csendes Patak a zoldet.

Megoldas: Az indidnokat jdtékosnak, a kételeket szakasznak vagy vonalnak is fogjuk nevezni. A jaték-
ban a kezdd jatékosnak van nyerd stratégidja, raadasul tetszéleges elsé 1épés utan tud nyerni, barmilyen
lépéseket is tegyen a mésodik jatékos. Mi a kezd§ jatékosnak azt a nyerd stratégidjat vizsgaljuk meg,
amikor két, egymastol ketts tavolsagra 1évs oszlop kozott feszit ki kotelet, példaul a bal dbréan lathato
kéket. (Ha egy masik ketts hosszu kotelet haz be, az abrat elforgatva ugynanezt az allast kapjuk).

(]
(]
[ ] [ ]
[ e ]
{ o | o
[ ] [ J [ J
[ ] [ ] [ ] ([ ]
o O O ]

Ezutan ha lehet, tiikrozi az ellenfele 1épéseit a sziirke szaggatott vonallal jelolt egyenesre, mint
szimmetriatengelyre. Ezt mindig megteheti, amikor az ellenfele nem egy, a jobb oldali abran lathato
szakaszt hiiz be. Ezek a szakaszok énmaguk tiikorképei a tengelyre, ezért ha valamelyik jatékos behtzza
azokat, a mésik mar nem huzhatja be a tiikorképiiket. Ha az ellenfele 1épése tehat éppen ilyen vonal
(a jobb oldali 4bran lathato szines vonalak egyike), akkor a kovetkezGképpen valaszjon ra:

e Ha a maésik jatékos a zold vagy a sziirke kotelet fesziti ki, a kezd§ jatékos valaszoljon a piros
vonallal.

e Ha a maésik jatékos a piros vonalat hizza be a lépése soran, akkor erre a zold vagy a sziirke
vonal koziil a megfelel6en behiizhato legyen a valasz. Mivel az dbra minden eddigi 1épés utan
szimmetrikus volt, teljesiil, hogy az als6 sor sdrga pontokkal jelolt két kozépsé oszlopa koziil vagy
mindkettSt érinti mar kotél, vagy egyiket sem. A lényeg, hogy e két oszlop kozé keriiljon kotél
(z6ld vonal), de ha a kotél meghosszabbithato (sziirke vonal), akkor értelemszertien a harom
egység hosszu sziirke vonalat huzza be.

Amikor a mésodik jatékos ezek koziil a szines vonalak koziil elGszér behtuz egyet, akkor az elsé
jatékos - a stratégiaja alapjan - még nem rajzolt be ilyen vonalat, vagyis mindig ki tudja valasztani a
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szines vonalak koziil azt, amelyikkel vilaszolni tud a masodik jatékos lépésére. Ezzel az dbra tovabbra
is szimmetrikus marad.

Osszefoglalva: az elsé jatékos minden lépése utan tengelyesen szimmetrikus marad az abra a sziirke
szaggatott tengelyre. Amig van szabad hely, ahova a méasodik jatékos behtizhat egy kotelet, a tengelyes
szimmetria miatt az els§ jatékosnak is marad szabad hely, tehat az els§ jatékosnak nem fogynak el a
lépéslehetGségei. Vagyis ezzel a stratégiaval biztosan megnyeri a jatékot.



