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E-+1. Legyenek A és B kiilonb6z6 pontjai az O kozéppontu k kiérnek gy, hogy AB nem atmérd, tovabba legyen
X tetszSleges bels6 pontja az AB szakasznak. Jelolje k1 azt a kort, amely athalad az A és X pontokon, valamint A az
egyetlen kozos pontja k-nak és ki-nek. Hasonloéan ko jelolje azt a kort, amely athalad a B és X pontokon, valamint B
az egyetlen kozos pontja k-nak és ko-nek. A ki és ko korok méasodjara messék egyméast az M pontban. Jeldlje az AOB
koriilirt korének, ki-nek és kz-nek a kdzéppontjat rendre @@, O1 és Os. Igazoljatok, hogy az M, O, 01, O2, Q pontok egy
korre illeszkednek.
Megoldas: Belatjuk, hogy @ és M is rajta van 01020 koréirt korén. Tudjuk, hogy BAO< = OBA< =
01X A< = BX0,4, tehat 001X 05 paralelogramma. Igy AO; = 01X = 0O;. Legyen @ meréleges
vetiilete AO-n T, BO-n Ts. Q az AOB koréirt korének koézéppontja, igy Q77 és Q15 rendre az AO és
BO szakaszok felezmerd6legesei, tovabba AO = BO miatt még QT = QT is kovetkezik. Ebb6Sl mar
vilagos, hogy Q1101 és QT>02 haromszogek egybevagodak, mivel O1Th = ATy — AOy = OTr, — 004 =
02715, igy két oldaluk és a kozrezart szogiik megegyezik. Tehdt O1Q02< = T1QTo<t = 180° — 01002,
ezzel @Q-ra belattuk az allitéast.

01X = O1M és O X = Oa3M, igy O1X0O2M deltoid, tovabba tudjuk, hogy 001X O4 paralelo-
gramma, igy O1MOs<t = 02 X011 = 01002, amivel M-re is igazoltuk az allitast.
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E-+2. Az indidnok misztikusnak tartjak az olyan nemnegativ valos szamokbol allé xo, 1, x2, . . . sorozatokat, melyekre
2o < 2021, ;41 = |x;|{x:;} minden i > 0 esetén, tovabba szerepel a sorozatban 0-t6l kiilonb6z8 egész szam. Hany olyan
sorozat létezik, amelyet misztikusnak tartanak az indianok?

Megjegyzés: x valds szam esetén | x| jeldli a szdm egészrészét, vagyis az x-nél nem nagyobb legnagyobd egész szamot, {x}
pedig a tortrészét, vagyis v — |x|-et.

Megoldas: Nevezziink egy sorozatot n-misztikusnak, ha z¢g < n, z;4+1 = |x;]{x;}, tovabba szerepel
a sorozatban 0-t6l kiilénbo6z6 egész szam. A feladat a 2021-misztikus sorozatok szamét kérdezi, mi
altalanosan n-re oldjuk meg. Azt allitjuk, hogy 27! — 1 darab n-misztikus sorozat van.

Legyen S(n) az n-misztikus sorozatok halmaza, A(n) pedig az n-misztikus sorozatok szama. Vila-
gos, hogy A(1) = 0, belatjuk, hogy A(n + 1) = 2A(n) + 1. Az els6 észrevételiink a kovetkezs: ha
zo < n+ 1, akkor 1 < n. Ez igaz, hiszen 1 = |xo|[{zo} és |z0o] <n, {zo} < 1.

Tekintsiik az S(n+1)-beli sorozatokat. Nyilvanvaloan S(n) C S(n+1), igy elég azokat a sorozatokat
leirnunk, amelyekre xg > n. Ezekben a sorozatokban van nemnulla egész tag, ha ez a nulladik, akkor
az csak xg = n lehet. Az Osszes tobbiben egy késébbi tag lesz egész, vagyis x1-t6l tekintve a sorozatot
egy S(n)-beli sorozatot kapunk. Mivel itt |xg| = n, és x1 = |xo|{z0}, igy {xo} = x1/n-nek teljesiilnie
kell, ami minden z; < n esetén pontosan egyféleképpen valosithaté meg. Tehat az olyan S(n + 1)-beli
sorozatok, amelyekre x¢ > n, bijekcioban allnak az x1 < n elemeikkel, amelyek pont S(n)-et alkotjak.
Tehat valoban azt kaptuk, hogy A(n + 1) = 2A(n) 4+ 1, ebbdl és A(1) = 0-bol indukcioval kovetkezik,
hogy A(n) =271 —1.



MATEM

megoldas

|

=
| ]
> =

k
teger;,

Dénté:
2021. majus 21-22.

9-12.

osztalyosok

E-+3. Halloween estéjén egy n f8s gyerekcsapat k darab teljesen egyforma tabla csokoladét szerzett. Az este végén
szét akartak osztani a csokolddékat tugy, hogy minden gyerek ugyanannyi csokit kapjon, és egyik tabla csokit se torjék
ketténél tobb részre. Milyen n és k értékek esetén tudjék igy elosztani?

1. Megoldas: Azt allitjuk, hogy pontosan akkor tudnak osztozkodni, han < k, vagy n > k ésn—k | n.
El6szor mutatunk egy konstrukciét, hogy ezekben az esetekben tényleg van megoldas.

Konstrukcio (n < k). Elgszor arra az esetre mutatunk konstrukciot, amikor n < k. Ekkor min-
denkinek % csokit kell kapnia. Helyezziik sorba egymas utan a k csokit. Majd vagjuk szét ezt a sort n
egyenlé részre. Mivel % > 1, ezért egy csokit legfeljebb egyszer vagunk ketté, igy ez a felosztas megfelel
a feltételeknek.

Konstrukcio (kK < n és n —k | n). Minden csokit vagjunk ketté k : (n — k) aranyban. Ekkor k
ember kap egy-egy k/n méret darabot. Mig a maradék n — k ember igazsagosan osztozik a k darab
(n—k)/n mérett darabokon. Ezt megtehetik, hiszen n—k | n— (n—k) = k. Tehat koziilik is mindenki
ﬁ "Tfk = % csokit kap.

A lehetetlenség igazolasa. Megmutatjuk, hogy més esetben nem tudnak a feltételeknek megfelelGen
osztozkodni. Vilagos, hogy n > 2k esetén nem valésithatdé meg az osztozkodés, hiszen legfeljebb
2k darab csokit hozunk létre a tordelés utan, viszont ennél tébb gyerek van. Igy feltehetjiik, hogy
kE+1<n<2k—1. Egy egységnek 1/n csokit tekintiink. Ebben az esetben egy gyereknek k egység
csoki jar. Legyen d =n — k.

Nem lehet olyan darabot torni egy csokibél, ami nagyobb, mint k egység. (Az abran jeloljik ezt az
informéaciot: pirossal jeldljiik, ahol biztosan nem lehet torni.)

0 d k=n-—d n

L A}
L /

/4 |
\ -

Valéban, hiszen aki ezt a darabot kapné, az biztosan tobbet kapna, mint az atlag. Ebbgl azonnal
kovetkezik az is, hogy olyan rész sem lehet, amely kisebb, mint d = n — k egység (hiszen akkor a méasik
darab k-nal nagyobb lenne).

Lépjlink eggyel tovabb! Nem lehet olyan darabot térni egy csokibol, aminek a mérete nagyobb,
mint n — 2d egység, de kisebb, mint n — d.

0 d 2d n —2d n—d n
C Y2 5
= ZAY 7

¢ )€ 1

Miért is nem lehetséges ez? Ha lenne egy ilyen darab, akkor aki ezt megkapné, annak k = n — d-re
kellene kiegészitenie. Azonban ehhez biztosan hasznélni kellene egy d-nél kisebb darabot. Ez azonban
nem lehetséges. Tovabb is folytathatjuk. Tegyiik fel, hogy méar megtettiink s — 1 1épést. Ekkor nem
lehet olyan darabot torni egy csokibdl, aminek a mérete nagyobb, mint n — sd egység, de kisebb, mint
n—(s—1)d.

Ha egy rész (n — sd,n — (s — 1)d) kozti méretd lenne, akkor annak a kipotlasdhoz minden csoki
legfeljebb (s — 1)d méretd lenne, tovabba vildgos, hogy kell lennie olyan darabnak aminek a mérete
nem oszthato d-vel. Igy feltétleniil hasznalni kellene egy (0, d), (d, 2d), ... vagy ((s —2)d, (s —1)d) kozti
meéretd darabot, amit az indukciés feltevés szerint nem lehet.
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0 d 2d sd  n—sd n—2d n-d n
E )€ el —
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Latjuk, hogy igy csak azok a torések megengedettek, melyekre mindkét rész méretét osztja d, azaz
csak akkor maradhatnak megengedett torések, ha a d | n. Ezzel az allitasunkat belattuk.

2. Megoldas: Mutatunk még egy megoldast arra, hogy k+1 < n < 2k esetén az osztozkodas sziikséges
feltétele, hogy n—k | n legyen. Legyenek az emberek egy graf csticsai. Két ember akkor van 6sszekotve,
ha ugyanabbol a csokibol kaptak. Vagyis a grafban minden él egy csokit szimbolizal.

Vegylik észre, hogy ebben a grafban nem lehet kor. Ha lenne egy « hosszu kor, akkor a kérben
1év6 & embernek Gsszesen legalabb x csokit meg kell kapnia. Igy lenne olyan, akinek tobb jutna, mint
amennyi jar. Tehat minden OsszefiiggGségi komponens fagraf.

Nézziik a graf egy Osszefiiggdségi komponensét. Legyen ebben g ember, 6k kapjanak Gsszesen c
csokit. Mivel ez a komponens fa, igy ¢ = g — 1. Tehat ebben a komponensben egy embernek (g — 1)/g
csoki jut. Azonban akkor ennyi csoki jut minden embernek. Masrészt tudjuk, hogy n ember és k csoki
van, ez azt jelenti, hogy

n g
valamilyen g egész szamra. Ezt atalakitva kapjuk, hogy n = g(n — k), azaz csak akkor valosithato meg
az osztozkodés, ha n — k osztdja n-nek.
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E+4. Egy torpedékészlet 2 darab 1 x 4-es, 4 darab 1 x 3-as, 6 darab 1 x 2-es és 8 darab 1 x 1-es hajot tartalmaz.
a) Le lehet-e rakni egy 10 x 10-es tablara a teljes torpedokészletet gy, hogy a hajok ne érintkezzenek még sarokkal sem?
(A hajok vizszintesen és fiiggslegesen is allhatnak.)

b) Megoldhato-e ez akkor, ha 4 darab 1 X 1-es hajot atcseréliink 3 darab 1 x 2-es hajora? (Vagyis a darabszamok: 2, 4,
9, 4.

c) I\/fegoldhaté—e akkor, ha a maradék 4 darab 1 x 1-es hajot lecseréljiik egy darab 1 x 3-as és egy darab 1 x 2-es hajora?
(Vagyis a darabszamok: 2, 5, 10, 0.)

Megoldas:

a) Nem lehet. Osszuk fel a tablat 5 -5 darab kis 2 x 2 méretd négyzetre. Egy ilyen kis részben
barmely két mezd érinti egymast, igy minden részbe csak egy hajo loghat bele. Am egy 1 x 1-es és egy
1 x 2-es hajo legalabb 1, mig egy 1 X 3 és 1 x 4 méretd hajo legalabb 2 kis részbe belelog, igy Gsszesen
legalabb 2-2+4-246-148-1 = 26 kis részbe belelognanak a hajok, tehat nem lehet 6ket lehelyezni.

b) Tegyiik fel, hogy valahogy lehelyeztiik a hajokat. Minden hajot noveljiink meg minden iranyban
fél egységgel, azaz egy 1x ¢ méretti hajobol 2 x (c¢+1) méretti hajo lesz. Vilagos, hogy az igy kapott hajok
nem fedik egymaést, és benne vannak abban a tablazatban, amit tgy kapunk, hogy a nagy tablazatot
minden iranyban fél egységgel megnoveljik, azaz egy 11 x 11 méretd tdblazatban. A megndvelt hajok
Osszteriilete 2-10+4-84+9-6 +4 -4 = 122, mig a megnovelt tablazat teriilete 11 - 11 = 121, igy nem
lehet lehelyezni a hajokat.

c) Ebben az esetben van konstrukcio:
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E+5. Legyen n pozitiv egész szam. Igazoljatok, hogy 2n? — 1 minden pozitiv osztoja kiilénb6z6 maradékot ad 2n-nel
osztva.

Megoldas: Altalanosabb allitast bizonyitunk: Adott n,k > 1 pozitiv egészek esetén kn? — 1 minden
pozitiv osztoja kiilonb6z6 modulo kn. El6szor egy segédallitast bizonyitunk.

Lemma: Legyenek x,y relativ prim pozitiv egészek. Ekkor x minden pozitiv osztdja pontosan
akkor kiilonb6z6 modulo ¥, ha az yc + x | 22 és yc + x > 0 feltételrendszert csak a ¢ = 0 teljesiti az
egész szamok korében.

A lemma bizonyitdsa.

Az odairany: Amennyiben létezik masik ¢ megoldas, akkor yc + z = dyds alakban irhato, ahol
dy,ds | © és dy,d2 > 0. Azonban

r=yc+x=didy (y)

miatt z/d; = da (y). Azért tudunk di-gyel osztani, mert (z,y) = 1, igy (di,y) = 1. Viszont ekkor a
feltevés szerint ez csak tgy lehet, ha z/d; = do, tehat ¢ = 0.
A visszairany: Ha létezne két azonos maradékot ado pozitiv oszto, di = da (y), akkor

X

—do = .

g L= (y)
Vilagos, hogy (dox/dy) | 22, igy

= dg.fc/dl — T

Y
megoldas, és di # do miatt ¢ # 0. Ezzel bizonyitottuk a lemmét.

A lemmankat a feladat allitdsara alkalmazva azt kapjuk, hogy a knc + kn? — 1 | (kn? — 1)? és
knc + kn? — 1 > 0 feltétel rendszernek csak a ¢ = 0 a megoldasa. Hozzuk ezt kicsit szebb alakra:
Legyen ¢ = ¢ — n, ezt behelyettesitve a bizonyitando 4llitds a kovetkezs: A knc' — 1 | (kn? — 1) és
kncd — 1 > 0 felételeket csak ¢ = n teljesiti. Mostantol /-t jeldljiik c-vel.

Tekintsiik a k-t rogzitettnek. Egy (n,c) par jo, ha teljesiti az eléz6 feltételeket. Tegyiik fel, hogy
(n,c) jo par, ekkor (¢,n) is jo, mivel

0= (kn* —1)* = (kn? — (knc)®)? = (kn?)*(kc* — 1)?  (mod knc — 1).

Vilagos, hogy knc — 1 relativ prim kn?-hez, igy azt kaptuk, hogy knc —1 | (kc? —1)?, és ez pont annak
a feltétele, hogy (¢, n) jo par.
Végiil, ha (n,c) jo, és n < ¢, akkor létezik (n, ') jo, melyre n > ¢’. Ugyanis vegyiik észre, hogy

(kn? —1)?

= kncd —1
kne —1 ne

valamilyen ¢’-re, hiszen a bal oldal kongruens —1-gyel modulo kn. Kénnyen lathato, hogy ekkor ¢’ <
n, és (n,d) jo par, igy (¢/,n) is jo par. Tehat talaltunk egy olyan jo part, amiben mindkét elem
kisebb, mint az eredeti parban, és ezt tudnank folytatni, végtelen leszallas, ami ellentmondas. Ugyanigy
ellentmondésra jutunk, ha n > ¢, igy tényleg teljesiilnie kell, hogy n = c.
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E+6. Jaték: Egy indianrezervatumban 15 totemoszlopot allitottak fel a bal oldali 4bran lathaté haromszogracs
szerint. Csendes Patak és Voros Tz a kovetkezs jatékot szoktak itt jatszani: felvaltva feszitenek ki koteleket két-két
oszlop kozott, és minden kotél kifeszitésénél figyelnek arra, hogy a kifeszitett kotél parhuzamos legyen a nagy haromszog
egyik oldaléval, illetve a k6tél nem haladhat el olyan oszlop mellett, amelyet mar egy masik kotél érint. Ezenkiviil ha
a jelenleg kifeszitett kotél helyett annak egy egyenes vonalii meghosszabbitasa is kifeszithets a fenti feltételek mellett,
akkor azt kell kifesziteniiik. Az veszit, amelyikSjiik méar nem tud a szabalyoknak megfelelen tobb kotelet kifesziteni.
Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jatékban! Ti donthetitek el, hogy a kezdd vagy a mdsodik jatékos
bérébe szeretnétek biujni. A jobb oldali dbrdn egy lehetséges jdték elsé hdrom lépése ldthato. Eldszér Csendes Patak kifesziti
a kék kotelet, majd Vorés Tiz a pirosat, aztan Csendes Patak a zoldet.

Megoldas: Az indidnokat jdtékosnak, a kételeket szakasznak vagy vonalnak is fogjuk nevezni. A jaték-
ban a mésodik jatékosnak van nyers stratégiaja. Az elsd 1épés alapjan harom esetet vizsgélunk meg:

/e

Amennyiben az els§ jatékos a piros szakaszt hizza be (forgasszimmetria alapjan feltehetd, hogy
valamelyik pirosat vagy feketét hizza be), annyiban a feketét htuzza be a masodik jatékos. Ha az elsd
jatékos feketét hiz be, a masodik jatékos tetszés szerinti pirosat behuzhat.

Definialjuk a trividlis szakaszokat a kdvetkezSképpen: 1 hossz, még be nem hiazott élek, melyeknek
a végpontjaiban 1év6 oszlopokat mar érint kotél. Példaul az els6 esetben az alabbi abran a jelenleg
behtuzhat6 egy hosszi szakaszok koziil a kékek a trividlisak, a sargak nem.

° ° °
A trivialis szakaszok nagyban leegyszertisitik az adott esetek vizsgalatat: Amennyiben egy lépésiink
utan paros sok ilyen szakasz van (példaul az elss két 1épés utan), akkor tehetjiik azt, hogy pontosan
akkor htizunk be trivialis szakaszt, amikor a maésik jatékos is. Ez alapjan mindig leegyszertisithetjiik
a jelenlegi allast magunknak: "behtizhatjuk" az eddig kialakult trivialis szakaszokat, mert azok kozil
mindig mi fogjuk a legutolsét behtzni, igy elég a tabla maradék részén stratégiat talalnunk.
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Elsd eset: A fentebbi abrak koziil a bal oldalin 1évs szakaszok az els6 két behizott szakasz. Ekkor
az allas arra egyszertisodik le, amin csak a fekete szakaszok vannak behiizva az aldbbi abrakon. Ekkor
(tengelyes szimmetriatol eltekintve) az els§ jatékos ha valamelyik piros szakaszt htizza be, akkor a
méasodik az adott abran 1évé mésik piros szakasz behuzasaval valaszol, és a kék szakaszokkal tovabb
egyszertisodik az &bra.

& 8 &

Konnyen lathato, hogy ezekben a leegyszertisodott allasokban a mésodik jatékos nyer: az els§ és
harmadikban fix a még lejatszando6 1épések szama, a masodikban pedig tudja tiikrozni az els§ jatékos
lépéseit.

Mdsodik eset: Ekkor a masodik jatékos végig az alabbi bal oldali Abran behazott szaggatott sziirke
vonalra tlikrozott 1épését 1épi az els§ jatékosnak, kivéve amikor az nem tiikrézhets. Ekkor a jobb oldali
abran 1évé valamely nem fekete szakaszt kell behuznia az els6 jatékosnak, és ilyenkor a masik, szintén
olyan szakaszt hiizza be a mésodik. Tehat a piros és sziirke esetén a kéket, a kék esetén pedig a pirosat,
vagy ha az meghosszabbithato, a sziirkét.

)

Ezzel a stratégiaval a fekete szakaszokkal parhuzamos szakaszok péaros sok (2 vagy 4) lépésben
lesznek behtzva, és a tobbi, azokkal nem parhuzamos szakasz is paros sok lepesben lesz behuzva. Tehat
a feketék behuzasa utan még paros sok 1épés torténik, igy a masodik jatékos tud nyerni.

Harmadik eset: Ekkor az allas arra egyszertisodik le, amin csak a fekete szakaszok vannak behtzva az
alabbi abrakon. Ekkor (tengelyes szimmetriatol eltekintve) ha az elss jatékos valamelyik piros szakaszt
htizza be, akkor a mésodik az adott dbrédn 1évé mésik piros szakasz behuzasaval valaszol, és a kék
szakaszokkal tovabb egyszertisodik az abra.
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Az els6 abran lathato allasban a még meglépendd 1épések szama allando és paros. Ezt ugy lathatjuk,
hogy jelenleg 1 nagy teriilet van beliil, amely végiil 13 teriiletre lesz osztva, és minden szakasz egy 1j
részt hoz létre. igy 14 lépés van hétra, és a masodik jatékos fog nyerni.

A masodik abran tiikrozni tudja minden lépését az elsd jatékosnak, igy tud nyerni.

A harmadik dbran vegyiik észre, hogy a pirosak altal hatarolt részben még mindenképp pontosan
8 darab lépés fog torténni, tehat ott mindenképpen tud utolsd 1épést lépni a mésodik jatékos, a két
masik részben pedig tiikrozni.

Végiil nézziik az utolso esetet. Az els6 jatékos lépésére vagy tudunk valaszolni az el6z6 harom eset
alapjan (és nyerni), vagy az els§ jatékos a nagy haromszog egyik oldalan 1évs, még be nem hizott
szakaszt htizza be. Ekkor a masodik jatékos viszont behtizza a masikat, és hasonléan az elsé abrahoz,
nyer.

A megoldasunkban 1év§ stratégia nem az egyetlen nyerd stratégia, az egyes allasokban tébb nyerd
lépés is lehetséges. A stratégiank viszont biztositja a masodik jatékos gyGzelmét, igy Vorocs Ttz tud
azt kovetve nyerni Csendes Patak ellen.



