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1. Feladat
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1. 4bra. A kisérlet kimenetele 4116 korhinta esetén.

II. Irjuk fel a kifolyasi sebességet a Torricelli-féle kiomlési torvénnyel!

Felhaszndlva, hogy a nyilas szabadd4 tételét koveto pillanatban a vizszint még hy magassagu:
Vg = 29h0 . (1)

III. A nyilas elhagyasa utan a vizrészecskék mozgasat egy vy kezdGsebességii vizszintes
hajitasként irhatjuk le:

To = vot , (2)
9,2

H==t. 3
/ )

IV. A becsapédasi tavolsag az (1), (2) és (3) egyenletek alapjan:
d0:R+J}0:R+ 4Hh0

A megadott adatokat behelyettesitve:

=56
(b)

I. Vizsgaljuk meg a forgé korhintan kialakul6 egyenstlyi vizfelszint!

- A korhinta w szogsebességgel forog = A rendszernek van centripetalis gyorsulasa.
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- Mivel az edény kiterjedése a korhinta méreteihez képest elhanyagolhaté = ac, értéke az
edény esetén dllandénak vehetd, azaz olyan, mintha az edénynek allandé a., gyorsuldsa
lenne.

- Ekkor bevezethetjiik az effektiv gravitacios gyorsulast, mely g* = g — a alakban irhato,

és most @ = a.p,, azaz nagysaga g* = ,/g? + a2, irdnya pedig tga = acp/g.

- Tovédbba tudjuk, hogy a folyadék szabad felszine meréleges az eredd gyorsuldsra (azaz
g*-ra), ez alapjan megrajzolhatjuk az egyensilyi vizfelszint (1d. 2. dbra).

'
12

cp

Allandésult vizfelszin

w Azonos nyomasi pontok
2 altal kirajzolt vonalak

Kinagyitva az edényt

—> L

Feliilnézet Oldalnézet

2. dbra. A kisérlet kimenetele forgé kérhinta esetén.

II. Hatarozzuk meg ezt kovetoen a kifolyasi sebességet a nyilds szabadda tételét koveto
pillanatban!

Most is felirhatjuk a Torricelli-féle kiomlési torvényt, a kovetkezd valtoztatasokkal:
- Az osszefuggésben g helyére g* kertil.

- Mivel az eredd térerdsség ,ferde”, és az azonos nyomasu pontok a térerdsségre merdleges
vonalak mentén helyezkednek el, az 0sszefliggésben szereplé h mélységet a ferde felszintél
az azonos nyomasu pontok &altal kirajzolt vonalakra merélegesen (azaz g*-gal parhuzamo-
san) kell szdmitani.

Ezeket felhasznalva, a 2. dbra alapjan elséként szamitsuk ki a h mélységet!

Mivel az egyensilyi vizfelszin kialakulasaig viz nem folyik ki, a térfogat allandé marad:
1
r?rhy = rinL + §r27r2rtga — L =hy—rtga.

Ezt felhasznélva:
h = cos a(L + 2rtga) = cos a(hg + rtga) .
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A kifolyasi sebesség ez alapjan:

v =1/2g*h = \/2\/g2 + (Rw?)? cos a(hg + rtga) . (4)

Felhasznélva, hogy « hegyesszog:

1 1
s Vl +tgla % + (Rw?/g)?

2
v:\12g<ho+Rm} )
g

ITI. Végil hatarozzuk meg a becsapddasi tavolsagot!

Ezt beirva (4)-be:

A nyilas elhagyasa utdn a vizrészecskék mozgasat ebben az esetben is vizszintes hajitassal
irhatjuk le, melynek ¢ ideje az (a) részben szamolttal megegyezik. Azonban most bontsuk két,
egymasra merdleges komponensre a vizszintes sikban torténd elmozdulast (I1d. 3. abra).

-~

e

3. dbra. A vizrészecskék mozgdsa forgd korhinta esetén.

Sugariranyban (xg) illetve érintirdanyban (xr) az elmozdulas, illetve ezek alapjan a becsa-
pddasi tavolsig (d) az dbra segitségével mar meghatérozhato:

2\ [of 2
IR:”Ut:$2g<hQ+Rrw> :\J4H<h0+Rrw>,
g g [Y
[2H
rr = Rwt = Rw 7,

d= \/(R+:UR)2+x2T .
A megadott adatokat behelyettesitve:

a=5.5m]
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2. Feladat

A gerenda stabilitasat kétféleképpen vizsgalhatjuk. Egyik 1t a gerendara haté forgatonyo-
maték vizsgalata, a mésik pedig a rendszer egészének potencidlis energidjanak tanulmanyozasa.
El6bb a forgatonyomaték vizsgalataval oldjuk meg a feladatot, utana targyaljuk a potencialis
energia szerepét.

Forgatonyomaték vizsgalata

Ki fogjuk szamolni, hogy mekkora forgatonyomaték hat a gerendara, ha hosszabbik élei
kozil ketté van a viz alatt. A forgatényomaték két adattol fige. Egyik a ddélésszogét jellemzd
a szog (1d. 4. dbra). A maésik az, hogy mennyire meriil bele a gerenda a vizbe, ami a gerenda
vizhez képesti relativ stirtiségétol fligg. A viz slirliségét pp-al, a gerenda stirtiségét p-val jeloljuk,
akkor a relativ striiség r = p—po.

A gerenda hossztengelyére hat6 forgatényomatékot jeloljik M, («)-al. Itt r € (0,1) egy
adott gerendéra allandé, igy M, («) egyvaltozods fiiggvényként kezelhets. A szimmetria miatt az
a = 0°-0s szOg esetén nem hat forgatényomaték, ezért M, (0°) = 0. M eléjelét ugy definidljuk,

hogy

e M >0, ha a forgatényomaték az éramutatd jarasaval ellentétes iranyba forgat.

e M <0, ha a forgatébnyomaték az éramutatd jarasaval azonos iranyba forgat.

Ma)<0

4. dbra. A kék vonal a vizszintet, a z0ld x a gerenda kozépvonalat jeloli. Az dbréan olyan eset szerepel ahol
M < 0, ekkor a forgatonyomaték visszaforgatja a testet az o = 0°-os helyzetbe.
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Az M, («a) forgatényomaték fiiggvénnyel megfogalmazhaté a stabilitas feltétele.

« Az « fokos orientdci6 instabil egyensilyi helyzet, ha az M, («) figgvény monoton névé
modon metszi az « szoget.

o Az «a fokos orientécié stabil egyensulyi helyzet, ha az M, («) fliggvény monoton csokkend
modon metszi az o szoget.

/

M la)
M la)
Mpla)

5 5 15 35 35 45 55 5 5 15 35 3 45 55 5 5 15 3 3 45 55
al”] al”] al]

5. dbra. M, («) fuggvény metszéspontjai: a = 0° és a = 45° mindenképpen egyenstlyi helyzet a szimmetria
miatt. Az dbrdakon a kék potty stabil, a piros potty pedig instabil egyensulyi helyzetet jelol.

Ki fog deriilni, hogy 1ényegében harom eset van:
« 0° stabil, 45° instabil egyensulyi helyzet.
« 0° instabil, 45° stabil egyensulyi helyzet.
« 0° és 45° is instabil, és van kozotte egy stabil egyensulyi helyzet.

Most ratériink az M, («) fiiggvény meghatdrozasara. A téglatestre haté erék kozil csak a
hidrosztatikai nyomasbol szarmazé nyomoéerének van eredd forgatényomatéka a gerenda ko-
zépvonalara.
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Ha egy adott feliiletdarabra hatdé nyomoéerdt felbontjuk vizszintes és fiiggoleges kompo-
nensre, akkor észrevehetjiik, hogy a szemkozti darabokra haté vizszintes komponensek kioltjak
egymast. Ezért a forgatonyomaték szamitasanal a nyomoeronek csak a fiiggéleges komponensét
kell figyelembe venni. Léassuk bel!

h és h + Ah mélységek kozott a nyomds allandé p értékiinek vehetd, ha Ah — 0. Szamoljuk ki, hogy
mekkora erét fejt ki vizszintes irdnyban a hidrosztatikai nyomés a h és h + Ah mélységek kozott hiuzddod
savban. A bal oldalra haté erét jeldlje Fii, a jobb oldalra haté erét pedig Fiop,. Ezen erdk nagysaga Fia =

pfoﬁg és  Fiopp = p%, ahol « jeloli a gerenda délésszogét (1d. 6. dbra). Fra és Fjobp erdk vizszintes

komponense megegyezik, mivel Fy,a cosa = Fiopp sin a.

6. dbra. h és h + Ah mélységek k6zott a bal és jobb oldali falakra haté erék. A kék vonal a vizszintet jeldli.

Szamoljuk ki a nyomoéerd fiiggbleges komponensét!

_— Ah
FJit0® = Fgpy cos @ = pL——— = pyghLAz = pogAV,
tan a
ahol AV a fiiggbleges sav térfogata, py a viz slirliségét, p a test stirtisége. Konnyen belathato,
hogy Fg;iggoleges = j];‘gig‘)leges. Ezek szerint a hidrosztatikai nyomads fiiggéleges komponense

pont a felhajtéero.
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Most szamoljuk ki a testre hato eredd forgatényomatékot. Ehhez vegyiink fel egy olyan
koordinata-rendszert, aminek fiiggoleges tengelye atmegy a test tomegkozéppontjan, vizszintes
tengelye pedig maga a vizfelszin.

Osszuk fel a test vizben levo részét Ndb fiiggdleges séavral

04

0z

0o

06 0.4 02 00 02 0.4 06

7. dbra. Az n-edik sdvra haté felhajtéer F,, = poV,g. Jelole x,, az F), er6 hatasvonaldnak a ronk
tomegkozéppontjatol vett el6jeles tavolsagat. Az n-edik darabra haté forgatényomaték z, F),, a teljes
forgatonyomaték pedig ezek 6sszege.

Belatjuk, hogy a test tomegkozéppontjara vonatkoztatott forgatényomaték M = mgK, ahol
mg a test stlya és K a test vizben levo részének sulypontja a valasztott koordinata-rendszerben.

N o & g & P
M = Z T - PogVn = —Og Z TppVn = = Z TpMy, ahol m, = pV,,, r=—
n=1 P n= T = Po

Itt m,, jeloli az n-ik vizbe 16g6 sav tomegét.
Z xnmn « sz

Epitsiik bele a formuldba a témegkozéppont K = S definiciojat:
My
N N
LMy,
M:g'L'Zmn:ngmn'
r Z Mp n=1 r n=1

A vizben levo rész tomege:

N
Zmn:mr — M =mgK.

n=1
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Az alabbi dbran a vizben levo rész tomegkozéppontja balra van a ronk tomegkozéppontjihoz
képest, azaz K < 0.

8. abra. K < 0, ezért olyan forgatényomaték hat a testre, ami visszaforgatja o = 0°-ba.

Jelolje a gerenda révidebb élhosszat D. K helyett elegendé a k = % relativ erékart vizsgalni.
k. (a) fiiggvény meghatarozasa a D = 1 helyettesitéssel egyszerti.

Tekintstik a 9. dbrat! Hatarozzuk meg a vizbe 16gé trapéz alaki rész tomegkozéppontjanak
vizszintes koordinatajat. Ehhez felosztjuk a trapézt két haromszogre. A haromszogek tert-
letét jelolje Ty és Ty. Egy haromszog tomegkozéppontjanak helyvektora a cstcsaiba mutato
helyvektorok atlaga. Jelolje a 9. &abra szerint a trapéz csicsait A, B,C, D, és ezen pontok
vizszintes koordinatait jelolje a, b, c,d. Az AC' él hosszat jelolje p, a BD él hosszat jelolje q. A

haromszogek teriilete

p q

Tl = 5 és T2 = 5 (5)
A tomegkozéppontok vizszintes koordinataja:
a+b+c b+c+d (6)
r=———— 68 x19=—-—.
' 3 ? 3
Az a,b, c, d koordinatakat a 9. abrardl olvashatjuk le:
a:—sma;(zosoz, b:mnaj;cosa? c=a—psina, d=0b—gsinao. (7)
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A Ty, zq,T5, vo mennyiségek fiiggvényében a relativ erékar:

- T1$1 + TQJZ’Q

k
T+ 15

0.6

0.4

0.2

00

-0.4

-0.6 AW ———amnae

-06 -04 -02 0.0 02 04 06

9. 4bra. Geometriai elrendezés.

Mar csak p-t és ¢-t kell megadni, mint r és « fiiggvénye. A 9. abra alapjan:

+q _ r
2 tan o tan o

— —p_ = 9
A e N (9)

p—q=tan«

Hosszas szamolds utdn az (5)-0s, (6)-0s, (7)-es és (9)-es egyenletek (8)-ba vald helyettesitése

utan:
. 1 2
kr(a):—81n&[r2—7“+<1+tan a>]' (10)

2r 6 2

0° stabil, ha k,(«) szigortian monoton csokkenéen metszi az o tengelyt 0°-ban.

Ha
r?—r+ ! =0,
6
akkor )
k.(a) = —sina - tan_a

24r '
ami monoton csokkenden metszi az o = 0°-ot.

9./22 oldal



megoldasok

D&nté:
2021. majus 21.

kategérig

10-12.

osztalyosok

1
0<r?—r+-

esetén a (10)-es egyenletben a szogletes zardjelben &all6 kifejezés mindig pozitiv, ekkor is mono-
ton csokkenden metszi k(o) a 0°-ot. Tehat a 0°-os orientaci6 akkor stabil, ha

9 1
0<r"—r+—,
ami

6
0<T_,_L vagy 1+L§7“<1
2 V12 2 /12
esetén teljesiil.
} _ L ~ 0.2113 } + L ~ 0.7887
2 V12 2 V12

Teljes potencialis energia vizsgalata

Az energiaminimum elve alapjan is megoldhat6 a feladat. Amikor fel akarjuk {rni a rend-

szer egészének potencialis energidjat, akkor a viz helyzeti energiajat is figyelembe kell venni.
Vizsgéljuk a gerenda potencidlis energiajat egy medencében! (I1d. 10. dbra)

-

10. dbra. m a ronk témege és H a ronk tomegkozéppontjanak magassaga. m* a viz témege és H* a viz

tomegkozéppontjanak magassdga. H' valtozik a gerenda elforduldsdval, a vizszint maga nem. A medence
mélysége S, ha benne van a ronk.

A rendszer potencialis energiaja:

FE =mgH +m*gH* + C. (11)
A potencidlis energidhoz hozzaadhaté egy C konstans. Jelolje h a ronk vizbe 16g6 részének
tomegkozéppontjanak magassagat. A (11)-es egyenletet kicsit atalakitva

E = (mgH — mgh) + (m*gH" + mgh) + C.
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Itt mgh annak a vizrétegnek a potencialis energiaja, amivel ki tudnank tolteni a gerenda vizbe
16g6 térfogatat. Az (m*gH* + mgh) tag egy allandd, vélasszuk az értékét —C-nek, amivel

E =mg(H — h). (12)

A potencialis energia ardnyos a gerenda egészének és a vizben levd részének tomegkozéppont-

jainak magassagkiilonbségével. Hasznaljunk megint relativ mennyiséget, a relativ magassagkii-

.. , _ H-h
16nbség | = “5~.

I e}
I e}
I}

K la)
kla)
k:la)

5 5 15 5 B 45 5 S5 5 15 25 3 45 55 = 5 15 2 B/ 45 55
al”] al”] al”]
11. 4bra. Stabil egyensiilyi helyzetben a potencidlis energidnak, igy I,.(«)-nak is minimuma van. Instabil

egyensiilyban pedig maximuma van [,.(a)-nak. Erdemes ésszehasonlitani az [,.(a) és a k,(a) fiiggvényeket.
Belathato, hogy 0ulr(a) = —k, ().

Ha a gerendanak két éle van a viz alatt, akkor:

COS (v tan® o
(o) = 2], 2 L
o L

Ezt a a 9. abrardl olvashatjuk le geometriai megfontolasok alapjan. Differencidlszamitassal
l.(«) kifejezésébdl visszakaphatjuk ugyanazt az eredményt, amit az el6z6 szakaszban kaptunk.
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A teljes stabilitasvizsgalat eredményei

A gerenda vizbe 16g6 éleinek n szdma szerint kiillonboz6 a feladat geometridja, igy az [,.(«)
és k.(a) fuggvények fiiggnek n-t6l. Ezeket a kovetkezd tablazatban foglaltuk ossze.

n l-(@) k. ()

1 sina—gcosa o % taQIZ"a gin o sinagcosa + % ta2;a ccooss25 6<T) S a S 90° — B(T)
cos an® o sin av an® o

2 27‘[7'—7’2+t12} —27,|:7”2—7"+é<1+tz>:| —B(T)Sﬁgﬁ(T)

1—r } sin a4cos« 2 1—r 3 1—r ) cosa—sina 1 /o 1—r cos2«a o
3 r { 2 3 2tana Sll’lOz} T { 2 3 2tana cosa} 5(7’) S @ S 90 —ﬁ<7’)

Itt § az a do6lésszog, amikor valtas van a kiilonbozo esetek kozott, mert egy él kiemelkedik,
vagy bebukik a vizbe.

2r, ha 0<r<
tan G(r) =
2(1=7), ha

)

[

N | =
IA
<
A
[u—
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Egy adott r esetén mik a stabil és instabil egyensilyi o szogek? Ezt a kérdést a k(o) = 0
egyenlet megoldasaval valaszolhatjuk meg. Ennek 6sszefoglald tablazata az alabbi:

0<r§%—\/% 0° stabil
45° instabil
0° instabil

3~ 735 <7 <% |a=arctan V/26(r —12) — 1] stabil
45° instabil
0° instabil

i <r< % o= %arcsin <9161%T> stabil
45° instabil
3% e % 0° instabil

45° stabil
0° instabil

B<r<s o = 1 arcsin (m) stabil
45° instabil
0° instabil

% <r< % + % a = arctan \/2[6(7“ —7r2) —1] stabil
45° instabil

%+%§r<1 0° stabil
45° instabil
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Erdemes 4brazolni is a kapott eredményeket:

stabil és instabil egyensulyi szogek az r relativ stirliség fliggvényében

45
30
5 —— stabil
—— instabil
15
0
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

r

12. abra. Stabil és instabil egyensilyi helyzetek « fiiggvényében. Két olyan siirtiség intervallum is van, ami
esetén 0° és 45° kozott all be stabilan a gerenda.
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3. Feladat

A feladat szovegének megfelelGen jeloljitk a kondenzatorok kapacitasat C-vel. Vegyiik észre,
hogy helyettesithetjiik a teljes kapcsolast az aldbbi ,T”-elrendezéssel, hasonléan, mint ahogy
ellenallasok esetén szokas. Ezt mutatja a 13. abra.

|| ||
|| ||
Cn g, == Ca

13. dbra. A végtelen kapcsolast helyettesitd ,, T7-elrendezés.

Itt bevezettiik a C, és O, jelolést, amelyekre a szimmetria folytan teljesiil, hogy C,, = C,,.
A tovabbiakban jeloljik ezeket C,-szel. Kapcsoljunk szimmetrikusan a fentebbi elrendezés két
széléhez C' kapacitasi kondenzatorokat a 14. abran lathaté modon. Ezen elrendezés eredo
kapacitasa megegyezik az eredeti helyettesité kapcsolassal, mivel ha egy végtelen lanchoz hoz-
zakapcsolunk a fenti moédon 2-2 kondenzatort, az elrendezés nem valtozik.

| |
N N
C — G G L C

(Cl— _

14. dbra. A szimmetrikusan kiegészitett ,, T”-elrendezés.

Tehat a 13. és 14. dbrakon lathaté kapcsolasok eredd kapacitasa egyarant C, /2. Masrészt,
a 14. abra szimmetridjabol adédéan a C, kondenzdtor két végpontja eckvipotencidlis, tehat e
pontokat révidre zarhatjuk, vagy akar ki is vehetjiik a kozéjitk kapcsolt kondenzatort. Ossze-

foglalva, felirhatjuk az alabbi egyenletet:
2 2 2

=4 _ =
c, C C,+C
Némi atalakitassal egy masodfokt egyenletet kapunk C,-re:

2
~C?4+20,-2C=0.

C
Ennek matematikai megoldasai:
—2i./4+422(] e
o 22 2 ( b= f)

amelyek koziil csak a pozitiv fizikai megoldas. Innen végil a kondenzatorokbdl all6 elrendezés
ellenallasa az A és B kivezetések kozott:

Cy
Ce=— 5

NQ

(~1+V5)|.
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4. Feladat
(a)

Képzeljiink el elsé korben egy alland6 o fajlagos vezetSképességii gombot, amelybe a fel-
adattal analég médon aramot vezettiink. Ekkor az elrendezés forgasszimmetriajabol adédoan
az aramvonalak a fokorok mentén fognak hizodni. Ha félbevagjuk a gombot az egyik ilyen
fokor mentén, akkor a toltéshordozok mozgasa nem valtozik meg: a toltések eddig sem és ez-
utan sem lépnek at egy-egy fokor vonalan. Ha ezutan a két félgdmbot eltavolitjuk egymastol,
a toltéshordozdk mozgasa a félgombok elektromos semlegessége folytan tovabbra sem valtozik.

Ebbdl adéddéan ha I; aramot vezetiink be és ki egy oy fajlagos vezetéképességli félgomb
atellenes pontjain, akkor az aramvonalak szintén fokorok lesznek. Hasonld a helyzet, ha I
aramot vezetiink be egy oy fajlagos vezet6képességii félgbmbbe. A két esetet szuperponalva
I = I, + I, feltétel mellett megkapjuk a feladatban vazolt rendszert.

(b) - els6 megoldas

J

'

15. dbra. A rendszer oldalnézetben, a 0 szoget jelolve.

Az dramsiirliség nagysiga adott 6 szoggel jelolt helyen (1d. 15. dbra) az egyes félgombokben:

oD PR
T Lonsing’ Y27 rorsing
A j = o FE differencialis Ohm-térvény alapjan ebbdl megkaphatjuk az elektromos térerdsséget:
I I
B o1rdmsin g’ | B oordT sin @

A két félgomb Osszeillesztésénél az F, és E5 vektorok a hatarral parhuzamosak, igy a Faraday—
Lenz-torvénybol adéddan a nagysaguknak is meg kell egyeznie:
L I

By =B = =—=.
01 02
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Ezt az I + I, = I feltétellel Osszevetve az aramok nagysaga megkaphato:

L=—2r_7 L=-2_.1|
o1+ 09 o1+ 09

(b) - masodik megoldas

Mivel az aramvonalak fokorok mentén hizdédnak, a berendezés felfoghaté az egyes félgom-
bok, mint ellenallasok parhuzamos kapcsolasaként. A félgombok ellenédllasait nem ismerjiik, de
biztos, hogy forditottan aranyosak a fajlagos vezetoképességgel, igy:

Ry 02
Ry 01 .

Az daramok aranya innen kozvetlentl adédik:

[1R1:IQR2,11+[2:[ - 7:7’[1_{_[2:[ -

01
e Il =

-1, —
O’1+O’2 O'1+O'2

(c)

A magneses indukciovektor kiszamitasahoz el6szor érdemes megjegyezni, hogy a két félvég-
telen vezeték jaruléka nulla (ez a Biot—Savart-torvénybdl azonnal adédik). Ezutén vizsgdljuk
meg a 0 fajlagos vezetoképességii félgomb jarulékat. Ehhez a félgdmbot bontsuk fel a 16. &bran
lathaté médon n darab gombcikkre, amelyekben mind Iy /n aram folyik (az dbran n = 6). A
k-adik gombcikk jaruléka legyen ABy, ezek Osszege legyen B;. Az abrardl rogton leolvashatd
B, irdnya az aram bevezetési iranyabol szemlélve.

AB, AB;

AB- AB,
AB, AB,
1,/6 ® °1,/6
1,/6 ® * /6
[ ] [ ]
1,/6 1,/6

16. dbra. Az egyik félgdmb mégneses jaruléka, feliilnézetbol.

A mégneses indukciévektor nagysaga a kovetkezé modon kaphaté meg. A 16. dbrat tekintve
lathatjuk, hogy a AB). vektorok egy szabdlyos 2n-szog egyik felét rajzoljak ki, B pedig ennek
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leghosszabb atléjan fekszik. Ha n végtelenbe tart, akkor egy-egy gombcikk jaruléka egyre

jobban kozeliti egy félkor alakt vezeté méagneses mezejével:
ol L . ( ol ) tolr

ked{l,2,.., = 1 AByi| =1 ) =
’ { n} 5% Z | ¢l nivoo \ dnr 4r

nr n E—1

A |B| indukci6 a félkor keriilete és atmérdje kozotti ardnybdl szamithato

T L 2oy |ABy| poly
— =1 = — B{|=—.
2 "t |By| 4r|B,] Bil =5

n—oo

A két félgbmb egyiittes jaruléka ennek alapjan:

Mo(fl - IQ) pol 01— 02
|B| = |By| = |Bo| = —— = ||B]=—" :
2mr 2nr o1+ 09

A kifejezésbol az is latszik, hogy B iranya fiigg a vezetéképességek viszonyatol. Ha o > oo,

akkor a 16. dbran lathato iranyu, ha o9 > o4, akkor ezzel ellentétes.
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5. Feladat

Els6 korben érdemes részletesebben megvizsgalni a Fresnel-formulak matematikai tulajdon-
sagait. A feladatban hasznalt jelolésekkel nézziik meg, mi torténik, ha felhasznéljuk a fénytorést
jellemzo6 Snellius-Descartes-torvényt:

N1 Sin p = Ny sin s .
Ezt behelyettesitve a Fresnel-formuldkba, némi trigonometriai atalakitas segitségével kifejez-
hetjik az r és t egyiitthatokat egyediil a szogekkel:
sin(as — o 2 sin ap cos «
:M7 :# (ha 061,062#0)-
sin(a; + az) sin(a; + az)

Ez természetesen meroleges beesés esetén, vagyis oy = as = 0 mellett nem értelmes, ilyenkor
azonban az eredeti formuldk a koévetkezd alakra egyszertisodnek:

:nl_n2, t= 2 (ha a3y =ay =0).
niy + nea ni + N
Ezek ismeretében ratérhetiink a feladat megoldasara. A probléma kulcsa, hogy észrevegyiik:
a vékonyrétegben sokszoros torés és visszaverédés valésul meg (ld. 17. abra). Az &branak
megfelel6en a bejovo fénysugar beesési szogét jeloljiik a-val, a vékonyrétegbeli terjedést jellemzo
torési szoget (-val, a hordozdban fellépd torési szoget pedig ~-val.

17. dbra. A bejové fénysugar vékonyréteghen valo terjedése geometriai optikai képben.

A leveg6-réteg hataron vald visszaver6dést és torést jellemezhetjiik rendre T%, ti és TI, t{
egyutthatokkal, ahol a | és 1 indexek azt jelolik, hogy a beesé fénysugar az 17. dbran fentrdl
lefelé vagy lentrél felfelé halad. Hasonléan a réteg-hordozé hatdratmenet jellemezhetd ry, ¢
és rg, tg egyutthatokkal. A visszavert fénynyalab szomszédos sugarai kozti optikai tthossz
geometriailag kifejezheto:

_ 2n.d 2n,d sin (3 sin o 1 —sin?pB

As = —2d - tgfsina = — Y =2n,d- ——— =2n,d )
8 cos 3 gfisina cos f3 cos f3 " cos 3 nxd cos
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A k-adik visszavert fénysugarat jellemzo6 elektromos térerésséget és magneses indukciot az egy-
szerliség kedvéért osszefoglalhatjuk egy F' = (E, B) mennyiségben. Ennek értéke egy megfele-
16en valaszott idopillanatban, az elso visszaverodési ponttél a visszavert nyalab iranyaba meért
x tévolsag fiiggvényében a Fresnel-formulak és As alapjan kifejezheto:

2 2
Fi(x) =r{F,-sin (7;37) . Fy(x) =tirjt|Fy - sin [;\T(As + )

Y

2
Fi(x) = tirsrirst] Fy - sin {;(QAS + m)} ,
Kompaktabb médon 6sszefoglalva:

Fi(z) =riF,-sin <27)r\w) . Fy(x) = titlrg(rlrg) 2 Fy - sin {2)7\T (1 —1)As + w)]} (1>2).

A teljes visszavert fénynyalab amplitudéja az egyes visszavert fénysugarak amplitiddinak ossze-
gébdl adodik, amely némi atalakitas utan:

2 2T & 21 A
F(z) = T%FO - sin (m) + titIT%Fo . { sin (m) Z(TIT%)k oS [ T 8(/{; N 1)] N

A N & )
2 > 2rA

+ cos <M> Z(rIr%)k sin l T S(k + 1)] :
A A

A kifejezésben szereplé numerikus sorokra bevezethetjiik az Sy(As,r1r5) és Sy(As,riry) jelo-
léseket. Ezek altalanos esetben csak komplex algebrai ismeretekkel szamithatéak ki, azonban
a feladat sordn erre nincs sziikség, csak specialis esetekben kell megvizsgalnunk. Tekintsiik at
ezeket!

(a)

Az els6 esetben ny =1, n, =2, n, =3, « = 0°, d = \/4. Azonnal lathaté, hogy a Snellius—
Descartes-torvény értelmében 8 = ~ = 0°, tovabba a Fresnel-formuldk meréleges beesésre
érvényes alakjabol:

rf=—1/3, t1=2/3, rl=1/3, t]=4/3,
rs=—1/5, th=4/5, rl=1/5, t1=6/5.
A As optikai utkilonbség ekkor:
As =2n.dcosff = \.

Az S7 numerikus sor ebben az esetben mértani sorra egyszertisodik, az Sy sor nulla:

mAs .
cos [2)\ (k‘—l—l)]:cos[%r(k%—l)]:l — 51<A’q>:k§q :1iq7
sin [2W/\As(k+1)] —sin[2r(k+1)]=0 = S(\,q)=0.
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Az elektromagneses térerésség helyfiiggése ezek alapjan:

ittt 2y
F(x) = r¢+112F-sin<).
=t 2 e (5

A reflektalt nyaldb intenzitdsa innen leolvashaté (a feladat szerint [Fo|* egységnyi):

bt 2
trt
R:<r%+1 12 ) —1/4]|.

1-— 7’17‘%

(c)
A harmadik esetben nj = 1, n, =2, n, = 4, o = 0°, d = A\/8, ez az els6hoz hasonld, ismét
igaz, hogy 5 =~ = 0°. A Fresnel-formulak alapjan:

r=—-1/3, t1=2/3, r1=1/3, t=4/3,
T%:_1/37 t¢:2/37 ngl/?), 2{r:4/3

A As optikai ithossz némiképp modosul:
As =2n,dcosf = \/2.

Az S; és S, sorok értéke ekkor:

cos [QW)\AS (k+ 1>] =cos[n(k+1)] = (D" = Si(\g) = —li(—Q)k B 1_—i-1q |

sin [%As(k: + 1)] —sinfr(k+1)]=0 = Sa(\,q)=0.

Az elektromagneses térerésségre ekkor mindent behelyettesitve nullvektor adédik:

trtlrs 2
F(z) = [r%— 11%1 F - sin (m) =0.
1+rrs A

A reflektalt nyalab intenzitasa tehat valoban nulla:

-

Ezzel az allitast belattuk.
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Megjegyzések

A kitlizott feladatban szereplé masodik alesetben az ny = 1, n, = V/3, ny = \@, a = 60°,
d = )\/16 adatok szerepeltek, ekkor azonban az intenzitds kiszamitdsa rendkiviil bonyolult.
A kozolt adatok szervezéi hiba eredményei voltak, nem ilyen médon kivantuk kitiizni a (b)
feladatrészt, ezért eziton is elnézést kériink.

Mindenesetre érdemes megvizsgalni a (b) feladatrész kissé médositott valtozatat: legyen
d = \/2, a tobbi adat pedig az eredetivel megegyez6! Ekkor a Snellius-Descartes-torvénybol
adodik, hogy B = 30° és v = 45°, a Fresnel-formulak szogekkel kifejezett alakjabol pedig:

r%:_1/27 t%:1/27 TI:1/2’ tI:3/2,
A3V 6 doV3=3 L 2V3
2 3+\/§7 2 3+\/§7 2 3+\/§7 2 3+\/§

A As optikai uthossz ekkor:

As =2n,dcosf =3\/2 .

Eszerint az S; és Sy sorok értéke forméalisan megyezik a (c) esetben targyalttal, igy a végered-
mény is hasonlé (természetesen kiilonbozé r és t egyutthatokkal):

titirs 2
F(z) = lr% — 117&] F -sin (m) :
1L+ 773 A
A reflektalt nyaldb intenzitasa ekkor:

et

_ N . 1¥172 o

R = (rl 1+Tw> =0,459 .
172

Hasonléan a d = A\/16 eset is megoldhaté, ugyanakkor az Sy és S, sorok kiszamitésa, és ezéltal
a feladat megoldasa joval tobb munkat igényel.
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