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C1.

Egy egyenes ut mentén valamilyen sorrendben helyezkedik el az aldbbi 6t varos: Bécsfeketehegy, Kishegyes,

Petréc, Sové és Topolya. Minden varosnak van egy hadserege, ami barmely két varos esetén kiilonb6z6 szamu katonabol
all. Egy varos azoknak a varosoknak tud tizenetet kiildeni, amelyekhez el tud jutni a hadserege az tuton ugy, hogy nem
halad at olyan varoson, aminek a serege nagyobb. Vigyéazat, az iizenet kiildésének képessége nem feltétleniil kolcsonos.
A kovetkezsket tudjuk:

a) Az

Bacsfeketehegynek csak egy szomszédja van, és a serege nagyobb, mint S6vé varos serege;
Kishegyesnek 4830 f6bdl allo serege van, és nem tud iizenetet kiildeni Bécsfeketehegyre;
Petréc varosanak a legkisebb a serege, de ennek ellenére tud iizenetet kiildeni Topolyara;

Sové az uton a negyedik helyen 4llo varossal szomszédos, és Bacsfeketeheggyel kolcsondsen tudnak egymasnak
tizenetet kiildeni;

Topolya a masodik varos az it mentén, és a seregének létszama 16171 {6.

it mentén milyen sorrendben helyezkednek el a varosok?

b) Soroljatok fel a varosokat a hadseregiik létszama szerint csokkend sorrendben.
A megolddsotokat indokoljdatok is.

Megoldas:

a)

Az utolsd pontbdl tudjuk, hogy Topolya a masodik varos. Most nézziik meg, mit tudunk Béacs-
feketehegy, Petréc és Sové helyérdl. Az elsé allitasbol kidertil, hogy Bacsfeketehegy vagy az elss,
vagy az 0todik az it mentén. A harmadik allitas alapjan a legkisebb sereggel rendelkezs Petrée
tud {lizenni Topolyara, ami azt jelenti, hogy Topolya csak a szomszédja lehet, igy Petréc az elsd
vagy a harmadik az uton. A negyedik allitds alapjan pedig S6vé a harmadik vagy 6t6dik helyen
van.

Osszefoglalva eddig: Béacsfeketehegy: 1. vagy 5., Kishegyes: ?, Petréc: 1. vagy 3., Sové: 3. vagy
5., Topolya: 2.

Igy tehat Bacsfeketehegy, Petréc és Sové mind az elsd, a harmadik és az 6todik hely valamelyikét
foglalhatja csak el. Emiatt a negyedik varos biztosan Kishegyes.

A miésodik allitas szerint Kishegyes nem tud {izenni Bacsfeketehegyre, igy nem lehetnek szom-
szédosak, tehat Bacsfeketehegy csak az els§ varos lehet az it mentén. Emiatt az 6todik varos
csak S6vé lehet, igy a harmadik Petréce.

Tudjuk, hogy Kishegyes egy 4830, Topolya pedig egy 16171 f&s hadsereggel rendelkezik. A har-
madik allitas szerint Petréc, azaz a harmadik varos rendelkezik a legkisebb sereggel, igy a had-
serege létszama kevesebb, mint 4830. A negyedik &llitas alapjan Bacsfeketehegy és Sové, azaz a
két szélsg varos kolesonosen tud egymaéssal iizenetet valtani, azaz mindkettejiik serege tobb, mint
16171 £6s. Az els allitas szerint pedig kettejiik seregei koziil Bacsfeketehegyé a nagyobb. Igy a
varosok hadseregének létszamsorrendje a legmagasabbtol kezdve: Bacsfeketehegy, Sévé, Topolya,
Kishegyes, Petrdc.

1. 3. 5. 4. 2.
Bacsfeketehegy Topolya Petréc Kishegyes Sové
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C2. Kacsamama sziiletésnapjara Kacsanna csaladi Gsszejovetelt szervezett, melyre egy henger alaki tortat siitott.

Eredetileg 15 vendégre szamitott Kacsanna, ezért ennyi egyenls korcikkre osztotta a torta tetejét, bejeldlve, hogy hol kell
majd felvagni. Kacsanna Gccse, Kacsattila az asztalon maradt torta tetejét azonban szérakozasbol 10 egyenld korcikkre
valo felosztéassal is ellatta ugy, hogy lettek olyan sugarai a torta tetejének, melyet mindketten bejelltek. Miel6tt megjottek
a vendégek, Kacsaladar felvagta az Osszes jelolés mentén a tortat, majd berakta a htitébe.

A tortarol megfeledkeztek, és csak az Osszejovetel végén jutott esziikbe megenni, amikor mar csak hatan voltak jelen.
Szét tudjak-e osztani az egész tortat 6 egyenls részre tigy, hogy nem vaghatjak tovabbi részekre a megléve szeleteket?

Megoldas:

Igen, szét tudjak. Az abran lathato a felszeletelés. M-mel vannak jelolve azok a vagasok, amik
mindkét felosztasban vannak, valamint 10-zel és 15-tel azok a vagasok amik csak a 10 illetve 15 részre
vagéshoz tartozo felosztasban szerepelnek. Vegyiik észre, hogy 3 szomszédos szelet a 15 részre vagasbol
ugyanakkora, mint 2 szomszédos szelet a 10 részre vagasbol, és ez pont a torta egyotdde, igy 5 olyan
jelolés is van, ami mindkét felosztasban benne van. Egyszertiség kedvéért tekintslink a tortara, mint
egy korre, és legyen a torta teriilete 1. Latni fogjuk, hogy minden tortaszelet mérete az % tobbszorose,
igy mindig harmincadokban szdmolunk.

Nézziink két szomszédos M bettis vagast. Az ezek kozotti részt a 15-6s vagasok 3 egyenld részre
osztjak, és a kozépso szeletet a 10-es vagas két egyenls részre osztja. Igy a két M-es vagas kozott
Osszesen két darab % méreti szelet van, és két darab % méretd. A torta 5 ugyanilyen blokkbél all,
igy Osszesen a torta 10 darab % méretd és 10 darab % méretd részre lett felosztva.

Ha 6 ember akar igazsiagosan osztozkodni, akkor mindenkinek %—ad tortat kell kapnia. Ez pedig
tényleg elintézhets: négy ember két darab nagy szeletet (% meérteti) és egy kis szeletet (% meéretii)
kap, mig a tovabbi két embernek harom kis szelet és egy nagy szelet jut.
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C3. Tudjuk, hogy a,b,c kiilénb6z6 pozitiv egész szamok, melyekre a | b-c, b | a-c és c | a-b, tovabba a + b+ ¢
primszam.

a) Adjatok példat ilyen a, b, ¢ szamharmasra.

b) Igazoljatok, hogy a - b - ¢ négyzetszam minden ilyen szamharmas esetén.

A k| n jelolés azt jelenti, hogy n oszthatd k-val.

Megoldas: a) Példaul az a = 2, b =3, ¢ = 6 szamharmas megoldés, hiszen 2 |3-6,3[2-6,és6|2-3
egyarant teljesiil, és az 0sszegiik 2 + 3 4+ 6 = 11, ami primszam.

b) Tekintsiink egy tetszéleges p primet, amely osztja a, b, ¢ koziil legalabb az egyiket. Jelolje z, v,
z rendre a p kitevGjét az a, b, ¢ szamok primtényezss felbontédsaban. x, y, z ekkor természetes szamok,
amelyek koziil legalabb az egyik pozitiv.

Az nem lehetséges, hogy x, y és z is pozitiv legyen, mivel akkor a, b és c is oszthat6 lenne a p primmel.
Ekkor a + b+ ¢ egy olyan p-vel oszthat6é szam lenne, amely viszont nagyobb p-nél: a +b+c¢ > 3p > p,
igy az Osszegilk nem lenne prim, ellentmondésban a feladat allitasédval. Emiatt van olyan szam a, b,
¢ kozott, amelyben p kitevSje 0. Legyen ez a szam a. (Ha nem a lenne az, hanem példaul ¢, akkor a
feladat nem valtozik, ha a és ¢ értéekét feleseréljiik.)

Most vizsgaljuk meg, hogy a kitevékre nézve mit mondanak a feladat oszthatosagi allitasai. Al-
taldnosan igaz, hogy egy p prim kitevGje egy a - b szorzatban az a-beli és a b-beli kitev6i Osszege. p
kitevGje a-ban 0, b-ben y, c-ben pedig z, igy az a - b szorzatban p kitevéje 0+y =y, a-c-ben 0+ 2z = z,
és b c-ben y + z. Mivel b | ac, ezért p kitevGje b-ben legfeljebb akkora lehet, mint ac-ben, tehat y < z.
Hasonloképpen, ¢ | ab miatt c-ben legfeljebb akkora lehet a kitevéje, mint ab-ben, vagyis z < y. Tehat
Yy = z.

Azt kaptuk, hogy barmely p prim, amely osztja a-t, b-t vagy c-t, pontosan az egyik szdmot nem
osztja a harom koziil, a mésik két szam primtényezs felbontasaban pedig azonos kitevén szerepel. Igy
p az abc szorzat primtényezGs felbontasdban x + y + z = 0+ y + y = 2y-adik hatvanyon szerepel, ami
péros. Az abc szorzat minden primtényezGje osztja a-t, b-t vagy c-t, igy az abc szorzatban minden ilyen
primoszt6 péros kitevén szerepel. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy abc négyzetszam.
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C4. Az ABC haromszbgbe beirtuk a DEFG téglalapot tugy, hogy D és E az AB oldalra esnek, F a BC oldalon

fekszik, és G az AC oldalon van. Tudjuk, hogy AF felezi a BAC szdget, valamint % = % Mekkora a CAB szog?

Megoldas: A megoldas soran feliilvonéssal jeloljiik egy szakasz hosszat. Legyen AD = z, igy a fe-
ladat feltételébsl adédéan DE = 2z. Mivel DEFG négyszog téglalap, ezért a szemkoztes oldalai
egyenld hosszlisagiak, amibsl GF = 2z kovetkezik. Mivel AF a haromszog bels§ szogfelezGje, igy
GAF< = FAFE<. A parhuzamossag miatt ugyanez a szog megjelenik valtoszogként, FAE< = AFG<.
Az egyenlS nagysagi szogek miatt AGF haromszog egyenlGszart, azaz AG = 2x. Most vizsgaljuk az
ADG héaromszoget: van egy derékszoge D-nél, és az atfogoja éppen kétszerese az egyik befogonak.
Ebbdl kévetkezGen ez egy szabélyos haromszog fele, az ugynevezett félszabédlyos haromszog; tehat az
A-nal 1év6 belss szoge éppen 60°. A feladat kérdésére igy a valasz: CAB<t = 60°.
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C5. Benedek kitoltstt egy 3 x 3-as tablazatot az 1,1,2,3,4,5,6,7, 7 szamokkal. Ezek utan egy papirra felirta minden
oldalszomszédos mez6parra a benniik szerepld szamok Osszegét. Igy Gsszesen 12 szam keriilt a papirra. Azt vette észre,
hogy csupa kiilonb6z6 szamot irt le.

a) Mutassatok egy ilyen kitoltést.

b) Van-e olyan kitoltés, amelyre ha az eddigi 12 6sszeg mellett még minden sornak és minden oszlopnak is felirja az
Osszegét, akkor az igy kapott 18 szam is csupa kiilonb6z6 lesz?

Megoldas: a) Az alabbi tablazat egy lehetéséges kitoltést mutat.
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Ennek helyességét konnyen ellenérizhetjiik. Vizszintesen az osszegek: 1 +2 =3,24+5=7,144 =5,
44+7=11,34+6=9és 6+ 7 =13. Fliggtlegesen pedig: 1 +1=2,14+3=4,2+4=6,4+6 =10,
5+7=12¢és 7+ 7 = 14. Azaz valéban csupa kiilonboz8 6sszeget kaptunk.

b) Nem, nincs ilyen kitoltés. A legkisebb lehetséges kéttagn osszeg az 1+ 1 = 2, mig a legnagyobb
a7+ 7=14. Tehat ez a 12 darab Gsszeg 2 és 14 kozé esik.

A tablazatba irt szamok Osszege 36, igy a sordsszegek atlaga 12. Ezért van olyan sor, amelyikben
a szamok Osszege legfeljebb 12, hiszen az atlag legalabb akkora, mint a legkisebb atlagoland6. Hasonld
érveléssel élhetiink oszlopok esetén is, azaz van olyan oszlop, amelyikben a szamok Osszege legfeljebb
12.

Tehét a 12 darab mezéparhoz tartozé osszeg, tovabbé legalabb egy sor- és legalabb egy oszloposszeg
is 2 és 14 kozé esik, ez azonban csak 13 kiilonbozé szamot jelent. Igy a skatulyaelv miatt nem lehet
mind a 14 fenti 6sszeg kiilonb6z6.



