(>, XV. DURER
050 VERSENY
030 ®  Helyi fordulo:

- 2021. november 12.

- KATEGORIA
MATEMATIKA 9-12.
MEGOLDASOK osztalyosok

D1.

Egy egyenes Ut mentén valamilyen sorrendben helyezkedik el az alabbi 6t véaros: Bacsfeketehegy, Kishegyes,

Petréc, Sové és Topolya. Minden varosnak van egy hadserege, ami barmely két varos esetén kiilonb6z6 szamu katonabol
all. Egy varos azoknak a varosoknak tud tizenetet kiildeni, amelyekhez el tud jutni a hadserege az tuton ugy, hogy nem
halad at olyan varoson, aminek a serege nagyobb. Vigyéazat, az lizenet kiildésének képessége nem feltétleniil kolcsonds.
A kovetkezdket tudjuk:

a) Az

Topolya varosnak csak egy szomszédja van, és a serege nagyobb, mint Petrécé;

S6vé nem tud lizenetet kiildeni sem Topolyanak, sem Kishegyesnek;

Bacsfeketehegy serege 3945 {6s, és tud iizenni Kishegyesnek;

Petréc az iton a negyedik helyen &ll6 varossal szomszédos, és Petréc serege nagyobb, mint Béacsfeketehegy serege;
Topolya és Petréc kolcsondsen tudnak egymaésnak lizenetet kiildeni;

Kishegyes varos serege 4830 {6t szamlal.

it mentén milyen sorrendben helyezkednek el a varosok?

b) Soroljatok fel a varosokat a hadseregiik létszama szerint cstkkend sorrendben.
A megoldasotokat indokoljatok is.

Megoldas:

a)

Az els6 pontbdl tudjuk, hogy Topolya az elsé vagy az 6todik telepiilés lehet, a negyedik pontbol
pedig azt, hogy Petréc a harmadik vagy az 6todik. Bacsfeketehegy serege kisebb, mint Petrécé
(4. allitas), de tud {lizenetet kiildeni Kishegyesnek (3. &llitas), ezért mindkét telepiilés Petrée
ugyanazon oldalan helyezkedik el. Ha Petréc a harmadik lenne, akkor az elgz6 megfigyelés mi-
att Kishegyesnek és Bacsfeketehegynek egymas mellett kellene lenniiik az els6-méasodik vagy a
negyedik-6todik helyen valamilyen sorrendben. Ez viszont nem lehet, mert ekkor Sévé szomszédos
lenne Topolyaval, igy tudna neki lizenetet kiildeni, ami ellentmond a 2. allitdsnak. Innen tudjuk,
hogy Topolya az els6, Petréc pedig az 6tddik varos. S6vé nem szomszédos sem Topolyéval, sem
Kishegyessel és nem all a szélén, ezért a két szomszédja csak Petréc és Bacsfeketehegy lehet.
Tehat Sové a negyedik az uton és Bacsfeketehegy a harmadik, igy kizarasos alapon Kishegyes a
masodik. A végsé sorrend: Topolya, Kishegyes, Bacsfeketehegy, Sové, Petrée.

Topolya és Petréc a két széls6 varos, de tudnak tizenetet kiildeni egymasnak (5. allités), ezért
ez a két legnépesebb sereggel rendelkezs varos, és a kettd koziil pedig Topolyaé a nagyobb (1.
allitas). A megadott adatok alapjan tudjuk, hogy Kishegyesnek nagyobb a serege, mint Bacs-
feketehegyé, tovabba Sové nem tud tizenetet kiildeni Kishegyesnek (2. allitas), ezért a serege
kisebb, mint Béacsfeketehegyé, ami koztiik fekszik. Ez alapjan a varosok a hadseregiik 1étszamja
szerint csokkend sorrendben: Topolya, Petréc, Kishegyes, Béacsfeketehegy, Sové.

1. 3. 4. S. 2.
Topolya Kishegyes Bacsfeketehegy Sove Petréc
L L L L L
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D2. Tudjuk, hogy a,b,c kiilsnb6z8 pozitiv egész szdmok, melyekre a | b-c, b | a-c és c | a-b, tovabba a + b+ ¢
primszam.

a) Adjatok példat ilyen a, b, ¢ szamharmasra.

b) Igazoljatok, hogy a - b - ¢ négyzetszam minden ilyen szamharmas esetén.

A k| n jelolés azt jelenti, hogy n oszthatd k-val.

Megoldas: a) Példaul az a = 2, b =3, ¢ = 6 szamharmas megoldés, hiszen 2 |3-6,3[2-6,és6|2-3
egyarant teljesiil, és az 0sszegiik 2 + 3 4+ 6 = 11, ami primszam.

b) Tekintsiink egy tetszéleges p primet, amely osztja a, b, ¢ koziil legalabb az egyiket. Jeldlje z, v,
z rendre a p kitevGjét az a, b, ¢ szamok primtényezss felbontésaban. x, y, z ekkor természetes szamok,
amelyek koziil legalabb az egyik pozitiv.

Az nem lehetséges, hogy x, y és z is pozitiv legyen, mivel akkor a, b és c is oszthat6 lenne a p primmel.
Ekkor a + b+ ¢ egy olyan p-vel oszthat6é szam lenne, amely viszont nagyobb p-nél: a +b+c¢ > 3p > p,
igy az Osszegiik nem lenne prim, ellentmondésban a feladat allitasédval. Emiatt van olyan szam a, b,
¢ kozott, amelyben p kitevSje 0. Legyen ez a szam a. (Ha nem a lenne az, hanem példéaul ¢, akkor a
feladat nem valtozik, ha a és ¢ értekét feleseréljiik.)

Most vizsgaljuk meg, hogy a kitevékre nézve mit mondanak a feladat oszthatosagi allitasai. Al-
taldnosan igaz, hogy egy p prim kitevGje egy a - b szorzatban az a-beli és a b-beli kitev6i Osszege. p
kitevGje a-ban 0, b-ben y, c-ben pedig z, igy az a - b szorzatban p kitevéje 0+y =y, a-c-ben 0+ 2z = z,
és b c-ben y + z. Mivel b | ac, ezért p kitevGje b-ben legfeljebb akkora lehet, mint ac-ben, tehat y < z.
Hasonloképpen, ¢ | ab miatt c-ben legfeljebb akkora lehet a kitevéje, mint ab-ben, vagyis z < y. Tehat
Yy = z.

Azt kaptuk, hogy barmely p prim, amely osztja a-t, b-t vagy c-t, pontosan az egyik szdmot nem
osztja a harom koziil, a mésik két szam primtényezs felbontésaban pedig azonos kitevén szerepel. Igy
p az abc szorzat primtényezGs felbontasdban x + y + z = 0 + y + y = 2y-adik hatvanyon szerepel, ami
péros. Az abc szorzat minden primtényezGje osztja a-t, b-t vagy c-t, igy az abc szorzatban minden ilyen
primoszt6 paros kitevén szerepel. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy abc négyzetszam.
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D3. Az ABC haromszogbe beirtuk a DEFG téglalapot tugy, hogy D és E az AB oldalra esnek, F a BC oldalon

fekszik, és G az AC oldalon van. Tudjuk, hogy AF felezi a BAC szdget, valamint % = % Mekkora a CAB szog?

Megoldas: A megoldas soran feliilvonéssal jeloljiik egy szakasz hosszat. Legyen AD = z, igy a fe-
ladat feltételébsl adédéan DE = 2z. Mivel DEFG négyszog téglalap, ezért a szemkoztes oldalai
egyenld hosszlisagiak, amibsl GF = 2z kovetkezik. Mivel AF a haromszog bels§ szogfelezGje, igy
GAF< = FAFE<. A parhuzamossag miatt ugyanez a szog megjelenik valtoszogként, FAE< = AFG<.
Az egyenlS nagysagi szogek miatt AGF haromszog egyenlGszart, azaz AG = 2x. Most vizsgaljuk az
ADG héaromszoget: van egy derékszoge D-nél, és az atfogoja éppen kétszerese az egyik befogonak.
Ebbdl kévetkezGen ez egy szabélyos haromszog fele, az ugynevezett félszabédlyos haromszog; tehat az
A-nal 1év6 belss szoge éppen 60°. A feladat kérdésére igy a valasz: CAB<t = 60°.

C
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D4. Benedek kitoltott egy 3 x 3-as tablazatot az 1,1,2,3,4,5,6,7, 7 szamokkal. Ezek utan egy papirra felirta minden
oldalszomszédos mez6parra a benniik szerepls szamok Osszegét. Igy Gsszesen 12 szam keriilt a papirra. Azt vette észre,
hogy csupa kiilonb6z6 szamot irt le.

a) Mutassatok egy ilyen kitoltést.

b) Van-e olyan kitoltés, amelyre ha az eddigi 12 &sszeg mellett még minden sornak és minden oszlopnak is felirja az
Osszegét, akkor az igy kapott 18 szam is csupa kiilonb6z6 lesz?

Megoldas: a) Az alabbi tablazat egy lehetéséges kitoltést mutat.

oo»—w—n‘
ow;w\
\1\1@\

Ennek helyességét konnyen ellenérizhetjiik. Vizszintesen az osszegek: 1 +2 =3,24+5=7,144 =5,
44+7=11,34+6=9és 6+ 7 =13. Fliggtlegesen pedig: 1 +1=2,14+3=4,2+4=6,4+6 =10,
5+7=12¢és 7+ 7 = 14. Azaz valéban csupa kiilonboz8 6sszeget kaptunk.

b) Nem, nincs ilyen kitoltés. A legkisebb lehetséges kéttagn osszeg az 1+ 1 = 2, mig a legnagyobb
a7+ 7=14. Tehat ez a 12 darab Gsszeg 2 és 14 kozé esik.

A tablazatba irt szamok Osszege 36, igy a sordsszegek atlaga 12. Ezért van olyan sor, amelyikben
a szamok Osszege legfeljebb 12, hiszen az atlag legalabb akkora, mint a legkisebb atlagoland6. Hasonld
érveléssel élhetiink oszlopok esetén is, azaz van olyan oszlop, amelyikben a szamok Osszege legfeljebb
12.

Tehét a 12 darab mezéparhoz tartozé osszeg, tovabbé legalabb egy sor- és legalabb egy oszloposszeg
is 2 és 14 kozé esik, ez azonban csak 13 kiilonbozé szamot jelent. Igy a skatulyaelv miatt nem lehet
mind a 14 fenti 6sszeg kiilonb6z6.
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D5. Az 1,2,3,...,100 szamokat legkevesebb hany csoportba lehet felosztani tigy, hogy minden csoporton beliil vagy
barmely két szam relativ prim, vagy barmely két szam nem relativ prim legyen?

Két szdm akkor relativ prim, ha nincs 1-nél nagyobb kézds osztdjuk. A megolddsotokat indokoljdtok is.

Megoldas: 5 csoportra fel lehet osztani a szamokat, mégpedig a kovetkezdképpen: az els6 csportba
keriiljenek a 2-vel oszthaté szamok, a masodikba azok a harommal oszthatd szamok, amiket nem
tettiink bele az els6 csoportba. A harmadik kupacba rakjuk azokat a szamokat, amik 5-tel oszthatoak,
de sem az els@, sem a masodik kupacban nem szerepelnek, a negyedikbe azokat, amik 7-tel oszthatoak,
de semmelyik el6z6 csoportba sem keriiltek, végiil az utolsé csoportba keriiljenek az eddig kimaradt
szamok. Az elsé négy csoport jol lathatéan olyan, hogy barmely csoport barmely két tagjara igaz, hogy
van 1-nél nagyobb kozos osztojuk, mégpedig rendre a 2, a 3, az 5, illetve a 7. Az 6t6dik kupacrol azt
fogjuk igazolni, hogy barmely 2 szam benne relativ prim. Valdéjaban ebben a kupacban csak primek és
az 1 szerepelnek. Vegyiink ugyanis egy n Osszetett szamot. Ekkor n legkisebb primtényezdje a 2,3,5,7
valamelyike kell legyen, hiszen 112 > 100. Vagyis n benne van az elsé négy kupac valamelyikében.
A kimarado6 primszamok és az 1 pedig valoéban olyan kupacot alkotnak, melyben a tagok paronként
relativ primek, igy ez egy helyes felosztés.

Most belatjuk, hogy nem lehet kevesebb csoportra bontani a szamokat. Indirekten csinéaljuk, tegyiik
fel, hogy fel lehet bontani 4 csoportra az elsé 100 szamot a megadott médon. Ekkor a 2,22,23 24 25
szamok koziil skatulyaelv szerint valamelyik kettének egy csoportban kell szerepelnie. Ekkor azonban
ebben a csoportban barmely két szamnak kell lennie 1-nél nagyobb kozos osztojanak. A 2,22, 23 24 25
szamoknak csak 2-es szerepel a primtényezls felbontédsaban, igy ebben a csoportban mindenki paros
kell legyen. Feltehetjiik, hogy az Gsszes paros szémot beleraktuk ebbe a kupacba. Maradt tehat 3 masik
kupac a paratlan szamok szétosztasara.

Hasonlé modon a 3,32,33, 3% szamokat véve azt talaljuk, hogy van olyan csoport, amiben minden
szam 3-mal oszthato, ebbe feltehtjiik, hogy az Osszes 3-mal oszthaté paratlan szamot belepakoltuk. Igy
két kupac maradt.

Az 5,7,5%,72,5 - 7 szamok koziil skatulyaelv szerint valamelyik 3-nak egy kupacba kell keriilnie.
Mivel nincs ezek koziil harom, amik paronkét relativ primek, igy ebben a kupacban barmely két szam
nem relativ prim. Am a fenti 6t szambol csak két olyan szamhéarmas van, amiben paronként nem relativ
primek a szamok. Az egyik a 7, 72,75, ekkor az 5, 5% szamok a masik csoportba keriilnek, mert relativ
primek a 7-tel, illetve hasonléan az a mésik eset, ha az 5,52,7 - 5 keriil az egyik kupacba, és a 7,72
szamok pedig sziikségszertien a masikba. Mindkét esetben igaz az, hogy mindkét kupacban barmely
két szamnak van 1-nél nagyobb kozos osztdja, ekkor azonban az 1 maga példédul semmelyik kupacba
sem keriilhet, ami ellentmondas. Igy valoban sziikség van legalabb 5 kupacra.



