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El. Kacsamama sziiletésnapjara Kacsanna csaladi sszejovetelt szervezett, melyre egy henger alaki tortat siitott.

Eredetileg 15 vendégre szamitott Kacsanna, ezért ennyi egyenls korcikkre osztotta a torta tetejét, bejeldlve, hogy hol kell
majd felvagni. Kacsanna Gccse, Kacsattila az asztalon maradt torta tetejét azonban szérakozasbol 10 egyenld korcikkre
valo felosztéassal is ellatta ugy, hogy lettek olyan sugarai a torta tetejének, melyet mindketten bejelltek. Miel6tt megjottek
a vendégek, Kacsaladar felvagta az Osszes jelolés mentén a tortat, majd berakta a htitébe.

A tortarol megfeledkeztek, és csak az Osszejovetel végén jutott esziikbe megenni, amikor mar csak hatan voltak jelen.
Szét tudjak-e osztani az egész tortat 6 egyenls részre tigy, hogy nem vaghatjak tovabbi részekre a megléve szeleteket?

Megoldas:

Igen, szét tudjak. Az abran lathato a felszeletelés. M-mel vannak jelolve azok a vagasok, amik
mindkét felosztasban vannak, valamint 10-zel és 15-tel azok a vagasok amik csak a 10 illetve 15 részre
vagéshoz tartozo felosztasban szerepelnek. Vegyiik észre, hogy 3 szomszédos szelet a 15 részre vagasbol
ugyanakkora, mint 2 szomszédos szelet a 10 részre vagasbol, és ez pont a torta egyotdde, igy 5 olyan
jelolés is van, ami mindkét felosztasban benne van. Egyszertiség kedvéért tekintslink a tortara, mint
egy korre, és legyen a torta teriilete 1. Latni fogjuk, hogy minden tortaszelet mérete az % tobbszorose,
igy mindig harmincadokban szdmolunk.

Nézziink két szomszédos M bettis vagast. Az ezek kozotti részt a 15-6s vagasok 3 egyenld részre
osztjak, és a kozépso szeletet a 10-es vagas két egyenls részre osztja. Igy a két M-es vagas kozott
Osszesen két darab % méreti szelet van, és két darab % méretd. A torta 5 ugyanilyen blokkbél all,
igy Osszesen a torta 10 darab % méretd és 10 darab % méretd részre lett felosztva.

Ha 6 ember akar igazsiagosan osztozkodni, akkor mindenkinek %—ad tortat kell kapnia. Ez pedig
tényleg elintézhets: négy ember két darab nagy szeletet (% meérteti) és egy kis szeletet (% meéretii)
kap, mig a tovabbi két embernek harom kis szelet és egy nagy szelet jut.
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E2. Az ABC hegyesszogti haromszégben a B-n dtmend és az AC egyenest A-ban érint kor koézéppontja legyen P,
az A-n atmend és a BC egyenest B-ben érint6 kor kézéppontja legyen Q. Az ABC haromszog koréirt korének sugara
legyen R, kozéppontja O. Lassatok be, hogy R? = OP - OQ.
Megoldas: Legyen O a koréirt kor kézéppontja, o, 8,7 az ABC haromszog szogei, ki és ko korck
pedig a feladatban definialt BC illetve AC' oldalakat érint& korok.

Az O, P,@Q pontok mind rajta vannak AB felez6merdlegesén, specidlisan egy egyenesen vannak.

Azt fogjuk belatni, hogy AQO és PAO haromszogek hasonloak. Ekkor a kévetkezs aranyt kapjuk a
hasonlosag miatt: % = é—g, és mivel O volt a koriilirt kor kézéppontja, igy AO = R, vagyis atszorzas
utan éppen a kivant egyenlGséget kapjuk. Lassuk be tehat, hogy AQO és PAO hasonldak. Valojaban
azt fogjuk igazolni, hogy mindketté hasonlo az ABC haromszoghoz. Ehhez a haromszogek szogeinek
egyenl@ségét fogjuk ellendrizni.

Az érint6 szara keriileti szogek tételét alkalmazva a ko korre és BAC< szogre kapjuk, hogy a
BA huarhoz tartozé keriileti szog megegyezik a-val, vagyis keriileti és kozépponti szogek tétele miatt
BPA< = 2a. Hasonlé okoskodést alkalmazva az ABC'<q =  szogre és k1 korre kapjuk, hogy BQA< =
2. Keriileti és kozépponti szégek tétele miatt BOA< = 2.

Mivel OQ egyenes AB felez6merdlegese, igy felezi az eddig targyalt szogeket, azaz OPA< = a,
OQA< = B és QOA<« = ~. Ekkor vegyiik észre, hogy PAO haromszoghen egy a és egy ~ szoget
ismeriink, kovetkezésképp a harmadik szog (3 lesz, és hasonléan az AQO haromszogben egy [ és egy
v szoget ismeriink, kovetkezésképp a harmadik szog « lesz, és igy valéban mindkét hadromszog hasonld
ABC-hez, és igy egymashoz is. Ezzel az allitast belattuk.
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E3. Parabolha ugral a sikon az origobol indulva. Egy lépésében ha az (x,y) ponton 4ll, akkor az (x + p,y +p®) pontra
ugorhat, ahol p egy pozitiv valos szam. (A p szam értéke az egyes lépésekben akar eltérd is lehet.)
a) Van-e olyan pontja a els6 siknegyednek, amibe nem tud eljutni a bolha? (Az els6 stknegyed azon (z,y) pontokat
tartalmazza, melyekre z és y pozitiv valos szamok.)
b) Legalabb hanyat kell ugrania az origobol, hogy eljusson a (100, 1) pontba?
Megoldas: a) Nem juthat el a pozitiv siknegyed minden pontjaba, példaul az (1,2) pontba nem tud
eljutni. Ugyanis indirekten, ha ide eljutna, akkor minden ugraséhoz p < 1 volna. Am ekkor p? < p,
igy minden ugrasnal az y-koordinata legfeljebb annyit néhet, mint az x-koordinata, tehat csak olyan
pontokba tud eljutni, amikre > y, &m ez az (1, 2) pontra nem teljesiil.

b) Tegyiik fel, hogy a bolha n lépésben jut el a (100, 1) pontba, rendre a pi,pa, ..., p, szadmokat
valasztva, azaz

Zn:pi:mo és Zn:pgzl.
=1 i=1

Felhasznaljuk a szamtani-négyzetes kozepek kozti egyenlGtlenséget a kovetkezs alakban:

2
Z?:l p12 > <Z?:1 pi)

n n

igy kapjuk, hogy

n n n n2 ’

1YL <Z§;1pi>2 _ 10000

azaz n > 10000. Ezt el is érhetjiik: ha n = 10000 és p; = ﬁ minden n-re, akkor a p;-k Gsszege nyilvan
100, a négyzetosszegiik pedig 10000 - Wloo = 1. Tehat legalabb 10000 ugrés kell a bolhédnak, hogy a
(100, 1) pontba jusson.
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E4. Az1,2,3,...,100 szamokat legkevesebb hany csoportba lehet felosztani gy, hogy minden csoporton beliil vagy
barmely két szam relativ prim, vagy barmely két szam nem relativ prim legyen?

Két szdm akkor relativ prim, ha nincs 1-nél nagyobb kézds osztdjuk.

Megoldas: 5 csoportra fel lehet osztani a szdmokat, mégpedig a kovetkez&képpen: az els6 csoportba
keriiljenek a 2-vel oszthaté szamok, a masodikba azok a harommal oszthatd szamok, amiket nem
tettiink bele az els6 csoportba. A harmadik kupacba rakjuk azokat a szamokat, amik 5-tel oszthatoak,
de sem az els@, sem a masodik kupacban nem szerepelnek, a negyedikbe azokat, amik 7-tel oszthatoak,
de semmelyik el6z6 csoportba sem keriiltek, végiil az utolsé csoportba keriiljenek az eddig kimaradt
szamok.

Az elsé négy csoport jol lathatdéan olyan, hogy barmely csoport barmely két tagjara igaz, hogy
van 1-nél nagyobb ko6z0s osztojuk, mégpedig a 2, a 3, az 5 vagy a 7. Az 6todik kupacrol azt fogjuk
igazolni, hogy barmely 2 szam benne relativ prim. Val6jaban ebben a kupacban csak a primek és
az 1 szerepelnek. Vegyilink ugyanis egy n 0Osszetett szamot, ennek legkisebb primtényezGje a 2,3,5,7
valamelyike kell legyen, hiszen 112 > 100. Vagyis n benne van az elsé négy kupac valamelyikében. A
primszéamok és az 1 pedig valoban olyan kupacot alkotnak, melyben a tagok paronként relativ primek,
igy ez egy helyes felosztas.

Most belatjuk, hogy nem lehet kevesebb csoportra bontani a szadmokat. Indirekten csinaljuk, tegyiik
fel, hogy fel lehet bontani 4 csoportra az elsé 100 szamot a megadott modon. Ekkor a 2,22, 23 24 25
szamok koziil skatulyaelv szerint valamelyik kettének egy csoportban kell szerepelnie. Ekkor azonban
ebben a csoportban barmely két szamnak kell lennie 1-nél nagyobb kozos osztéjanak. A 2,22, 23 24 25
szamoknak csak 2-es szerepel a primtényezds felbontasaban, igy ebben a csoportban mindenki paros
kell, hogy legyen. Maradt tehat 3 méasik kupac.

Most hasonlé moédon a 3,32,3%,3* szamokat véve azt talaljuk, hogy van olyan csoport, amiben
minden szam 3-mal oszthaté. Igy maradt két kupac.

Az 5,7,5%,72,5 - 7 szamok koziil skatulyaelv szerint valamelyik 3-nak egy kupacba kell keriilnie.
Végignézve az eseteket a fenti 6t szamot csak kétféleképpen lehet szétosztani: vagy 5, 52 keriil az egyik
kupacba és 7,72, 7-5 a masikba, vagy pedig 5, 5%, 7-5 az egyikbe és 7, 72 a masikba. Mindkét esetben igaz
az, hogy mindkét kupacban barmely két szamnak van 1-nél nagyobb kozos osztdja, ekkor azonban az
1 maga példaul semmelyik kupacba sem keriilhet, ami ellentmondas. Igy valoban sziikség van legalabb
5 kupacra.
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E5. a) Egy 12 f6s tarsasagot egy jatékhoz a jatékmester két egyenls csoportra oszt. A jatékmester nem arulja el a teljes
csapatokat, hanem minden jatékos egy cetlin megkapja két jatékostarsanak a nevét, akik koziil az egyik a csapattarsa,
a mésik pedig az ellenfél csapatban van, de nem tudja, hogy melyik melyik. Tud-e a jatékmester olyan cetliket adni,
melyekbdl a jatékosok kézosen ki tudjak talalni, hogy hogyan vannak felosztva a csapatok?

b) A koévetkezs alkalommal a jatékmester minden cetlire 3 csapattars és 1 ellenfél nevét irja ra osszekeverve. Most
ugy akarja megirni a cetliket, hogy a jatékosok kézosen ne tudjak kitalalni a két csapatot. Meg tudja-e ezt tenni?

c) Tud-e agy cetliket irni, hogy ne tudjak kitalalni kézosen a jatékosok a csapatokat, ha most 4 csapattars és 1
ellenfél neve keriil egy cetlire 6sszekeverve?
Megoldas: a) Igen, el tudja érni, példaul ha a jatékosokat gondolatban egy koron helyezi el, agy,
hogy felvaltva vannak a kor mentén az egyik illetve a masik csapatbdl, és mindenkinek odaadja a téle
jobbra iilé 2 ember nevét. Ez a modszer azért jo, mivel ha két egymas melletti ember ugyanabban a
csapatban lenne, akkor a kettejiiktsl kozvetleniil balra 1évé jatékos két, ugyanabban a csapatban 1évé
jatékos nevét kapta volna, tehat nem lenne lehetséges az, hogy az egyik a csapattirsa, a masik pedig
nem. Ezek szerint a kor mentén 1évs jatékosoknak felvaltva kell az egyik, illetve a mésik csapatban
lenniiik. (Az abrén a pontok az emberek, és akkor megy nyil egy A emberbdl egy B emberbe, ha A
megkapta a cetlijén B nevét.)

b) Igen, el tudja érni. Legyenek a jatékosok: Ay, As, As, A4, By, B2, Bs, By, C1, Co, Cs3 és Cy!
Ekkor ha jatékmester minden jatékosnak odaadja azok nevét, akiknek ugyanaz a szdmuk, vagy azonos
bettjel mellett 1-gyel, vagy 3-mal tér el a szamuk (Példaul C3 megkapja As-at, Bs-at, Co-t és Cy-et;
Ay pedig Bi-et, Ci-et, Ax-t és Ayg-et), akkor a két csapat nézhet ki ugy is, hogy az egyik csapatban
azok vannak akiknek a szamuk 1, vagy 2, a mésikban pedig azok, akiknek 3, vagy 4; illetve gy is,
hogy az egyik csapatban vannak, akiknek a szamuk 1, vagy 4, a masikban pedig akiknek 2, vagy 3.

(Az alabbi dbran a bal oldalon kimeng nyilak a jobb oldalon jonnek vissza, és forditva, valamint a
fent kimend nyilak lent jonnek vissza, és forditva.)
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c¢) Nem, ezt mar nem tudja elérni. Azt tudjuk, hogy mindenki egy csapatban van énmagaval,
tehat ha mindenki felirna a cetlire sajat magét is, akkor a cetlijén szerepls igy mar 6 ember koziil
5 a csapattarsa lenne, 1 pedig nem. Azaz egy olyan csapattirsa lenne mindenkinek, aki nincs rajta a
cetlijén. Ha két jatékos egy csapatban van, akkor legalabb 4 k6z6s név szerepel a felirds utén a cetlijiikon
(mivel 1 jatékos van a csapatukbol, aki az egyikén nem szerepel, 1, aki a masikén nem. Ha ez a két nem
szerepl6 név kiilonbozs, akkor legalabb 4 kozos név van a két cetlin, ha ugyanaz, akkor legalabb 5). Ha
két jatékos nincs egy csapatban, akkor viszont csak legfeljebb 2 kozos név szerepelhet a cetlijeiken, mivel
csak egy-egy olyan személy van mindkettdjiikén, aki nem a csapattarsuk (és az a személy szereplhet
a masik cetlijén, mint a masik csapattarsa). Tehat ha barmelyik két jatékos Osszehasonlitja a cetlijét,
(azok utan, hogy rairtak a sajat neviiket) akkor a kézos nevek szaméabol mar meg tudjak hatarozni,
hogy egyiitt vannak-e, igy ki tudjak talalni a jatékosok a csapatokat.



