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E-+1. Az1,2,3,...,100 szamokat legkevesebb hany csoportba lehet felosztani tgy, hogy minden csoporton beliil vagy
barmely két szam relativ prim, vagy barmely két szam nem relativ prim legyen?

Két szdm akkor relativ prim, ha nincs 1-nél nagyobb kézds osztdjuk.

Megoldas: 5 csoportra fel lehet osztani a szdmokat, mégpedig a kovetkez&képpen: az els6 csoportba
keriiljenek a 2-vel oszthaté szamok, a masodikba azok a harommal oszthatd szamok, amiket nem
tettiink bele az els6 csoportba. A harmadik kupacba rakjuk azokat a szamokat, amik 5-tel oszthatoak,
de sem az els@, sem a masodik kupacban nem szerepelnek, a negyedikbe azokat, amik 7-tel oszthatoak,
de semmelyik el6z6 csoportba sem keriiltek, végil az utolsé csoportba keriiljenek az eddig kimaradt
szamok.

Az elsé négy csoport jol lathatdéan olyan, hogy barmely csoport barmely két tagjara igaz, hogy
van 1-nél nagyobb ko6z0s osztojuk, mégpedig a 2, a 3, az 5 vagy a 7. Az 6todik kupacrol azt fogjuk
igazolni, hogy barmely 2 szam benne relativ prim. Val6jaban ebben a kupacban csak a primek és
az 1 szerepelnek. Vegylink ugyanis egy n 0Osszetett szamot, ennek legkisebb primtényezGje a 2,3,5,7
valamelyike kell legyen, hiszen 112 > 100. Vagyis n benne van az elsé négy kupac valamelyikében. A
primszéamok és az 1 pedig valoban olyan kupacot alkotnak, melyben a tagok paronként relativ primek,
igy ez egy helyes felosztas.

Most belatjuk, hogy nem lehet kevesebb csoportra bontani a szadmokat. Indirekten csinéaljuk, tegyiik
fel, hogy fel lehet bontani 4 csoportra az elsé 100 szamot a megadott modon. Ekkor a 2,22, 23 24 25
szamok koziil skatulyaelv szerint valamelyik kettének egy csoportban kell szerepelnie. Ekkor azonban
ebben a csoportban barmely két szamnak kell lennie 1-nél nagyobb kozos osztéjanak. A 2,22, 23 24 25
szamoknak csak 2-es szerepel a primtényezds felbontasaban, igy ebben a csoportban mindenki paros
kell, hogy legyen. Maradt tehat 3 méasik kupac.

Most hasonlé moédon a 3,32,3%,3* szamokat véve azt talaljuk, hogy van olyan csoport, amiben
minden szam 3-mal oszthaté. Igy maradt két kupac.

Az 5,7,5%,72,5 - 7 szamok koziil skatulyaelv szerint valamelyik 3-nak egy kupacba kell keriilnie.
Végignézve az eseteket a fenti 6t szamot csak kétfaleképpen lehet szétosztani: vagy 5, 52 keriil az egyik
kupacba és 7,72, 7-5 a masikba, vagy pedig 5, 5%, 7-5 az egyikbe és 7, 72 a masikba. Mindkét esetben igaz
az, hogy mindkét kupacban barmely két szamnak van 1-nél nagyobb kozos osztdja, ekkor azonban az
1 maga példaul semmelyik kupacba sem keriilhet, ami ellentmondas. Igy valoban sziikség van legalabb
5 kupacra.
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E-+2. Hatarozzatok meg az Gsszes olyan haromszoget, amit szét lehet vagni két egybevagd sokszogre egy vagéassal.
A vagés olyan PP, P2Ps, ..., P,_1P, szakaszokbol all, ahol a Pi, Ps,..., P, pontok kiilonbozéek, a P; és P, pon-
tok a haromszog keriiletére esnek, a tobbi pont pedig a hiromszog belsejében helyezkedik el tgy, hogy a szakaszok a
végpontoktol eltekintve diszjunktak.

Megoldas: Ha ABC egyenl@szard, akkor az alaphoz tartozé magassag két egybevagd derékszogd
héromszogre bontja a hédromszoget.

Ha ABC nem egyenlszara, akkor nincs ilyen vagas. Tegytik fel indirekt modon, hogy van ilyen
vagas. Ha P, és P, kozil egyik sem egyezik meg a haromszog egyik cstucsaval sem, akkor az egyik
kapott sokszdg n 4 1 oldald a méasik pedig n + 2 oldalu, ellentmondas. Ezért feltehetjiik, hogy P = A.
A két sokszognek a keriilete megegyezik és az AP», PyPs, ..., P, 1P, szakaszok mindkettének az
oldalai, ezért AB + BP, = AC + CP,. S6t, még az is igaz az egybevagdsag miatt, hogy a két sokszog
oldalainak hosszai multiplicitassal szamolva (azaz azt is szamoljuk, hogy milyen hosszisagu oldalbol
hany darab van) megegyeznek. A két sokszognek n — 1 oldala egybeesik, igy ez a megallapitas adja,
hogy {AB, BP,} = {AC,CP,}. Am feltettiik, hogy nem egyenlészart a haromszog, tehat AB # AC,
igy AB = CP, és AC = BP,. Ekkor AB + AC = BP, + CP, = BC ami ellentmond a haromszog-
egyenlGtlenségnek. Tehat csak az egyenlGszari haromszogek esetén van megfelels vagas.
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E+3. a) Egy 40 f6s tarsasagot egy jatékhoz a jatékmester négy egyenld csoportra oszt. A jatékmester nem arulja el a
teljes csapatokat, hanem minden jatékos egy cetlin megkapja két jatékostarsdnak a nevét, akik koziil pontosan az egyik
a csapattéarsa, de nem tudja, hogy melyikiik. Tud-e a jatékmester olyan cetliket adni, melyekbdl a jatékosok kozosen ki
tudjék talalni, hogy hogyan vannak felosztva a csapatok?

b) A koévetkezd alkalommal a jatékmester minden cetlire 7 csapattars és 2 ellenfél nevét irja ra osszekeverve. Most
ugy akarja megirni a cetliket, hogy a jatékosok kozdsen ne tudjak kitalalni a csapatokat. Meg tudja-e ezt tenni?

c) Tud-e tgy cetliket irni, hogy ne tudjak kitalalni kézosen a jatékosok a csapatokat, ha most 6 csapattéars és 2

ellenfél neve keriil egy cetlire 6sszekeverve?
Megoldas: a) Igen, el tudja érni. A jatékmester gondolatban {iltesse le a 4 csoportot két 20 {6s kor
alaki asztal koré, az els§ asztalnél az elsé két csoport tagjai iiljenek felvaltva, a masodik asztalnal a
tovabbi két csoport tagjai legyenek felvaltva. A jatékmester mindenkinek a cetlijére az asztaldnal a
jobboldali szomszédjanak és masodszomszédjanak irja a nevét. A valos csoportosztasra vilagos, hogy
tényleg mindenkinek a cetlijére egy csoporttarsa és egy maésik csoportban 1évG ember keriilt. Vegyiink
egy tetszbleges csoportokra osztast amire ezek a cetlik stimmelnek. Ha van két ember az egyik asztalnal,
akik egy csoportban vannak és egymaés mellett iilnek, akkor a t6liikk balra l6 jatékosnak a két cetlijén
lévé ember egy csoportban lenne, ami nem lehet. Tehét senki nincs egy csoportban a jobb oldali
szomszédjaval, azaz mindenkinek egy csoportban kell lennie a téle kettével jobbra 1il6 jatékossal. Ebbsl
viszont mar kovetkezik, hogy egy csoport tényleg csak olyan lehet, hogy egy asztalnél minden mésodik
ember, igy tényleg nem lehetnek ezekkel a cetlikkel masok a csoportok, azaz ki tudjak talélni a jatékosok
a csoportokat.

Nem. Irja r4 mindenki a sajat cetlijére még a sajat nevét is, igy 8 olyan ember lesz a cetlin
aki a sajat csoportjaban van és 2 aki nem. Ha két jatékos egy csoportban van, akkor legalabb 6
ember egyezik a cetlijiikon, mert mindkett&jiiknek csak két csoporttarsa nincs a cetlijén, igy O0sszesen
legfeljebb 4 csoporttarsuk van aki nincs valamelyikiik cetlijén. Mig ha két jatékos kiilon csoportban
van, akkor legfeljebb 4 olyan ember lehet aki mindkettejiik cetlijén szerepel, mivel ha valaki szerepel
mindkettén akkor legalabb az egyikiiknek nem a csapattarsa, és dsszesen 4 ilyen ember van a két cetlin.
Tehét barmely két ember a cetlijiik 6sszehasonlitasaval egyértelmtien meg tudja hatarozni, hogy egyiitt
vannak-e, igy vildgos, hogy a jatékosok meg tudjak allapitani a csapatokat.

Igen. Osszuk az embereket 8 darab 5 s csapatba, A1, Ao, ..., Ag Ggy, hogy a valédi csoportok az
Ao és Ag; csapatok Osszessége 1 < i < 4 esetén. Minden i esetén minden ember az A; csapatbol kapja
meg a cetlijén az Osszes tObbi vele egy csapatban 1év6 embert, tovabba két embert az A; 1 csapatbol és
kettét az A;_; csapatboél (az indexek modulo 8 értenddek). Vilagos, hogy az igazi csoportokra osztés
szerint tényleg mindenki 6 csapattarsat és 2 ellenfelet kapott, &m ha a csoportok az Ag; és Aojiq
csapatok Osszessége lenne 1 < ¢ < 4 esetén, akkor szintén megfelels ez a cetli osztés, igy a jatékosok
nem tudjak biztosan, hogy mik a valédi csoportok.
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E-+4. Legyen az ABC hegyesszogl haromszog BC oldalanak Fa, C A oldalanak Fg a felez6pontja. Legyenek az Fa
kozépponti A-n atmend kor és az Fp kozépponti B-n atmend kor metszéspontjai E és F. Igazoljatok, hogy ha a C'E
szakasz felez6pontja N, és a C'F szakasz felez6pontja M, akkor az M kézéppontt F-n dthalad6 kor és az N kdzépponti
F-en athaladoé kor metszéspontjai illeszkednek az AB egyenesre.

1. Megoldas: El6szor azt latjuk be, hogy az F'E egyenes mersleges AB-re és illeszkedik ra a C' pont
AB felezémerdslegesére vett tiikorképe.

Az F 5 Fp szakasz kozépvonal az ABC haromszoégben, igy parhuzamos A B-vel. Mivel E és F egymas
tiikorképei az F4 Fig egyenesre, igy az F'E merdleges erre az egyenesre, tahat az AB-re is.

Nevezziik az Fy kozépponti A-n dtmend kort ka-nak, az Fp kdzépponti B-n atmend kort kp-nek.
Tudjuk, hogy az FE egyenes a kg és kp korok hatvanyvonala, igy elég azt belatni, hogy az ABC
haromszogben a C-bdl indulé magassagvonal talppontjanak AB felezGmerslegesére vett tiikorképének,
T-nek a hatvanya megegyezik mindketts korre.

Az altalanossidg megszegése nélkiil feltehetjiik, hogy BT 1 hosszusigi. Ekkor ha AT t hosszu és a
C-beli magassag m hossza, akkor a kovetkez6t szeretnénk belatni: TF% — AFfl = TF% — BF%.

F

A sulyvonalak hosszara ismert képlettel a szokasos jelolésekkel élve:

2% +2¢* —a?  2a% +2¢° —b* 3
AF2 — BF% = *46 “ a*: = 20— a?).

18
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Pitagorasz-tételt hasznélva:
3
TF3 —TF3=m?/4+ (t/2 - 1) —m?/4 — (t —1/2)* = il t2),

z(bQ o a2) — 2(1 +m2 . m2 _ t2>.

Tehat EF tényleg az AB-re mer6leges, C-nek az AB felezmerdlegesére vett tiikorképén athaladod
egyenes.

A feladat szovegének masodik felében pont ugyanazt csinaljuk, mint eddig, csak az ABC haromszog
helyett a CEF haromszogre. Tehat a kérdezett metszéspontok rajta lesznek azon az egyenesen ami
merGleges EF-re, és illeszkedik ra a C tiikorképe az EF felez6merdlegesére. Tehat parhuzamos A B-vel,
és mivel a felez6merdleges az F 4 Fp egyenes, ami az ABC haromszog kozépvonala, igy ez pont az AB

egyenes lesz. Ezzel a bizonyitéast befejeztiik.

2. Megoldas: Mutatunk egy masik megoldéast arra, hogy miért lesz az E'F egyenes a C-bdl induld
magassag tiikkorképe az AB felez6merdlegesére. Definialjuk a k4 és Kp kordket ugyantugy, mint az
el6z6 megoldasban, legyenek a sugaraik rendre r4 és rp. Tovabba legyen l4 az F4 kdzéppontu C-n
athalad6 kor aminek sg4-val jeloljiik a sugarat, és Ip az Fp kozépponttt B-n atmend kor sp sugarral.
Vegyiik észre, hogy 4 és kp egyik metszéspontja B, [p és ka egyik metszéspontja A, [4 és g egyik
metszéspontja C' valamint ky és kp egyik metszéspontja F.

Tegyiik be az abrat egy koordinata-rendszerbe ugy, hogy F4 az origo és Fp a (0,1) pont. Ekkor
azt kell bizonyitani, hogy a B és a C pont xz-koordinatainak kiilonbsége megegyezik az A és a E pont
x-koordinatéinak a kiilonbségével. Az eredeti allitasnal kicsit altalanosabbat igazolunk, nem fogjuk
hasznélni, hogy Fa és Fp felez6pontok, mindossze annyit fogunk hasznalni, hogy a kordk milyen
pontokban metszik egymast.

~

Minden P pont esetén xp jeloli a pont z-koordinatajat. Irjuk fel a korok egyeneleteit:

In: 2>+ =54, lp: (x—1)% +9% = 5%,

58
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ka:a?+9y? =04, kp: (x—1)2 492 =r2.

l4 és lp egyenletét megoldva kapjuk a C pontot, a két egyenletet kivonva egymasbol lathato, hogy
230071:53‘7523.

Hasonloan az [4 és rp egyenleteibsl
2rp — 1 =84 —r%.

ley 2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2
v —1p — (sa—sp+t1)—(sa—rp+1) 15— 55
2 2 ’

Lathato, hogy ez a tavolsdg nem fiigg si—té’l, igy ugyanezt megcsinédlva a k4 korre az [ 4 helyett ugyanezt
a képletet kapjuk, ami abban az esetben x4 — x g, és pont ezt akartuk igazolni.
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E-+5. Legyenek a; <ap < ... < a, valés szamok, melyekre

n

2k+1
E a; t1=p
1=1

minden 0 < k < n egészre. Mutassatok meg, hogy ekkor a; = —an+1—; minden 1 < i < n-re.

1. Megoldas: Legyen A = {|a;| : 1 < i < n} és definidljuk a kovetkezd polinomot minden o € A-ra:
P, = H (z —1?)
a#reA

Ekkor deg P, < n — 1, mert |A| < n. Rogzitsik a € A-t, jelolje b; a P, egyiitthatoit, vagyis P,(z) =
Z?E%Pa biz'. Tudjuk, hogy S a?**1 = 0 minden 0 < k < n esetén, igy

i=1"n
deg P, n n deg P, n
_ 2k+1 __ 2k __ 2
0= E by g a; = g a; g bra;” = g a; Py (aj)
k=0 i=1 =1 k=0 i=1

Vegyiik észre, hogy P, (a?) = 0 minden a;-re, amire |a;| # «. Ezt kihasznalva az el6z6 egyenletet az
alabbi alakra tudjuk hozni:
0 = P.(a?) Z a;

lai|=c

A P,-nak definici6 szerint nem gydke o?, igy E‘ ail=a 0 = 0, ami ekvivalens azzal, hogy a = 0,
vagy az « abszolutértékd a; szdmokbdl ugyanannyi negativ van, mint pozitiv. Ezt a gondolatmenetet
eljatszhatjuk tetszéleges o € A-ra, melybdl adodik az allitas.

2. Megoldas: Jelolje hy, = >, al"-et. Ismert (szimmetrikus polinomok alaptételéhez hasonlo él-
litds), hogy minden h,, (m > n) kifejezhets a hi, ha,..., hy-ek egy polinomjaval. Legyen m > n
paratlan, ekkor alkalmas @ € R[hq, ha, ... hy|-re hy, = Q(h1, ha, ... hy) (ahol Rzy, x9, ... x,] az n val-
tozos polinomokat jeloli). Jelolje M = e[}, hfi a @ polinom egy monomjat (c a konstans, mig ¢; a
kitevsk). Mivel hy, foka k, igy a paratlan foka M monomokban kell, hogy szerepeljen hj-s szorzo, ahol
J paratlan. Azonban a feladat feltevése szerint minden h; = 0, igy M = 0. Mivel h,, foka paratlan és
Q(hi,hsa ..., hy)-ben minden péaratlan foka monom 0, igy A, szintén 0. Tehat h,, = 0 minden péaratlan
m-re. (Vegyiik észre, hogy 0 < k < n helyett csupan 0 < 2k 4+ 1 < n feltételt hasznaltuk.)

Jelolje a a legnagyobb abszolutértéket az a;-k kozott, azaz o = max; |a;|. Ha o = 0, akkor minden
a; = 0 és a feladat allitasa nyilvan teljesiil. Tehat feltehetjiik, hogy o > 0. Mivel h,, = 0 tetsz6leges
nagy paratlan m-re, igy limy, 00 Z—% = 0, hiszen minden tag 0 (A megoldas soran a limesz mindig csak
a paratlan m-eken fut végig). Azonban ha beirjuk h,, definicidjat:

a™

lim &

1 n n
0= lim — E a;j" =
m—oo M 4 . m—oo ™
=1 i=1

Vegylik észre, hogy limy, 0 Z% =0, ha |a;| # «, mert ekkor |a;| < . Tovabba lim,, e % = sgn(a;),

ha a = |a;|, ahol sgn az elgjel fiiggvény. Legyen s azon pozitiv a;-k szdma, melyek abszolut értéke a.
Hasonléan h a negativ a;-k széma « abszolut értékkel. Tehat az eddigiek alapjan

0= lim h—mzs—h.
m—oo (M

Tehét s = h, vagyis az els6 s és utols6 s darab a; valoban egymés ellentetjei. Ha ezeket az a;-ket
elhagyjuk, akkor tovabbra is teljesiil a feladat feltétele, igy alkalmazhatunk indukciét. FEzzel belattuk
a feladat allitast.

B
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3. Megoldas: Tekintsiik azt az n X n-es M matrixot, aminek a sorait 0-t6l n — 1-ig szdmozzuk, és a k-

adik sora (a?¥, a2k, ..., a2¥). Ezt a métrixot szorozzuk meg az (a1, az, ..., a,) vektorral. Az eredményként

. a?
kapott vektor kordinatai sorra aj +ag+...4+-an és a3+a3+...+ad és igy tovabb a2 4a2" T 4 par

ig. A feladat feltételei szerint ezek az értékek mind 0-k. Feltehetjiik, hogy az (a1, ag, ..., a;) vektor nem
volt konstans 0, kiilonben trivialisan teljesiil az allitas. Tehat M matrix megszorozhatd egy nem 0
vektorral ugy, hogy a 0 vektort kapjuk (éppen ezt tettiik), vagyis M sorai linearisan Osszefliggdek.
Tehat 1étezik olyan 0 < m < n—1, hogy az m-edik sor megkaphat6 a 0., 1., ..., m — 1-edik sorok linearis

n
kombinaciojaként. Ezutan teljes indukcioval bizonyitjuk hogy minden 0 < k egészre ) a?kﬂ =0. A fe-
j=1
ladat feltétele szerint az indukcios feltevés teljesiil 0 < k < n-re. Tegyiik {6l, hogy r > n-re mar tudjuk,
n
hogy minden 0 < k < r esetén ) a?k“ = 0. Ekkor vessziik az (a?(rfm)ﬂ,ag(?um)“, ...,a%(rfm)ﬂ)
j=1
2-(r7m)+1

n
vektort. Ezt megszorozva a matrix nulladik, elsd, ..., (m — 1)-edik soraval rendre a > a; ,

Jj=1
n n
2(r—m+1)+1 2(r—1)+1
> a; e 68 )0 aj
]:1 ]:1
Mivel az M matrix m-edik sora megkaphat6 a kordbbiak linearis kombinaci6jaként, ezért az

2(r—m)+1  2(r—m)+1 2(r—m)+1 . - oL
(al(r m)+ ,az(r m)+ s s an(r m)+ ) vektor szorzata az m-edik sorral a korabbi szorzatok linearis kom-

értékeket kapjuk, és az indukcios feltevés szerint ezek mindegyike 0.

n
binacioja, vagyis ez is 0. Tehat > a?rﬂ = 0, ezzel az indukcids lépést belattuk. Innen alkalmazhaté
j=1

ugyanaz a gondolatmenet, mint a masodik megoldas végén.



