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C1. Csongor négyzeteket rajzol a papirjara (két lerajzolt négyzet atfedheti egyméast). Néhany
négyzet lerajzolasa utdn az aldbbi abra rajzolédik ki. Legkevesebb hany négyzetet kellett Csongornak
lerajzolnia ehhez?

Nagy Kartal feladata

1. Megoldas:
Négy négyzet rajzolasaval Csongor elérhette a feladatban szerepls konfiguraciot, ha a 4 darab 2 x 2
meéreti négyzetet rajzolta le (lasd abra).

Négynél kevesebb négyzettel ugyanakkor nem lehet megcsinalni, mivel konnyd meggondolni, hogy
a szaggatottal jelolt négy szakaszbol semelyik kettSt nem lehet egy olyan négyzettel lefedni, ami nem
16g ki az abrabol. Igy legkevesebb négy négyzetet kell Csongornak lerajzolnia az abra eléréséhez.

2. Megoldas: Mutatunk egy mésodik megoldast annak az indoklasara, hogy négynél kevesebb négyzet
nem elég. Indirekten tegyiik fel, hogy harom négyzettel meg lehet csinalni. Vilagos, hogy csak 1 x 1,
2 x 2 és 3 x 3 méretii négyzeteket hasznalhatunk. A konfiguracié mind a négy sarkét le akarjuk fedni,
igy lesz olyan négyzet ami legaldbb kett6t fed, és ez csak tigy lehet, ha hasznalunk egy 3 x 3 méretd
négyzetet, amivel lefedjiik az dbra keriiletét.

Figyeljiik meg, hogy az abra amit le akarunk fedni 24 kis szakaszbol all. Ebbd6l a 3 x 3-s négyzet
amit hasznalunk az 12-t fed. Egy 1 x 1-es legfeljebb 4-t fed, mig egy 2 x 2-es négyzet is legfeljebb 4
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0j kis szakaszt fed le, mivel legalabb 4 kis szakaszban atfedi a lehelyezett 3 x 3-as négyzetet. Emiatt
harom négyzet amibdl az egyik 3 x 3 méretii legfeljebb 12 4+ 4 4+ 4 = 20 kis szakaszt fed le, azaz nem
fedheti le a teljes abrat. Igy tényleg sziiksége van legalabb négy négyzetre Csongornak.
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C2. Pisti a karantén alatt nagyon unatkozott, ezért a 11-es szambél kiindulva elkezdett szamokat felirni az alabbiak
szerint. Ha egy x szdmot mar felirt, akkor felirhatta

e 1 szamjegyeinek Osszegét,
o 2(x+ 1)+ l-et,
e vagy x + 4-et.

a) Mutassatok meg, hogy csak ezen lépések hasznalataval Pisti barmely pozitiv egész szamot felirhatta.

b) Amennyiben csak az elss két fajta lépést hasznalta Pisti, akkor akarhogy is probalkozott, nem sikeriilt a 2022-t felirnia.
Igazoljatok, hogy nem Pisti volt tigyetlen, hanem tényleg nem lehet felirni a 2022-t.

Horvdth Csongor feladata

Megoldas:

a) Minden pozitiv egész szam felirhato 4k + m alakban, ahol k természetes szam és 1 < m < 4.
Emiatt, és az = + 4-es 1épés miatt elegendd, hogy az 1, 2, 3 és 4 szamok elGallnak a megengedett
lépésekkel a 11-bdl kiindulva. Mindre mutatunk egy elGéllitast:

e A 2 elsallitasa: Vegyiik a kiindulo érték (11) szamjegyOsszegét, ez pont 2.

e Az 1 elSallitasa: A kettbdl kiindulva, amit az el6z6 alapjan el tudunk allitani, végezziik el
kétszer az x + 4-es 1épést, ekkor 10-et kapunk. Ezutdn vegyiik a szdmjegyek Osszegét, hogy a
kivant 1-es értéket elGallitsuk.

e A 4 elgallitasa: Az egybdl kiindulva most hajtsuk végre a 2(z + 1) + 1-es lépést, amivel 5-6t
kapunk, majd végezziik el még egyszer ezt a lépést, igy 13-at kapunk. Végiil vegyiik ennek a
szamjegyOsszegét, hogy a kivant négyes értéket elGallitsuk.

e A 3 elgallitasa: A négyesbdl kiindulva az x + 4 1épést végezziik el kétszer, majd vegyiik a
szamjegyosszeget. gy megkapjuk a 12 szamjegyosszegét, azaz a kivant 3-as értéket.

Ezzel megmutattuk, hogy minden pozitiv egész szam elGall a megadott kiindulépontbol a feladatban
szerepld 1épések hasznélataval.

b) Az allitas igazolasdhoz azt fogjuk megmutatni, hogy a megengedett két 1épés olyan, hogy nem
hérommal oszthaté szamot nem harommal oszthatéba visz. Ezt elegend§ megmutatnunk, mivel a
kiindul6 érték nem hérommal oszthatd, viszont a 2022 igen.

Ezt azonban mindkét 1épésnél egyszerti latni. A szamjegyOsszegzés esetén a kiinduld szam héarmas
maradéka megegyezik a kapott érték harmas maradékaval, a 3-mal valo oszthatésagi szabaly alapjan.
A 2(zx+ 1)+ 1 = 2z + 3 1épés soran ha = nem oszthaté 3-mal akkor 2z sem, igy 2z + 3 sem. Ezzel
befejeztiik a bizonyitést.
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C3. Az ABCD négyzet AB oldalanak kiilsejére irjuk az ABE szabalyos haromszoget. Az A pont tiikorképe a BE
egyenesre legyen F', tovabba az E pont tiikorképe a BF egyenesre legyen G. Legyen az F'GG szakasz felez6merslegesének
és az AD szakasznak a metszéspontja X . Igazoljatok, hogy az X kozéppontu X A sugarta kor érinti az F'B egyenest.
Hegediis Dani feladata

Megoldas: Mivel a tiikrozés egybevagosagi transzformaéacio, és F' pont definicié szerint az A pont
tiikorképe a BE egyenesre, igy BEF haromszog egybevagd az ABE haromszoggel, tehat BEF harom-
sz0g is szabalyos. Tovabbé G pont definicidja szerint, az F BG hiromszdg a BEF haromszog tiikorképe
a BF egyenesre, igy egybevagoak, és emiatt F'BG haromszog is szabélyos.

Az F BG haromszog szabélyossidga miatt F'G szakasz felez6merdslegese megegyezik az FFBG < szbg
szogfelezGjével, ami 30°-o0s szbget zar be a BG egyenessel.

Viszont ABG<t = ABE< + EBF< + FBG< = 60° 4 60° 4+ 60° = 180°, igy az AB egyenes
megegyezik a BG egyenessel. Tehat az F'G szakasz felez6merdlegese az 30°-0s szoget szar be az AB
egyenessel.

Mivel X rajta van az AD egyenesen, ami mersleges AB-re, ezért X-nek az AB egyenestdl vett
tavolsadga egyenls az X A szakasz hosszéval. Emiatt az, hogy az X kézépponti X A sugartu kor érinti
a BF egyenest, az ugyanazt jelenti, mint hogy X tévolsiaga a BF egyenest6l X A, avagy X egyenls
tavolsagra van az AB és BF egyenesektdl.

Ez pedig igaz, hiszen pontosan azok a pontok vannak két egyenestdl egyenld tavolsagra, amelyek
a két egyenes altal meghatéarozott szogfelezdk valamelyikén helyezkednek el. Mivel X definicié szerint
rajta van F'G szakaszfelez§ merdlegesén, amely az F'BG< szogfelezdje, igy az allitést belattuk.
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C4. a) Létezik-e 12 egymast kivets pozitiv egész szam, melyeknek az Osszege négyzetszam?
b) Létezik-e 11 egyméast kovetd pozitiv egész szam, melyeknek az Gsszege négyzetszam?

c) Létezik-e 10 egymast kovets pozitiv egész szam, melyeknek az Osszege négyzetszam?
Mutassatok példdt, vagy bizonyitsdtok be, hogy nem létezik.

Imolay Andrds feladata

Megoldas:

a) Valasz: Nem. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik 12 ilyen egymaést kévetd szam. Jelolje koziiliik a
legkisebbet n. Ezzel a jeloléssel felirhatjuk a 12 szam osszegét: n+ (n+ 1) + ...+ (n+ 11) =
6-(2n+11) = 12n+466. Ez azonban nem oszthatoé néggyel, de péaros, igy nem lehet négyzetszam.

b) Valasz: Igen. Jelolje ismét a 11 darab szam legkisebbikét n. Az 6sszegiik 11n+ 55 = 11+ (n+5).
Ha (n + 5)-6t 11-nek, azaz n-et 6-nak valasztjuk, akkor a kapott 6sszeg 11 - 11 = 121 lesz, azaz
négyzetszam.

c) Valasz: Igen. Jelolje a 10 szam legkisebbikét n, ezt hasznédlva a szamok Osszege 10n + 45 =
5-(2n+9). A (2n 4+ 9)-et nem valaszthatjuk 5-nek, mert akkor n negativ lenne, valasszuk hat
5-3%2 = 45-nek. Ekkor n = 18, a szamok 6sszege pedig (5 - 3)2 = 225, ami négyzetszam.
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C5. Kacsa Kato az els6 sziiletésnapjan tojta élete els6 tojasat, és azota minden nap pontosan egy tojast tojik, mindig
vagy barnat, vagy sziirkét, vagy narancssargat. Azutan hogy tojik, mindig felirja a fiizetébe, hogy hany nappal azel6tt
tojt legutobb ugyanolyan szint tojast, méghozza olyan szind tollat hasznél, amilyen szinti az aktualis tojas (amikor az els6
tojast tojja valamelyik szinbdl, akkor nem ir fel semmit). Katé azt vette észre, hogy eddig nem irt fel kétszer ugyanolyan
szamot ugyanolyan szind tollal. Legfeljebb hany tojast tojhatott eddig az életében?
Pardczi Orsi és Sziics Gabor feladata
Megoldas: Legfeljebb 18 tojast tojhatott eddigi élete soran Kacsa Kato. A megoldas két részbdl all,
el6szor mutatunk 18-ra konstrukciot, majd belatjuk, hogy 19-et vagy tobbet lehetetlen elérni.

A sziirke tojasokat S, a barnakat B és a narancssargakat N bettivel jeloljik. Jo konstrukcio 18
tojéssal:

NSBBSNSBNBSSNNBNSB

Ellenérizhetd, hogy semelyik szinbél sincs két egymast kovets egyszind tojas kozott ugyanannyi méasik
tojas.

Indirekten tegyiik fel, hogy eddig 19 tojast tojt az életében Kato. Skatulyaelv alapjan ekkor ezek
kozott van 7 egyszint, mondjuk barna. Mivel minden tévolsag kiilonbozik a 7 tojasnal az egymaést
kévets barnak kozott, ezért van legalabb 04+1+2+3 44+ 5 = 15 nem barna tojas, tehat 6sszesen van
legalabb 22 tojas, ami ellentmondas, igy nem tojhatott 19-t. Am 19-nél tébbet sem tojhatott, mivel
ekkor az els6 19-et vizsgalva ugyanezzel az érveléssel ellentmondasra jutunk.
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C6. Jaték: Adott egy téglatest racsa, aminek be van huzva az egyik testatloja. Egy lépésben az éppen soron 1évé
jatékos megszinezi valamelyik még szinezetlen csicsot harom szin valamelyikével (azaz piros, sarga vagy kék korongot
tesz ra) ugy, hogy ne keletkezzen két szomszédos cstics, amik azonos szintiek. Ha valamelyik jatékos nem tud lépni, akkor
véget ér a jaték. A kezdd jatékos nyer, ha minden csiics meg lett szinezve, mig a masodik akkor nyer, ha van olyan cstcs
ami nem lett kiszinezve.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jdtékban! Ti dionthetitek el, hogy a kezdd vagy a mdsodik
jdtékos bdrébe szeretnétek bujni.
Nagy Kartal feladata

Megoldas:
A kulcsgondolat, hogy ha meg van szinezve a testatlo két vége,
akkor nyert a kezd§ jatékos, mivel ha mondjuk ez a két cstcs

piros és kék szint kapott, akkor konnyd latni, hogy azon csu-

csok amik a kék csticesal szomszédosak azok biztosan kaphat- Piros
nak piros szint barmi is torténik, a tébbi cstics pedig biztosan

kaphat kék szint, igy egészen biztos, hogy innentsl minden

cstcs meg lesz szienzve.

A kezd§ jatékosnak van nyerd stratégidja. Az els6 lépésében

megszinezi a testatlo egyik végét, a kovetkezd 1épésében pedig Kek

(ha még nincs megszinezve) akkor meg tudja szinezni a

testatldo masik végét, mivel még van szabad szin. Ezek utéan
biztosan minden cstcs megszinezddik, igy a kezd§ nyer.




