XV. DURER
05'}0 VERSENY
\0229 Donté:

" 2022. februdr 4-6.

}ooo@ D

3 KATEGORIA
Kifejtés fordulo
MATEMATIKA s
MEGOLDASOK osztalyosok
D1. A Kacsakongresszus vezet§jét évente valasztjak, azonban egy Gsi szabélyzat alapjan egymast kovets a évben

vadkacsa az elnok, majd b évig héazi kacsat valasztanak, majd megint a évig vadkacsat, utana b évig hazi kacsat és igy
tovabb (a és b pozitiv egész szamokat jelolnek). Tudjuk, hogy 1999-ben, 2004-ben, 2005-ben és 2011-ben vadkacsat, mig
2010-ben, 2015-ben és idén, 2022-ben hézi kacsat valasztottak vezetének. Hany évet kell varnia a vadkacsaknak, hogy
ajra koziiliikk keriiljon ki a kongresszus feje?

Keressétek meg az 0sszes megolddst, és indokoljatok, hogy mds nem lehet.

Débrontei Ddvid feladata

Megoldas: Nevezziik periddusnak az a+ b idGtartamot! Mivel 2005-ben vadkacsa, majd 2010-ben hézi
kacsa, majd 2011-ben vadkacsa, és 2015-ben hazi kacsa volt az elndk, ezért a héazi kacsak legkorabban
2006-t01 lehettek vezetSk b évig, majd a vadkacsdk a évig, legkésébb 2014-ig, igy egy periddus hossza,
azaz a +b <2015 — 2006 = 9 év.

Egy periodus kiilonbséggel ugyanolyan fajtaju kacsék az elnokok a szabélyzat alapjan, és emiatt
ha a kiilonbség a periddus hosszénak t6bbszorose, akkor szintén ugyanolyan fajtaji kacsék az elnokok.
Tehat ha két évben kiilonbozs fajtaju kacsak voltak a vezetdk, akkor a kiilonbségnek a periodus nem
lehet osztdja.

Mivel 2022-ben hézi kacsa az elnok és 2004-ben vadkacsa, igy egy periédus hossza nem lehet 2022 —
2004 = 18-nak osztdja, azaz nem lehet 1, 2, 3, 6 vagy 9 év.

Mivel 2015-ben hézi kacsa az elnok és 1999-ben vadkacsa, igy egy periédus hossza nem lehet 2015 —
1999 = 16-nak osztdja, tehat nem lehet 4 vagy 8 év sem.

Mivel 2010-ben hézi kacsa az elnok és 2005-ben vadkacsa, igy egy periédus hossza nem lehet 2010 —
2005 = 5-nek osztdja, tehat nem lehet 5 év sem.

Igy az egyetlen lehetséges érték az a+b = 7 év. Mivel 2010-ben még hézi kacsa volt az elndk, de 2011-
ben mar vadkacsa, ezért 2011-ben kezd&dott egy periddus, igy ezt kdvetGen 2018-ban indult a kévetkezd,
és utana 2025-ben fognak tjra vadkacsat valasztani. Tehéat 3 évet kell varniuk a vadkacsaknak, hogy
Gjra koziiliik keriiljon ki a vezetd.

Megjegyzés: A feladatot megoldottuk, rdadasul nem is kellett pontosan meghatarozni a és b értékét.
A megoldas teljessége érdekében megmutatjuk, hogy léteznek megfelels a és b értékek, raadasul két
kiilonbo6z8 lehetSség is van.

A periodusok kezdete 2025, 2018, 2011, 2004, 1997. Igy 1997 és 1999 kozott vadkacsa az elndk,
tehat a > 3, és 2011 utan 2015-ben mér nem vadkacsa az elndk, ezért a < 4.

Ha a = 4 és b = 3, akkor a konstrukcio: 1997-2000 vadkacsa, 2001-2003 hazi kacsa, 2004-2007
vadkacsa, 2008-2010 hazi kacsa, 2011-2014 vadkacsa, 2015-2017 hazi kacsa, 2018-2021 vadkacsa, 2022-
2024 hézi kacsa, 2025-2028 vadkacsa. Ez tényleg megfelels.

Ha a = 3 és b = 4, akkor a konstrukcié: 1997-1999 vadkacsa, 2000-2003 hazi kacsa, 2004-2006
vadkacsa, 2007-2010 hézi kacsa, 2011-2013 vadkacsa, 2014-2017 hézi kacsa, 2018-2020 vadkacsa, 2021-
2024 hazi kacsa, 2025-2027 vadkacsa. Ez is megfelels. Igy két lehetéség van, de a kérdésre a vélasz
mindenképpen az, hogy 3 évet kell varniuk a vadkacsaknak.
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D2. Orsi négyzeteket rajzol a papirjara (két lerajzolt négyzet atfedheti egymast). Néhany négyzet
lerajzolédsa utdn az aldbbi abra rajzolédik ki. Legkevesebb hany négyzetet kellett Orsinak lerajzolnia

ehhez?

Imolay Andrds és Nagy Kartal feladata

Megoldas: Hat négyzet sziikséges legalabb a tédblazat lefedéséhez, ugyanis tekintsiik a kdvetkezs abréat.

Vegylik észre, hogy barmely négyzet legfeljebb két szaggatott szakaszt fed le, és mivel az dbran 12
szaggatott szakasz van, igy legalabb 6 négyzetre sziikség van a négyzetracs lefedéséhez.
Hat négyzet tényleg elég, mégpedig a kdvetkezSképpen lerajzolva:
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D3. a) Létezik-e 20 egymést kdvets pozitiv egész szam, melyeknek az Ssszege négyzetszam?
b) Létezik-e 21 egyméast kovetd pozitiv egész szam, melyeknek az Gsszege négyzetszam?

c) Létezik-e 2022 egymaést kovets pozitiv egész szam, melyeknek az Osszege négyzetszam?
Mutassatok példdt, vagy bizonyitsdtok be, hogy nem létezik.

Imolay Andrds feladata

Megoldas:

a) Valasz: Nem. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik 20 ilyen egymaést kévetd szam. Jelolje koziiliik a
legkisebbet n. Ezzel a jeloléssel felirhatjuk a 20 szam Osszegét: n+ (n+ 1) + ...+ (n+ 19) =
10-(2n419) = 20n+190. Ez azonban nem oszthat6 néggyel, de paros, igy nem lehet négyzetszam.

b) Valasz: Igen. Jeldlje ismét a 21 darab szam legkisebbikét n. Irjuk fel az dsszegiiket: 21n 4210 =
21 - (n + 10). Ha (n + 10)-et 21-nek, azaz n-et 11-nek valasztjuk, akkor a kapott osszeg 21 - 21,
azaz négyzetszam lesz.

c) Valasz: Igen. Jelolje a 2022 szam legkisebbikét n, ezt hasznélva a szamok Gsszege 1011-(2n+2021).
(2n +2021)-et nem vélaszthatjuk 1011-nek, mert akkor n negativ lenne, vélasszuk hat 1011 - 32-
nek. Ekkor n = 3539, a szamok Osszege pedig (1011 - 3)2, ami négyzetszam.
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D4. Az ABCD trapéz hosszabb alapja AB, a révidebb CD. Az AC atlo felezi az A csticsnal 16vS belss szoget. A B
cstcsbol indulo belss szogfelezs az AC atlot az E pontban metszi. A DE egyenes F-ben metszi az AB szakaszt. Tegyiik
fel, hogy AD = FB és BC = AF. Hatarozzatok meg az ABC D négyszog belsd szogeit, ha BEC < = 54°.
Fridrik Ricsi feladata
Megoldas: Legyen BAC<t = CAD< = «a. Az AB oldal parhuzamos a CD oldallal, igy DC A< =
BAC< = a. Igy az ADC haromszog egyenlészari, emellé még a feladat feltételét felhasznalva kapjuk,
hogy FB = AD = DC. Az FBCD négyszog paralelogramma, mivel az F'B és CD oldalai egyenld
hossziak és parhuzamosak. Ezt Gsszevetve a feladat feltételével AF = BC = F D, tehat AFD héarom-
sz0g egyenl@széaru, igy ADF < = 2.

Innentdl szamoljunk szogeket. A BEC< az AE B haromszog kiils6 szoge és 54° fokos, igy EBA< =
54° — BAE< = 54° — a. A BFE egyenes szogfelezs, és F BC D paralelogramma, igy

FDC<«=CBF<=2-EBF<=108 —2a.

ABCD trapéz, igy BAD<+ ADC< = 180°, azaz 108° + 2a = 180°, igy a = 36°. Most mér konnyd
dolgunk van:
BAD< =20 = T2°.
ADC<« = 180° — BAD< = 108°.
CBA< =108° — 20 = 36°.
DCB< =180° — CBA< = 144°.
Megjegyzés: Tényleg létezik ilyen négyszog, azaz ha az ABC D négyszbgnek a szogei a fent kiszamolt
értékek, akkor teljesiilnek a feladat feltételei.
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D5. Kacsa Kato az elss sziiletésnapjan tojta élete elss tojasat, és azota minden nap pontosan egy tojast tojik, mindig
vagy barnat, vagy sziirkét, vagy narancssargat. Azutan hogy tojik, mindig felirja a fiizetébe, hogy hany nappal azel6tt
tojt legutobb ugyanolyan szint tojast, méghozza olyan szind tollat hasznél, amilyen szinti az aktualis tojas (amikor az els6
tojast tojja valamelyik szinbdl, akkor nem ir fel semmit). Katé azt vette észre, hogy eddig nem irt fel kétszer ugyanolyan
szamot ugyanolyan szind tollal. Legfeljebb hany tojast tojhatott eddig az életében?
Pardczi Orsi és Sziics Gabor feladata
Megoldas: Legfeljebb 18 tojast tojhatott eddigi élete soran Kacsa Kato. A megoldas két részbdl all,
el6szor mutatunk 18-ra konstrukciot, majd belatjuk, hogy 19-et vagy tobbet lehetetlen elérni.

A sziirke tojasokat S, a barnakat B és a narancssargakat N bettivel jeloljik. Jo konstrukcio 18
tojéssal:

NSBBSNSBNBSSNNBNSB

Ellenérizhetd, hogy semelyik szinbél sincs két egymast kovets egyszind tojas kozott ugyanannyi méasik
tojas.

Indirekten tegyiik fel, hogy eddig 19 tojast tojt az életében Kato. Skatulyaelv alapjan ekkor ezek
kozott van 7 egyszint, mondjuk barna. Mivel minden tévolsag kiilonbozik a 7 tojasnal az egymaést
kévets barnak kozott, ezért van legalabb 04+1+2+3 44+ 5 = 15 nem barna tojas, tehat 6sszesen van
legalabb 22 tojas, ami ellentmondas, igy nem tojhatott 19-t. Am 19-nél tébbet sem tojhatott, mivel
ekkor az els6 19-et vizsgalva ugyanezzel az érveléssel ellentmondasra jutunk.
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D6. Jaték: Adott egy téglatest racsa, aminek be van huzva az egyik testatloja. Egy lépésben az éppen soron 1évé
jatékos megszinezi valamelyik még szinezetlen csicsot harom szin valamelyikével (azaz piros, sarga vagy kék korongot
tesz rd) ugy, hogy ne keletkezzen két szomszédos cstics, amik azonos szintiek. Ha valamelyik jatékos nem tud lépni, akkor
véget ér a jaték. A kezdd jatékos nyer, ha minden csiics meg lett szinezve, mig a masodik akkor nyer, ha van olyan cstcs
ami nem lett kiszinezve.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jdtékban! Ti déonthetitek el, hogy a kezdd vagy a mdsodik
jdtékos bdrébe szeretnétek bujni.
Nagy Kartal feladata

Megoldas:
A kulcsgondolat, hogy ha meg van szinezve a testatlo két vége,
akkor nyert a kezd§ jatékos, mivel ha mondjuk ez a két cstcs

piros és kék szint kapott, akkor konnyd latni, hogy azon csu-

csok amik a kék csticesal szomszédosak azok biztosan kaphat- Piros
nak piros szint barmi is torténik, a tobbi cstics pedig biztosan

kaphat kék szint, igy egészen biztos, hogy innentsl minden

cstcs meg lesz szienzve.

A kezd§ jatékosnak van nyerd stratégidja. Az els6 lépésében

megszinezi a testatlo egyik végét, a kovetkezs 1épésében pedig Kek

(ha még nincs megszinezve) akkor meg tudja szinezni a

testatldo masik végét, mivel még van szabad szin. Ezek utéan
biztosan minden cstcs megszinezddik, igy a kezd§ nyer.




