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El. Az ABCD négyzet AB oldalanak kiilsejére irjuk az ABE szabalyos haromszdget. Az A pont tiikérképe a BE
egyenesre legyen F'| tovabba az E pont tiikorképe a BF egyenesre legyen G. Legyen az F'GG szakasz felez6merslegesének
és az AD szakasznak a metszéspontja X . Igazoljatok, hogy az X kozéppontu X A sugarta kor érinti az F'B egyenest.
Hegediis Dani feladata

Megoldas: Mivel a tiikrozés egybevagosagi transzformaéacio, és F' pont definicié szerint az A pont
tiikorképe a BE egyenesre, igy BEF haromszog egybevagd az ABE haromszoggel, tehat BEF harom-
sz0g is szabalyos. Tovabbé G pont definicidja szerint, az F'BG hiromszdg a BEF haromszog tiikorképe
a BF egyenesre, igy egybevagoak, és emiatt F'BG haromszog is szabélyos.

Az F BG haromszog szabélyossidga miatt F'G szakasz felez6merdlegese megegyezik az FFBG < szbg
szogfelezGjével, ami 30°-o0s szbget zar be a BG egyenessel.

Viszont ABG<t = ABE< + EBF< + FBG< = 60° 4 60° 4+ 60° = 180°, igy az AB egyenes
megegyezik a BG egyenessel. Tehat az F'G szakasz felez6merdlegese az 30°-0s szoget szar be az AB
egyenessel.

Mivel X rajta van az AD egyenesen, ami mersleges AB-re, ezért X-nek az AB egyenestdl vett
tavolsadga egyenls az X A szakasz hosszéval. Emiatt az, hogy az X kézépponti X A sugartu kor érinti
a BF egyenest, az ugyanazt jelenti, mint hogy X tévolsiaga a BF egyenest6l X A, avagy X egyenls
tavolsagra van az AB és BF egyenesektdl.

Ez pedig igaz, hiszen pontosan azok a pontok vannak két egyenestdl egyenld tavolsagra, amelyek
a két egyenes altal meghatéarozott szogfelezdk valamelyikén helyezkednek el. Mivel X definicié szerint
rajta van F'G szakaszfelez§ merdlegesén, amely az F'BG< szogfelezdje, igy az allitést belattuk.
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E2. Anett egy 5 x 5-6s tablazat minden mez&jébe ir egy X-et valamilyen sorrendben.

Minden X leirdsa utan pontokat kap a kévetkezGképpen. Megnézi, hogy a leirt X soraban X | X
hany olyan X van (az éppen leirtat is beleértve), ami elérhets a leirt X-b6l vizszintes

lépésekkel csak X-elt mezskon keresztiil. Kap ennyi pontot, plusz ugyanigy kap pontokat X
a fligg6leges iranyra.

a) Mi a lehetd legtobb pont, amit dsszesen kaphat mind a 25 X leirasaval? X O
b) Mi a lehets legkevesebb pont, amit Gsszesen kaphat mind a 25 X leirasaval?

Példdul az dbrdn ldathato helyzetben ha Anett a karikdval jelolt helyre raknd a kovetkezd
X-et, azzal a vizszintes irdnyra 3, a fiiggdlegesre 1, tehdt dsszesen 4 pontot szerezne.

Imolay Andrds feladata

Megoldas: a) Anett akdrmilyen sorrendben rakja le az X-eket, a lerakasai soran minden sorért és
oszlopért pontosan 5-szor fog pontot kapni. Egy adott sorért legfeljebb 142+ 344+ 5 pontot kaphat,
mivel példaul a sorba 3.-ként lekeriil6 X-hez a sorért jaré pont legfeljebb 3. Ugyanez az oszlopokra is
elmondhato, igy Osszesen legfeljebb (5 +5) - (1 +2+ 3+ 4+ 5) = 150 pontot kaphat.

Ennyit iigyes sorrenddel el is érhet: els6 korben rakjon egy X-et a kdzéps6 mezdre, majd a masodik-
ban ennek oldalszomszédaiba. Az ezt kovets korokben mindig az el6z6 korben lerakott X-ek eddig tires
oldalszomszédaiba rakjon, ezzel a kdzepétdl kifele haladva kitolve a tablazatot. A kitoltés soran minden
sorban és oszlopban egymaést kovet§ mez6kon vannak X-ek, ezért barmely sorban vagy oszlopban az <.
beirt X-ért i oszlop-, vagy sor-pontot kap, ezért 6sszesen (5+5) - (1 +2+ 3+ 4+ 5) = 150-et.

X X| XX X X[ X]|X]|X

X X| XX XX X[ X]|X|[X]|X]|X[|X]|X

X X| XX XIX|[X|X|X[IX|X]|X]|X|X||X|X]|X]|X]|X
X X|X XX | X[ X|X|[X]|X]|X]|X]|X

X X| XX X X[ X|X]|X

b) Az a) részhez hasonléan vizsgaljuk meg, hogy egy sorért (vagy oszlopért) legalabb hany pontot
kaphat Anett. A sorban 5.-ként lerakott X-re biztosan 5 sor-pontot fog kapni, az elsGért biztosan 1-et.
Kétféleképpen is szerezhet Gsszesen 11 pontot egy sorra: ha el6szor a kozépsé, illetve a széls6 mezdket
tolti ki, akkor dsszesen 1 +1+ 14 3 4+ 5 = 11 pontot kap. Ha pedig elGszor (tetszéleges sorrendben)
kitolti a széls§ 2-2 mezét, és utolsonak a kozéps§ mezst, akkor 1+ 2 4+ 1+ 2+ 5 = 11 pontot kap.

Ennél kevesebbet nem kaphat, mivel ha az utolsénak beirt X a kozéps6 mezébe keriil, akkor min-
denképpen 11 pontot kap. Ha az utolsdé X a szélérdl 2. mezsbe keriil, akkor az egyik oldalan 1évs 3
mez&ben az utolséonak berakott X 3 sor-pontot ér, a tobbi pedig legalabb 1-et, igy ekkor is minimum
1+5+143+1=11 pontot kap. Ha pedig a szélére rak utoljara X-et, akkor a maradék 4 koziil az
utolsénak berakottért jar 4 pont, igy Osszesen minimum 5+ 4+ 1+ 1+ 1 = 12 pontot kap igy is. Az
pedig el is érhetd, hogy minden sorért és oszlopért 11 pont jarjon:

Szinezziik a tablazatot sakktablaszertien ugy, hogy a kozéps§ mezs legyen fekete, majd rakjunk
minden fekete szini mez6be X-et. Ezutan kiviilrél a kozepe fele haladva toltsiik ki: tetszéleges sor-
rendben irjunk a tablézat eddig lires szélsé mezGibe, majd a hidnyz6 mezdket is toltsiik ki tetszdleges
sorrendben. Ekkor minden sor és oszlop a fent leirt két 11-pontos modszer egyikével lesz kitoltve, ezért
ez tényleg egy optimaélis megoldés, tehat a miniméalis szerezhets pontszam (54 5) - 11 = 110.
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X X X[ X[ X[ X | X[ X[ X]|X[|X|X]|X
X X X X X X || X | X]| X]| X ]| X
X X X || X X X[ X[ X[ X|X]|X
X X X | X X X || X | X]| X]| X ]| X
X X X[ X | X[ X[ X[ X[ X|X[|X]|X]| X
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E3. Egy tanéran n didk iil egymés mellett sorban 1-t6l n-ig szdmozva. Kezdetben az 1. didknal van n darab papirlap
egy kupacban. A didkok célja, hogy szétosszék az n papirlapot tgy, hogy mindenkinek egy jusson. A tanar percenként
tapsol egyet, és minden tapsra minden didk az alabbi kétfajta megengedett 1épés egyikét csinalhatja (vagy nem csinal
semmit):

e A nala 1év6 papirkupacok egyikét felosztja két kisebb papirkupacra.

e A nila 1-gyel nagyobb sorszamu didknak odaadja az egyik papirkupacat.

Legkevesebb hényat kell tapsolnia a tanarnak, hogy az 6sszes lapot szét tudjak osztani a didkok egymas kozott?
Nagy Kartal feladata

Megoldas:

Ha n =1, akkor 0 taps kell a szétosztashoz.

Ha n = 2, akkor az els6 tapsra az els§ ember kettészedi a kupacot, mig a masodikra tovibbadja a
lapot a mésodiknak, azaz 2 tapsra van sziiksége.

Most nézziik meg altalanosan n > 2 esetén. Ebben az esetben n + 1 tapsra lesz sziikség.

Legyen az els6 ember stratégidja a kovetkezd: amig van legalabb 3 lap elGtte, csinélja felvaltva a
kovetkezs két 1épést:

o Levesz két lapot a kupacbol.
e Tovabbadja a két lapos kupacot a masodik embernek.

Ha eredetileg paros sok lap volt, akkor n — 1 1épés utan mar csak 2 lap marad nala. Ekkor n-edik
lépésben kettévalasztja a két lapot, majd az n + 1-edik 1épésben odaadja az egyik lapot a méasodiknak.
Ha eretedileg paratlan sok lap volt, akkor n 1épés utdn mér csak 1 lap marad néala, és az n + 1-edik
lépésben nem csinal semmit.

Mindenki méasnak a stratégidja:

e Ha a k < n — 1-edik lépés soran kap egy kupac lapot, akkor a k + 1. 1épésben tovibbadja azt.

e Ha a k = n — 1-edik 1épés soran kap egy kupacot (két lapot), akkor a kovetkezs két lépésben
kettészedi azt, és az egyiket tovabbadja belgle. (Emiatt a k& = n-edik lépés soran senki nem
kaphat lapot, mivel abban a lépésben mindenki kupacot oszt ketté.)

e Ha a k = n + 1-edik 1épés soran kap egy lapot, akkor azt megtartja.

Konnyd meggondolni, hogy ezzel a modszerrel n+ 1 taps utan tényleg mindenkinél pontosan 1 lap
lesz.

Most még megmutatjuk, hogy ha n > 3, akkor nem elég n 1épés a lapok szétosztasahoz. Ahhoz hogy
az n-edik ember kapjon egy lapot, ahhoz azt a lapot n— 1-szer kell tovabbadni, vagyis maximum egyszer
lehet azt a kupacot szétvalasztani. Az els6 ember az elsé 1épésben nem adhatja tovabb a teljes kupacot,
mert akkor § lap nélkiil maradna. Vagyis az els6 embernek az els6 két 1épésének annak kell lennie, hogy
levesz egy lapot, majd azt tovabbadja. Ekkor viszont az n—1-edik ember legalabb 2+14(n—2) = n+1
lépés utan kaphatja meg a sajat lapjat, vagyis nem lehetséges, hogy n taps alatt szétosszak a lapokat.
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E4. Igazoljatok, hogy egy n > 2 egész szam pozitiv osztoit pontosan akkor lehet két részre osztani tgy, hogy a két
részben a szamok szorzata megegyezzen, ha n osztéinak szorzata négyzetszam.

Imolay Andrds feladata

Megoldas: Az egyik irdny vilagos, ha mindkét csoportban k a szdmok szorzata, akkor az osztok
szorzata k2, azaz négyzetszam. Most bizonyitsuk be, hogy ez egy elégséges feltétel is.

1. eset: n nem négyzetszam. Jeloljiik n osztoinak a szaméat d(n)-nel. Ha n nem négyzetszam, akkor
d(n) egy paros szam lesz, azaz 2l alaka, ahol | egy pozitiv egész szam. Az osztokat osztoparokba lehet
osztani, amikben a parok szorzata n. Az osztoparok szama [, tehat az Gsszes oszto szorzata n'. Mivel
n nem egy négyzetszam, ezért n' pontosan akkor lesz az, ha [ paros, azaz 2m alaku. Ha ez teljesiil,
akkor ha az egyik csoportba berakunk m osztépart és a masikba a toébbi m osztopart, akkor mindkét
csoportban n™ lesz az osztok szorzata. Ezzel az 1. esetet belattuk.

2. eset: n egy négyzetszam. Ekkor d(n) egy paratlan szam. Az n szam oszto6it 1/n kivételével osz-
toparokba lehet osztani, amikben az osztok szozata n lesz, azaz egy négyzetszam. Tehét az osztoparok
szorzata is négyzetszam, azaz ha az Osszes 0sztO szorzata négyzetszam, akkor /n is az, tehat n egy
négyzetszam négyzete, azaz egy negyedik hatvany.

Legyen n = a* (ahol x egy pozitiv egész szam). Ekkor n primtényezss felbontdsaban barmely

primszéam kitevGje a 4 egyik tobbszorose. Legyenek a primosztoi py, pe, ps, ..., pr. Legyen py kietvGje
a1, p2 kietvdje ag, ..., p, kietGje a,. Ekkor d(n) = (a1 + 1)(ag + 1) ... (ar + 1), ahol 4|ay, ag, ..., ap,

azaz d(n) 4m + 1 alaka szamok szorzata, azaz szintén 4m + 1 alakd. Legyen d(n) = 4m + 1. Vegyiik ki
az osztok koziil az 1-et, z-et, x2-et, x3-6t és x?-t. A maradék 4m —4 = 4(m — 1) osztét (ami 2(m — 1)
osztopart alkot) osszuk be a korabban latott modszerrel két csoportba tigy, hogy mindkettében ™1
legyen a szamok szorzata (ha m—1 = 0 akkor mindkét csoport iires lesz). Ezenkiviil az egyik csoportba
rakjuk még be az 1-et, z-et és z*-t, a masikba pedig az x> 3 szamokat. Ekkor mindkét csoportban
n™ 1. 25 lesz a szamok szorzata. Ezzel a masodik esetet is belattuk, igy befejeztiik a bizonyitast.

és x
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30 35 25

E5. Anna rajzolt egy téglalapot, melyet vizszintes és fliggéleges vonalak segit-

ségével felosztott m sorra és k oszlopra. Anna tudja a keletkezd n - k darab
kis téglalap teriiletét, mig Bal4dzs nem tudja. Anna elarulta Balazsnak ezen kis 48 56 40 72
téglalapok koziil néhanynak a teriiletét. Adott n és k esetén hatarozzatok meg,
hogy legalabb hany kis téglalap teriiletét adta meg Anna, ha a megadott informa-

ciokbol Balazs meg tudja hatérozni mind az n - k darab kis téglalap teriiletét.
Példduln = 3 és k = 4 esetén az dbrdn ldthato 10 kis téglalap teriiletének megaddsa 42 35 63
elegendd a maradék két kis téglalap teriiletének meghatdrozdsihoz.

Imolay Andrds feladata

Megoldas: n+ k — 1.

Vegyiik észre, hogy ha két sor és két oszlop altal meghatarozott négy kis téglalapbél haromnak
meg van adva a teriilete, akkor a negyediknek is meg tudjuk hatarozni. Ennek a bizonyitdsihoz legyen
a két sor magassaga a és b, a valasztott oszlopok szélessége ¢ és d. Adott ac, ad és be, ekkor bd = “i’cbc,
igy tényleg tudjuk a negyedik téglalap tertiletét is.

FelsG becslés: Adjuk meg az elsé sor és els oszlopban 1évE Osszes kis téglalap tertiletét. Ez tényleg
n + k — 1 kis téglalap, és ha [, m > 2 akkor az [. sor és m. oszlopban 1évé kis téglalap tertiletét is meg
tudjuk hatarozni, mivel az 1. és [. sor illetve az 1. és m. oszlop altal meghatarozott négy kis téglalapbol
haromnak tudjuk a teriiletét.

Alsd becslés: Mutatunk egy gondolatmenetet az alsdé becslésre. Tekintsiik azt a paros gréfot,
aminek n + k csticsa van, a csticsok az oszlopokhoz és a sorokhoz tartoznak, és akkor van 0sszekotve az
[. sorhoz és az m. oszlophoz tartozo cstcs, ha az [. sor és m. oszlopban 1év6 téglalap teriilete meg van
adva. Tegyiik fel, hogy kevesebb, mint n+k—1 megadott téglalappal meg lehet oldani. Ekkor a grafban
kevesebb, mint n + k — 1 él van behtizva, azaz nem 0sszefiiggs a graf. Ez azt jelenti, hogy a sorokat
lehet particiondlni A és B részekre (A és B a sorok nemiires részhalmazait jelolik), és az oszlopokat C
és D nemiires részekre ugy, hogy csak az A és C' illetve a B és D &ltal meghatérozott téglalapok kozott
vannak olyan téglalapok, amiknek meg van adva a teriilete. Ekkor az A-ban 1év6 sorok magassagat
noveljiik kétszeresére, a C-ben 1év6 oszlopok szélességét csokkentsiik a felére. Igy egyik megadott teriilet
sem valtozik, am egy téglalap, amit egy A-beli sor és egy D-beli oszlop hataroz meg, annak a teriilete
a kétszeresére nd, tehat nem tudja Balazs egyértelmtien meghatarozni a kimaradé teriileteket.

2. Megoldas: Az alsé becslésre mutatunk egy maésik indoklast, ami nehéz, egyetemi modszereket
alkalmaz. Figyeljiik meg, hogy az elsG oszlop szélességét elarulhatjuk, hogy 1, mivel ha alapbdl a lenne,
akkor az oszlopok szélességét a-val osztjuk, a sorok magassdgat a-val szorozzuk. Ekkor kénnyd latni,
hogy Balézs pontosan akkor tudja meghatarozni az Osszes teriiletet, ha az Osszes sor magassigat és
oszlop szélességét meg tudja hatarozni.

Egy téglalap teriiletének megadésa azt jelenti, hogy megadjuk a - b értékét, ahol a a sor magasséga,
b az oszlop szélessége. Tekintsiik mindennek a logaritmusat. Ekkor log a +log b van megadva. Osszesen
n—+k—1 ismeretlen van, igy kell legalabb ennyi linearis egyenlet, hogy meg tudjuk hatarozni az 6sszeset,
ezzel az alsé becslést bizonyitottuk.
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E6. Jaték: Adott n < 25 mezd egy sorban, kezdetben a bal széls6 mezébe egy piros, a jobb szélsé mezdbe pedig
egy kék korongot helyeziink. A kezd§ jatékos a piros, a masik a kék korongokkal van. Egy lépés soran a soron kovetkezd
jatékos haromféle lehet&ség koziil valaszt:

e Egy sajat szind korongot egy vagy ketté mezével odébb helyez egy iires mezdbe (ezzel akar at is lehet ugrani
masik korongot).

e Rak egy sajat szinii korongot egy olyan iires mezébe, ami szomszédos egy mezdvel, amiben a sajat korongja van.
e Passzol, azaz nem csinal semmit.

Béarmelyik 1épés utan, amikor egy iires mezGbe belekeriil egy korong, akkor az 0Osszes ezzel a szinnel ellentétes szint
korong, ami ezzel szomszédos mezSben van, atszinez6dik.

Ha a jaték sordn barmikor tobb, mint 7 piros korong van a téblan, a piros jatékos azonnal nyer, mig ha barmikor
legaldbb 4 kék korong van, akkor a kék jatékos azonnal nyer. Ha 200 lépésig egyik se kovetkezik be, akkor a kék jatékos
nyer.

Y Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jdatékban! Az n szdm ismeretében ti donthetitek el, hogy a
kezdd vagy a mdsodik jdtékos bdrébe szeretnétek bujni.

Vili Benedek feladata
Megoldas: Vizsgaljuk meg a jatékot el6szor kis n-re. n = 1 esetén a bal és széls6 mez6k ugyanazok, a
jatéknak nincs értelme. n = 2 esetén a kék jatékos azonnal nyert a kezdgallasban. n = 3 és 4 esetén a
piros jatékos a kezdSkorongjanak mozgatasaval a kék jatékos korongjat at tudja szinezni, igy konnyen
nyer.

n = 5 esetén ha valamelyik jatékos tgy dont, hogy passzolas helyett athelyezi a korongjat, vagy
4j korongot rak le, a masik jatékos a sajat korongjat athelyezve konnyen nyer. Igy az elsé jatékosnak
mindig passzolnia éri meg, és a mésodik jatékos erre passzolasokkal valaszolva nyer.

Innen kezdve altalanos n > 6-tal dolgozunk. Nevezziikel a tabla kozépss (vagy péaros n esetén a
kozépso ketts koziil a jobb oldali) mezdjét a kritikus mezének.

El6szor is vegylik észre, hogy a legjobbrabb 1évé piros korong mindig balrabb lesz mint a legbalrabb
1évs kék korong. Ha nem igy lenne, akkor lenne egy olyan 1épés a jaték folyaman, amikor elGszor olyan
allas alakul ki, viszont az konnyen meggondolhato, hogy az a 1épés nem lehetett egyik fajta sem, tehat
ellentmondésra jutunk.

Nevezziik azon allasokat kritikusnak, amikor az egyik jatékosnak a kritikus mez6tsl 2 illetve 3
tavolsagra 1évé mezdkon vannak korongjai ugy, hogy a mésik jatékosnak nincsenek ilyen tavolsagokra
korongjai a kritikus mez6tsl (és kozelebb se). Azt allitjuk, hogy amelyik jatékos el tud érni szamara
egy kritikus allast, annak a jatékosnak van nyers stratégiaja. Nevezziik ezt a jatékost X jatékosnak. X
jatékos tehat az a jatékos, aki garantalni tudja, hogy hamarabb legyenek a kritikus mez&t6l 2 illetve 3
tavolsagra korongjai, mint az ellenfelének.

A pélya szimmetridja miatt paratlan n-re a piros jatékos lesz X. Péaros n esetén pedig két részeset
van: n = 4k esetén mivel a piros jatékosnak legalabb k lépésre van sziiksége, hogy legyenek korongjai
2 ill. 3 tavolsagra a kritikus mez6tsl, a kék jatékosnak pedig csak k — 1, igy a kék lesz X, n = 4k 4 2
esetén pedig a kéknek is k darab 1épés kell, igy a piros lesz X. Paratlan n-ekre ez a kovetkez&képp
alakul: n = 4k + 1 és n = 4k + 3 esetén is mindkét jatékosnak k darab 1épésre van sziiksége hogy elérje
a fentebbi allast.

X nyer6 stratégidja a kovetkezo: A kezdsallasbol a lehets legkevesebb 1épéssel érjen el kritikus allast
szamara, majd az alabbi stratégia szerint folytassa a jatékot:

1. eset: Amennyiben az ellenfele a kivetkezd lépésben korongot helyez a kritikus mezére: X rak
egy 1j, sajat szind korongot a kritikus mez6tél 1 tavolsadgra 1évs, sajat korongjaval szomszédos mezdre.
Igy az ellenfél egyetlen korongja atszinezédik, és X igy konnyen nyer. Az ellenfélnek azért csak egyetlen
korongja lehet, mert feltettiik hogy X a lehets legkevesebb 1épésbdl eléri a kritikus allast, ami k vagy
k — 1 n négyes maradéka szerint.

B
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2. eset: Amennyiben ellenfele a kovetkezd 1épésben nem ugrik be a kritikus mezére. Ekkor X a
kovetkez6 1épésében athelyezi a kritikus mez6tsl kettd tavolsagra 1évs korongjat a kritikus mezére.
Amennyiben az ellenfél jatékos valamely kivetkezd 1épésével atszinezné a kritikus mezdén allo korongot,
gy X a kritikus mez6t6l harom tavolsigra 1évé korongjat a kritikus mezé mellé athelyezve azt vissza
tudja szinezni. Amennyiben az ellenfél jatékos nem szinezte at a kritikus mezén all6 korongot, X
amennyiben tud, a kezd§ mezGjétsl legtavolabbi korongja melletti, az ellenfele kezdémez&je felé 1évé
szomszédos mezdre helyez le egy 1j korongot, vagy amennyiben ez nem lehetséges, mert mar tartalmaz
korongot, akkor "feltolti" a kritikus mezs6tdl a sajat kezdémezdje felé 1éve iires mezdket. Ezt a megfelels
sorrendben téve (nem a kritikus mez6 melletti mezét elészor feltoltve) X konnyen megnyeri a jatékot.

A fentebb leirt stratégia alapjan n > 6-ra a piros jatékosnak van nyerd stratégidja amennyiben
4 | n, kiilonben pedig a kék jatékosnak van nyerd stratégidja. A stratégia kizarja, hogy egy jaték n > 6
esetén kétszdz lépésig tartson, igy mindig vagy a piros jatékos fogja elérni hogy legyen tobb mint
korongja a palyan, vagy a kék hogy legyen legaldbb 3.



