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E+41. Legyen ¢ > 2 egy rogzitett egész szam. Legyen a1 = c és minden n > 2 esetén a,, = c- p(a,—1). Mely ¢ szamok
esetén lesz az (an) sorozat korlatos?
¢ az Euler-féle fi-fiigguvényt jeloli, tehdt p(n) azon egészek szama az {1,2,...,n} halmazban, melyek relativ primek n-hez.

Egy (zn) sorozatot korldtosnak neveziink, ha létezik olyan D konstans, hogy |x.| < D minden n pozitiv egész szdm

esetén.

Imolay Andrds, Matolcsi Ddvid és Schweitzer Addm feladata

1. Megoldas: Tegylik fol, hogy ¢ oszthato egy p paratlan primmel, amire létezik egy ¢ paratlan prim,
ami osztja p — l-et. Ekkor pla; = ¢ és minden n > 2-re a,, = cp(an—1) oszthatd c-vel. Mivel minden
n > 2-re pla,_1, ezért p—1|ay, tehat gla,. Legyen v, a 2 kitevéje a,-ben. Ekkor n > 2-re a,, = 2°"p*q'r,
ahol s,t > 1 és r relativ prim 2-vel, p-vel és ¢-val. Igy ¢(a,) = 2~ 1(p — 1)p*~1(q¢ — 1)¢*Lo(r), ami
oszthatoé 2Untl-gyel, mivel p — 1 és ¢ — 1 is oszthaté 2-vel. Azaz v, > v, + 1. Tehat a 2 kitevsje
folyamatosan novekszik, vagyis a sorozat nem lehet korlatos.

Ha c oszthato egy olyan paratlan primmel, amire p—1 oszthat6 4-gyel, akkor mivel minden n > 1-re
plan, ezért a, = 2°"p°r, ahol s > 1 és r relativ prim 2-vel és p-vel, ekkor ¢(a,,) = 2"~ (p—1)p*~Lpo(r),
ami oszthato 2U»Tl-gyel, mivel 4|p — 1. A sorozat ekkor sem lehet korlatos.

Ha 4|c, akkor a,, = 2Vnr, ahol r paratlan, ekkor ¢(a,) = 2"""Lo(r) és anr1 = cp(an) oszthatd
2vntl_gvel mivel 4|c. A sorozat ekkor sem lehet korlatos.

Ha 2|c és egy p paratlan prim is osztja c-t, akkor a, = 2V"p*r és any1 = 2% H(p — 1)p*~Lo(r),
ami oszthato 2U»Tl-gyel, mivel 2|p — 1 és 2|c.

Tehat harom lehetdség maradt: 2|c, de 4-gyel nem oszthato ¢, és egyetlen paratlan prim sem osztja
c-t, azaz ¢ = 2. Vagy 2 nem osztja c-t, és csak olyan p paratlan prim osztja c-t, amire p — 1-nek nincs
paratlan primosztoja, és a 4 sem osztja p — 1-et. Ez csak ugy lehet, ha p — 1 = 2, azaz p = 3.

Ha 9l¢, akkor a,, = 3%nr, ahol r relativ prim a 3-hoz, és a1 = cp(an) = c-2 -3 ~Ly(r), ami
oszthato 3Wn*t1-gyel, mivel 9|c. Ekkor a sorozatban a 3 kitevsje folyamatosan névekszik, igy nem lehet
korlatos.

Tehat csak azok a lehet&ségek maradtak, hogy ¢ = 2 vagy ¢ = 3. Ezek valéban j6 megoldasok:
¢ = 2 esetén minden a,, = 2, mivel 2¢(2) = 2, mig ¢ = 3 esetén a; = 3 és minden n > 2-re a,, = 6,
mivel 3p(3) = 6 és 3¢(6) = 6.

2. Megoldas: A ¢ = 2,3 esetet az el6z6 megoldashoz hasonléan oldjuk meg.

Legyen ¢ > 4. Elgszor belatjuk, hogy a,-nek minden primosztoja legfeljebb c. Indukciéval bizonyi-

tunk, n = 1-re az Allitas trivialis.

o pi—1
Ismert, hogy ¢(x) = xpl_‘[w i

mint z primosztéi. Tegylik fel, hogy n-re mar belattuk az allitdst, vagyis a, minden primosztoja
legfeljebb c. Ekkor a,y1 = ¢ - p(ay), és azt tudjuk, hogy ¢(a,) minden primosztoja legfeljebb akkora,
mint a, primosztéi, amik pedig indukcié miatt legfeljebb akkorak, mint ¢ primosztoéi, vagyis a1
primosztéi szintén legfeljebb akkorak, mint ¢ primosztoéi. Tekintsiik a kovetkezd kifejezést:

, amibdl konnyen lathato, hogy ¢(z) primosztoi legfeljebb akkorak,

ant1 ¢ plan) g—1 4 k-1 4
= > e A T - _ =
an, an ¢ H =¢3 H 3’
q prim 2<k<c
q<c

ahol az utolsé egyenl6tlenség azért teljesiil, mert ¢ > 4, igy a jobb oldali produktumban szerepel a %,

mig a bal oldaliban nem. Innen indukciéval a,41 > ¢ - (%)n, azaz nem korléatos.

3. Megoldas: Konnyen lathatd a ¢o(x) = = [] pip—:l képlet felhasznélasaval, hogy ha al|b, valamely
pilz

a,b pozitiv egészekre, akkor p(a)|p(b). Most legyen a,, és b, az a két sorozat, melyet a feladatban

leirt moédon kapunk a ¢ = a; és ¢ = by konstansokkal, ahol a1|b;. Ekkor indukciéval belatjuk, hogy

ap|b, minden n-re. n = 1-re igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy a,|b,, ekkor ¢(ay)|¢(bn), vagyis ani1 =
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ay - p(an)|b - (by) = byy1. Tehat elég p > 5 primekre, valamint p = 4, 6,9 esetén belatni az allitast,
hiszen ha p-re a sorozat nem korlatos, akkor az el6zGek alapjan p- k-ra sem az, és minden n > 3 szdmot
oszt valamilyen p a fentiek koziil. Vagyis elég belatni a kovetkezd lemmat:

Lemma: Minden p > 5 primre és p = 4,6, 9-re a sorozat nem korlatos.

Bizonyitas: A p = 4,6,9 esetre az allitas leellendrzését nem részletezziik, egyszertd végignézni.
Legyen tehat p > 5 adott prim, és tegyiik fel, hogy az allitdst minden p-nél kisebb, a lemmaban
szerepld értékre igazoltuk. Vegyiik észre, hogy ekkor a p-nél kisebb Gsszes Osszetett szamra is belattuk
hogy a sorozat nem korlatos. Belatjuk, hogy ha a, jeloli azt a sorozatot, amit p = c-vel kapunk, és b,
azt, amelyet p — 1 = c-vel, akkor a,, = p - b,—1 minden n > 2 egészre. Indukciéval bizonyitunk:

az =pp(p)=p-(p—1)=p-h

Ezutan belatjuk, hogy b, minden primosztéja kisebb, mint p minden n-re. Kénnyen igazolhaté a

olz)=z]] pgl képlet segitségével, hogy ¢(x) minden primosztdja nem nagyobb, mint x legnagyobb
pilw

primosztoja. Igy ha feltessziik, hogy b,_1 minden primosztoja kisebb mint p, akkor a fenti allitas miatt
©(bp—1) minden primosztoja kisebb mint p, vagyis b, = (p — 1) - ¢(b,—1) minden primosztoja is kisebb
mint p. Folytatjuk a lemma bizonyitasat. Tegyiik fel, hogy a,, = p-b,—1. Ekkor a, 11 = p-@(p-bp—1), de
a fentiekben belattuk, hogy p és b,_1 relativ primek, igy a ¢ fiiggvény multiplitikativitdsat hasznalva
o(p-bn—1) = o(p)(bp_1) = (p — 1)p(bp—1) = by. Tehat tényleg a,, = p - b,—1 minden n-re. Mivel a
feltétel szerint p — 1-re mar belattuk az allitast, igy b, nem korlatos, kovetkezésképp a,, sem, ezzel a
lemmat és egyben a feladat allitédsat is belattuk.
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30 35 25
E-+2. Anna rajzolt egy téglalapot, melyet vizszintes és fligg6leges vonalak

segitségével felosztott n sorra és k oszlopra. Anna tudja a keletkez6 n - k darab
kis téglalap teriiletét, mig Bal4dzs nem tudja. Anna elarulta Balazsnak ezen kis 48 56 40 72
téglalapok koziil néhanynak a teriiletét. Adott n és k esetén hatarozzatok meg,
hogy legalabb hany kis téglalap teriiletét adta meg Anna, ha a megadott informa-

ciokbol Balazs meg tudja hatérozni mind az n - k darab kis téglalap teriiletét.
Példduln = 3 és k = 4 esetén az dbrdn ldthato 10 kis téglalap teriiletének megaddsa 42 35 63
elegendd a maradék két kis téglalap teriiletének meghatdrozdsihoz.

Imolay Andrds feladata

Megoldas: n+ k — 1.

Vegyiik észre, hogy ha két sor és két oszlop altal meghatarozott négy kis téglalapbél haromnak
meg van adva a teriilete, akkor a negyediknek is meg tudjuk hatarozni. Ennek a bizonyitdsihoz legyen
a két sor magassaga a és b, a valasztott oszlopok szélessége ¢ és d. Adott ac, ad és be, ekkor bd = “i’cbc,
igy tényleg tudjuk a negyedik téglalap tertiletét is.

FelsG becslés: Adjuk meg az elsé sor és els oszlopban 1évE Osszes kis téglalap tertiletét. Ez tényleg
n + k — 1 kis téglalap, és ha [, m > 2 akkor az [. sor és m. oszlopban 1évé kis téglalap tertiletét is meg
tudjuk hatarozni, mivel az 1. és [. sor illetve az 1. és m. oszlop altal meghatarozott négy kis téglalapbol
haromnak tudjuk a teriiletét.

Alsd becslés: Mutatunk egy gondolatmenetet az alsdé becslésre. Tekintsiik azt a paros gréfot,
aminek n + k csticsa van, a csticsok az oszlopokhoz és a sorokhoz tartoznak, és akkor van 0sszekotve az
[. sorhoz és az m. oszlophoz tartozo cstcs, ha az [. sor és m. oszlopban 1év6 téglalap teriilete meg van
adva. Tegyiik fel, hogy kevesebb, mint n+k—1 megadott téglalappal meg lehet oldani. Ekkor a grafban
kevesebb, mint n + k — 1 él van behtizva, azaz nem 0sszefiiggs a graf. Ez azt jelenti, hogy a sorokat
lehet particiondlni A és B részekre (A és B a sorok nemiires részhalmazait jelolik), és az oszlopokat C
és D nemiires részekre ugy, hogy csak az A és C' illetve a B és D &ltal meghatérozott téglalapok kozott
vannak olyan téglalapok, amiknek meg van adva a teriilete. Ekkor az A-ban 1év6 sorok magassagat
noveljiik kétszeresére, a C-ben 1év6 oszlopok szélességét csokkentsiik a felére. Igy egyik megadott teriilet
sem valtozik, am egy téglalap, amit egy A-beli sor és egy D-beli oszlop hataroz meg, annak a teriilete
a kétszeresére nd, tehat nem tudja Balazs egyértelmtien meghatarozni a kimaradé teriileteket.

2. Megoldas: Az alsé becslésre mutatunk egy maésik indoklast, ami nehéz, egyetemi modszereket
alkalmaz. Figyeljiik meg, hogy az elsG oszlop szélességét elarulhatjuk, hogy 1, mivel ha alapbdl a lenne,
akkor az oszlopok szélességét a-val osztjuk, a sorok magassdgat a-val szorozzuk. Ekkor kénnyd latni,
hogy Balézs pontosan akkor tudja meghatarozni az Osszes teriiletet, ha az Osszes sor magassigat és
oszlop szélességét meg tudja hatarozni.

Egy téglalap teriiletének megadésa azt jelenti, hogy megadjuk a - b értékét, ahol a a sor magasséga,
b az oszlop szélessége. Tekintsiik mindennek a logaritmusat. Ekkor log a +log b van megadva. Osszesen
n—+k—1 ismeretlen van, igy kell legalabb ennyi linearis egyenlet, hogy meg tudjuk hatarozni az 6sszeset,
ezzel az alsé becslést bizonyitottuk.
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E-+3. Legyenek z,v, z pozitiv valés szamok, melyekre x +y+ z = 1, valamint = > yz, y > zz és z > xy. Bizonyitsatok
be, hogy
z—yz\’ y—zz\’ z—azy\°
— < 1.
(x—f—yz) +<y+zm) +(z+1‘y>

1. Megoldas: Legyenek egy haromszog oldalai a = y+z, b = z+x és ¢ = x4y, ekkor a koszinusz-tétel
alapjan

Weisz Mdté feladata

Cx(rtytz)—yz  x—yz
2bc 2(z +y)(x + 2) rlx+y+z2)+yz zHyz

b4+ —a? 22+ 22y + 202 — 2z
cos(a) = =

Hasonléan a bizonyitand6 egyenlStlenségben megjelend masik két tortet kapjuk a haromszog méasik
két bels6 szogének koszinuszaként.
A generalt haromszog hegyesszogt, mivel

2>ay = 2wz+2yz+222 =22(x+y+2) > 2y = a® +b* > P,
és hasonloan a? + ¢ > b? és b? 4 ¢ > a®. A hegyesszogt haromszogekre felirhato
2 2 2
cos”(a) + cos“ () + cos“(y) < 1

ismert egyenlGtlenséget felhasznélva adddik a bizonyitando allitas.
A bizonyitas teljessége érdekében adunk egy indoklést az ismert egyenlGtlenségre:

cosy = —cos(a + ) = —cosacos B + sin asin

2

cos27 = sin? o sin? 8+ cos? acos2ﬁ — 2sinasin fcosacos 8 =

2

=1—cos®a — cos? B+ 2cos® acos® B — 2sin asin B cos v cos B

Ezt atrendezve azt kapjuk, hogy a bizonyitandoé allitas
0 < 2sinasinf§ — cosacos f = —2cos(a + f),

ami pedig igaz, mivel a haromszog hegyesszogii.

2. Megoldas: (Vazlat) Az el6z6 megoldas jeloléseit hasznalva az egyenlStlenség felirhatd az a, b, ¢
bettikkel, legyen A = a?, B = b? és C' = ¢%. Ekkor a bizonyitandé egyenlStlenség

(B+C — A)?
%;430 < 1.

Felszorozva, egy oldalra rendezve, egyszertsitve, majd szorzatta alakitva azt kapjuk, hogy

0<(A+B—-C)(A+C—B)(B+C—A).

Ez pedig igaz, mivel az A = a?, B = b, C = ¢?

azt az el6z6 megoldasban lattuk.

szamokra teljesiil a haromszog-egyenl6tlenség, ahogy

3. Megoldas: A bal oldalt atalakitva az alabbi egyenlStlenséget kapjuk:

dxyz dxyz dxyz
(x4 y2)? 1= (y + zx)? 1= (z + zy)? <1

1M
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Atrendezve és 2-vel osztva a kovetkezd, a feladat allitasaval ekvivalens egyenlStlenséghez jutunk el:

1 1 1
1 < 2zyz + + .
y ((x +y2)?  (y+2z2x)?2 (24 :cy)2>

Mivelz +y+z2z=1igys+yz=ax(x+y+2)+yz=(x+y)(r+2) = (1-2)(1—y). Hasonléan
y+ze=(1—-2)(1-2)és z+zy=(1—1y)(1l—z). Ebbsl

( (R S )_( 1 N 1 N 1 >_
(@+y2)?  (y+e2)? (z+ay)?) \(1-p)P1-2)?2 (1-2201-2)? (1-2?1-y)?2/

(1—2)24+ (1 —y)?+ (1 —2)? 14 2%+ y? + 22

Q-0 —yP(1—2?  (A—aP(—y’0—-27
utobbinal ismét hasznaltuk az = 4+ y + z = 1 feltételt. Igy

1 1 1 o 1+ 2% 4y 4 2°
2myz<($+yz)2 Ty " (z+:1:y)2> =2y ((1—x)2(1—y)2(1—z)2>'

Tehét a feladat allitasa ekvivalens az alabbi egyenlStlenséggel:

14 22 4 32 + 22 >
(1—2)*(1 —y)*(1 - 2)?

Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha ((1 —2)(1 —y)(1 — z))2 < 2zyz(1+ 2% + 9% + 22).

1< 2myz<

(I—2)1—y)(1—2)=1—2—y—2z+ay+yz+zz—ayz)’ = (vy +yz + 220 — xyz)? =
= :1:23/2 + y222 + 2%2% + 3:2y2,22 + 2x2yz + 2xy2,z + 2xyz2 — 2x2y2z — 2x2yz2 — 2:):1/222
az x + 1y + z = 1 feltételbol. Igy a feladat allitasa pontosan akkor teljesiil, ha
22y +y2 22 4 220 + a?y? 2t 4 202y 2 4 2wy 2+ 2wy 2% — 202y 2 — 202y 2? — 2022 < 2xyz(1 + 2242 +z2),
rendezve x2y? + y?22 + 2222 + 22222 + 2wyz(z +y + 2) < 2wyz(1 + 22 + 9% + 22 + 2y + yz + 22).

2eyz(1+ 22 + 2 + 22 4oy +yz+ 20) =ayz2+ 22 + > + 22+ (e +y +2)?) =
=ayz(2+ 22+ 2+ 22 +1%) = 2yz(3 + 22 + 2 + 22).

Eszerint a feladat allitasa ekvivalens az
22y P2 22 2ty 4 ey 4y + 2) < wyz(3 4 2%+ 7 4 22)

és
<3zyz+zxzyz(z*+y +2°) —2xyz(z+y+z2) —x — Yyt =zt — Yz
0 < 3zyz + ayz(a® + y* + 2°) — 2wyz(z + y + 2) — 2%y° — 2" — 2%2® — 2%y’

2
egyenlGtlenségekkel. Rendezve, kbzben ismét alkalmazva x 4+ y + z = 1-et:

3vyz + wyz(2® +y? + 2%) = 2wyz(z +y + 2) — 2%y — 2% — 222 — 2Py?e? =

=ayz(3 = 2(x +y+ 2)) +ayz(a® +y? + 22) — 2%y? — y?2? — 2%2? — 2yt =
zyz + ayz(a® +y° + 2°) — Py — P2 - 2707 — 2P = (v —y2)(y — 22) (2 — ay),

ami a feladat x > yz, y > zx, z > xy feltételeibsl nagyobb 0-nal. Ez ekvivalens a feladat allitaséval,
ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

50
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E+4. Legyen ABCD olyan hurnégyszog, melynek az atloi merdlegesek. Jeldlje az ABC D négyszog koriilirt korének
kozéppontjat O, az atlok metszéspontjat E, tovabba az E pont merdleges vetiiletét az AB és BC' oldalakon rendre J
és K. Legyen F, G és H rendre az OF, AD és DC szakaszok felezGpontja. Mutassiatok meg, hogy a GJ, FB és HK
egyenesek egy ponton mennek at vagy parhuzamosak.

Weisz Mdté feladata

Megoldas: Legyenek P és @ rendre az AB és BC oldalak felez6pontjai.
HEC<=HCE<=DBA« = AEJ<«,

igy H, E és J kollinearisak. Hasonléan G, E és K is azok. HG és QP parhozamos AC-vel, mig QH és
GP parhuzamos BD-vel, igy GPQH téglalap, azaz a csiicsai illeszkednek egy k korre. Tovabba H, B
és J kolinearitasa miatt HJP< derékszog, igy .J is rajta van a k koron. Ugyanigy a K pont is a k
korén van.

A fenti allitéds alapjan HE merdleges AB-re és OP is merdleges AB-re, ugyanigy PFE meréleges
CD-re és OH is merdleges C' D-re, igy OH EP paralelogramma. Ugyanigy OGEQ is paralelogramma,
tehat F a HP és GQ szakaszoknak is a felezGpontja.

Alkalmazzuk a Pascal-tételt a G, J, P, H, K, pontokra, hogy megkapjuk, hogy X, B és F egy
egyenesre illeszkednek, ezzel bebizonyitottuk az allitast.
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E-+5. Egy kerek asztal koriil n ember iil, kezdetben mindenki leir egy egész szamot a papirjara. Innentsl kezdve

percenként, egyszerre mindenki leirja a lapjara azt a szamot, amit agy kap, hogy a sajat szamabol kivonja a téle jobbra
ul§ szamat, majd a régi szamot letorli. Hatarozzatok meg azokat az n szamokat, melyekhez létezik olyan k egész szam,
hogy barmilyen szamokat is valasztottak az emberek eredetileg, k perc utan mindenki el6tt n-nel oszthat6 szam fog allni.
Beke Csongor feladata

Megoldas: Azt allitjuk, hogy pontosan a primhatvinyok esetén létezik megfelel6 k szam. Legyenek
kezdetben a szamok sorban ap, asg,...,a,. Az indexelést mindig modulo n értjiikk. Teljes indukciobol
vildgos, hogy az els6 ember papirjan k perc utin az

= 3 (s

0<i<k

szam van. El6szor igazolunk egy lemmat.
!
Lemma Ha p prim, akkor (’;) =0 (mod p) ha 0 < a < p'.

Bizonyitas Hasznéljuk Lucas-tételét, ami kimondja, hogy (') = H];:O(

:’Zj) (mod p), ahol m =
mep®+- - -+mip+mo, n = ngp®+- - -4ni1p+ng a p-alapa szamrendszerben vett felirasuk. Ha 0 < a < p,

akkor a utolsé [ szdmjegye kozott lesz nem 0, ezért a szorzat egyik tagja (C?l) = 0, azaz p-vel oszthatd

(Z;l ), ezzel a lemma bizonyitasat befejeztiik. (Egyébként a lemma a tétel nélkiil is viszonylag egyszertien
igazolhato).
Térjiink ra a feladatra, vizsgaljuk meg az eseteket:

e Ha n =1, akkor k£ = 1 miikodik.

e Ha n = p' valamilyen [ € N-re, akkor a Lemmat hasznilva A,, = a; + (—1)7’la1 = 0 (mod p),
hiszen ha p paratlan, akkor (—l)pl = —1, ha pedig p = 2, akkor 1 + (—1)pl =2 =0 (mod 2).
Tehét n perc utan az elsé jatékos el6tt, és ugyanigy mindenki mas el6tt is p-vel oszthato szam
all. Innen lathato indukcioval, hogy tn 1épés utan mindenki el6tt p'-vel oszthato szam &ll, igy
k = In megfelels vilasztas.

e Ha n-nek van 2 kiilonb6z6 primosztoja, p és ¢, akkor nézziik a papirokon szerepls szamokat p'
lépés utén, ahol [ € N. A Lemmabol azt kapjuk, hogy

l

Ay =ar+ (=1)P apy;  (mod p).

Tegyiik fel, hogy a kiindul6 szamok az a; = 1 és minden mas 0. Mivel n» nem primhatvany, igy
ntpl, azaz ayiq =0, tehat Ay =1 (mod p), azaz n { A, Ezt tetszéleges | természetes szamra
el lehet mondani, igy nem lesz megfelels k. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.



Qﬁ;?,o VERSENY

OV 4 E
YAt E?6n16: A
0 2022. februar 4-6. KATEGORIA
Kifejtés forduld

MATEMATIKA

MEGOLDASOK Sei2s

osztalyosok

E-+6. Jaték: Adott n < 25 mezd egy sorban, kezdetben a bal széls6 mezébe egy piros, a jobb szélsé mezébe pedig
egy kék korongot helyeziink. A kezd§ jatékos a piros, a masik a kék korongokkal van. Egy lépés soran a soron kovetkezd
jatékos haromféle lehet&ség koziil valaszt:

e Egy sajat szind korongot egy vagy ketté mezével odébb helyez egy iires mezdbe (ezzel akar at is lehet ugrani
masik korongot).

e Rak egy sajat szini korongot egy olyan iires mezébe, ami szomszédos egy mezdvel, amiben a sajat korongja van.
e Passzol, azaz nem csinal semmit.

Béarmelyik 1épés utan, amikor egy iires mezGbe belekeriil egy korong, akkor az 0Osszes ezzel a szinnel ellentétes szint
korong, ami ezzel szomszédos mezSben van, atszinez6dik.

Ha a jaték sordn barmikor tobb, mint 7 piros korong van a téblan, a piros jatékos azonnal nyer, mig ha barmikor
legaldbb 4 kék korong van, akkor a kék jatékos azonnal nyer. Ha 200 lépésig egyik se kovetkezik be, akkor a kék jatékos
nyer.

Y Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jdatékban! Az n szdm ismeretében ti donthetitek el, hogy a
kezdd vagy a mdsodik jdtékos bdrébe szeretnétek bujni.

Vili Benedek feladata
Megoldas: Vizsgaljuk meg a jatékot el6szor kis n-re. n = 1 esetén a bal és széls6 mez6k ugyanazok, a
jatéknak nincs értelme. n = 2 esetén a kék jatékos azonnal nyert a kezdgallasban. n = 3 és 4 esetén a
piros jatékos a kezdSkorongjanak mozgatasaval a kék jatékos korongjat at tudja szinezni, igy konnyen
nyer.

n = 5 esetén ha valamelyik jatékos tgy dont, hogy passzolas helyett athelyezi a korongjat, vagy
4j korongot rak le, a masik jatékos a sajat korongjat athelyezve konnyen nyer. Igy az elsé jatékosnak
mindig passzolnia éri meg, és a mésodik jatékos erre passzolasokkal valaszolva nyer.

Innen kezdve altalanos n > 6-tal dolgozunk. Nevezziikel a tabla kozépss (vagy péaros n esetén a
kozépso ketts koziil a jobb oldali) mezdjét a kritikus mezének.

El6szor is vegylik észre, hogy a legjobbrabb 1évé piros korong mindig balrabb lesz mint a legbalrabb
1évs kék korong. Ha nem igy lenne, akkor lenne egy olyan 1épés a jaték folyaman, amikor elGszor olyan
allas alakul ki, viszont az konnyen meggondolhato, hogy az a 1épés nem lehetett egyik fajta sem, tehat
ellentmondésra jutunk.

Nevezziik azon allasokat kritikusnak, amikor az egyik jatékosnak a kritikus mez6tsl 2 illetve 3
tavolsagra 1évé mezdkon vannak korongjai ugy, hogy a mésik jatékosnak nincsenek ilyen tavolsagokra
korongjai a kritikus mez6tsl (és kozelebb se). Azt allitjuk, hogy amelyik jatékos el tud érni szamara
egy kritikus allast, annak a jatékosnak van nyers stratégiaja. Nevezziik ezt a jatékost X jatékosnak. X
jatékos tehat az a jatékos, aki garantalni tudja, hogy hamarabb legyenek a kritikus mez&t6l 2 illetve 3
tavolsagra korongjai, mint az ellenfelének.

A pélya szimmetridja miatt paratlan n-re a piros jatékos lesz X. Péaros n esetén pedig két részeset
van: n = 4k esetén mivel a piros jatékosnak legalabb k lépésre van sziiksége, hogy legyenek korongjai
2 ill. 3 tavolsagra a kritikus mez6tsl, a kék jatékosnak pedig csak k — 1, igy a kék lesz X, n = 4k 4 2
esetén pedig a kéknek is k darab 1épés kell, igy a piros lesz X. Paratlan n-ekre ez a kovetkez&képp
alakul: n = 4k + 1 és n = 4k + 3 esetén is mindkét jatékosnak k darab 1épésre van sziiksége hogy elérje
a fentebbi allast.

X nyer6 stratégidja a kovetkezo: A kezdsallasbol a lehets legkevesebb 1épéssel érjen el kritikus allast
szamara, majd az alabbi stratégia szerint folytassa a jatékot:

1. eset: Amennyiben az ellenfele a kivetkezd lépésben korongot helyez a kritikus mezére: X rak
egy 1j, sajat szind korongot a kritikus mez6tél 1 tavolsadgra 1évs, sajat korongjaval szomszédos mezdre.
Igy az ellenfél egyetlen korongja atszinezédik, és X igy konnyen nyer. Az ellenfélnek azért csak egyetlen
korongja lehet, mert feltettiik hogy X a lehets legkevesebb 1épésbdl eléri a kritikus allast, ami k vagy
k — 1 n négyes maradéka szerint.
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2. eset: Amennyiben ellenfele a kovetkezd 1épésben nem ugrik be a kritikus mezére. Ekkor X a
kovetkez6 1épésében athelyezi a kritikus mez6tsl kettd tavolsagra 1évs korongjat a kritikus mezére.
Amennyiben az ellenfél jatékos valamely kivetkezd 1épésével atszinezné a kritikus mezdén allo korongot,
gy X a kritikus mez6t6l harom tavolsigra 1évé korongjat a kritikus mezé mellé athelyezve azt vissza
tudja szinezni. Amennyiben az ellenfél jatékos nem szinezte at a kritikus mezén all6 korongot, X
amennyiben tud, a kezd§ mezGjétsl legtavolabbi korongja melletti, az ellenfele kezdémez&je felé 1évé
szomszédos mezdre helyez le egy 1j korongot, vagy amennyiben ez nem lehetséges, mert mar tartalmaz
korongot, akkor "feltolti" a kritikus mezs6tdl a sajat kezdémezdje felé 1éve iires mezdket. Ezt a megfelels
sorrendben téve (nem a kritikus mez6 melletti mezét elészor feltoltve) X konnyen megnyeri a jatékot.

A fentebb leirt stratégia alapjan n > 6-ra a piros jatékosnak van nyerd stratégidja amennyiben
4 | n, kiilonben pedig a kék jatékosnak van nyerd stratégidja. A stratégia kizarja, hogy egy jaték n > 6
esetén kétszdz lépésig tartson, igy mindig vagy a piros jatékos fogja elérni hogy legyen tobb mint
korongja a palyan, vagy a kék hogy legyen legaldbb 3.



