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E-+1. Hany olyan tizjegy( szamjegysorozat van, ami 1 db 4-es, 2 db 3-as, 3 db 2-es és 4 db l-es szamjegybdl all,
tovabba barmely két 1-es kozott van egy 2-es, barmely két 2-es k6zott van egy 3-as, és a két 3-as kozott van egy 4-es?
Megoldas: ElGszor rakjuk le a négy 1-est. Ezutan rakjuk be a 2-eseket, ekkor 1212121 a sorozat. Majd
a 3-asokat négyféleképpen lehet lehelyezni, mert mindkett6t lehet az egyes egyik vagy masik oldalara
rakni. Nézziik meg, hogy a 4 esetben a 4-est hova rakhatjuk. Ez konnyen latszik, hogy 4, 3, 3 és 2 eset,
igy a lehet&ségek szama 4 +3 +3 4+ 2 = 12.

E+2. Legkevesebb hany szabalyos hiromszéggel fedhetSek le az alabbi abra vonalai? (A haromszdgeknek csak a
keriiletét hasznaljuk a fedéshez, és nem muszaj a teljes keriiletiiknek az abrara illeszkednie.)

VAVAVAVAN

Megoldas: Az abra 5 haromszoggel lefedhetd:

\/\/
\VAVAV

Négy haromszog viszont nem elég a lefedéshez. Minden haromszog legfeljebb 1 vizszintes vonalat
fed le, igy a 4 vizszintes vonal lefedéséhez minden haromszognek egy vizszintes vonalat teljesen le
kell fednie. Ez mindharom irdanyba igaz, vagyis minden lehelyezett haromszdg mindhérom irany egy
teljes vizszintes vonalat le kell fedje. A leghosszabb, 4 hosszu oldalakat csakis az dbran lathaté modon
fedhetjiik. Ezutdn még mindegyik 3 hosszii oldalt le kell fedniink, ez tovabbi 3 haromszoget igényel.
Ekkor azonban a 2 hosszt oldalak még nem lettek lefedve, igy sziikséges egy tovabbi haromszog, vagyis
legalabb 5.

E-+3. Harom kacsalabon forgo palota egyenletesen forog; az elsé 30, a masodik 50, a harmadik pedig 70 nap alatt
fordul kérbe. Ma délben mindharom palota északra néz. Legkdzelebb hany nap mulva néznek mind egyszerre délre?
Megoldas: Ha n nap mulva délre néznek, akkor 2n nap mulva északra. Ismert, hogy legkozelebb a
legkisebb k6z0s tobbszorosiik, azaz 1050 nap utan fognak djra északra nézni. Emiatt leghamarabb 525
nap utan lehet, hogy mind délre néznek, és konnyen latszik, hogy ez valéban megoldés.

E+-4. A Kacs Aladar utcaban csak az ut egyik oldalan talalhatoak héazak, igy az utcan sétalva csak paratlan
hézszamokat olvashatunk. Az utca paratlan sok telekbdl all. A kozépss harom telek Dagobert bacsié, igy a harom telket
elfoglalo villajara a lehetséges harom hazszam koziil csak a legkisebbet rakatta ki. A tobbi haz szdmozasa hagyomanyos,
és a szdmozés az 1-estSl kezd6dik. Mennyi a legnagyobb hazszam az utcaban, ha a kiirt hazszamok 6sszege 31337
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Megoldas: Jeldlje a kozépss hazszamot x, ekkor a telkek szama is éppen . Ha Dagobert bacsi villajan
mindharom hazszam fel lenne tiintetve, akkor a hdzszamok Gsszege igy - = x2 lenne, azonban az x és
x+2 hazszamok hidnyoznak. gy az 6sszeg 22—z —(2+2) = 3133, vagyis 22 -2z = 2(2—2) = 3135. Innen
a 3135 =3-5-11-19 primtényezss felbontasbol kitalalhatd, hogy x =3-19 =57 ésx—2 =511 = 55.
A legnagyobb hazszam tehat 2x — 1 = 113.

E+5. Egy k koron kijelsltiink négy pontot (A, B, C, D) és berajzoltuk az Sket paronként dsszekots szakaszokat. A
szogeket az abran lathatdé modon jeloltiik. Tudjuk, hogy a; : e =2 : 5, valamint 81 : o =7 :11 és y1 : v2 = 10: 3. Ha
01 : 02 = p: q, ahol p és ¢ relativ prim pozitiv egészek, akkor mennyi p értéke?

Megoldas: Vegyiik észre az abran, hogy ay = (B2, as = 01, 1 = 72 és y1 = d2. Tehat a1 8171101 =

o f27202, vagyis g—; . % . 77; . g—; = 1. Ezek alapjan g—; = % = %. Igy a megoldas 33.

E-+6. Egy derékszogii haromszog minden oldala cm-ben mérve egész szam, és az atfogo és az egyik befogéd hosszanak
kiilonbsége 75 cm. Legalabb hany cm a haromszog keriilete?

Megoldas: Legyenek a haromszog oldalai a, b és a+75. A Pitagorasz-tétel alapjan a?+b% = (a+75)2.
Ezt atalakitva azt kapjuk, hogy b? = 150a + 752 = 75 (2a + 75) = 52 - 3 - (2a + 75), vagyis 2a + 75 egy
négyzetszam haromszorosa. Azaz egy olyan paratlan négyzetszamot kell keresni, aminek a haromszorosa
nagyobb, mint 75. Ez a négyzetszam a 49 lesz, vagyis b = 105, a = 36, a keriilet pedig 252.

E47. A pozitiv egészekbdl allo (a,b) szamparra teljesiil, hogy a és b egyike sem osztja a masikat, mindkét szam
legfeljebb 100, és az ezen feltételeket teljesité szampéarok koziil a lehetd legtobb kozos osztdjuk van. Ekkor legfeljebb
mennyi a - b értéke?

Megoldas: Legyen d = (a,b), ekkor a és b kozos osztoinak szdma megegyezik d osztdinak szamaval.
Ha a = kd és b = ld, akkor k,l # 1 (mivel a és b nem osztjak egymaést), igy k és [ koziil legalabb az
egyik legalabb 3, vagyis d < 33. Az 1 és 33 kozotti szamok koziil a legtobb osztdja a 24-nek és a 30-nak
van, mindkettének 8. Feltehets a < b, és a legnagyobb ab értéket d = 24 esetén a (72, 96) parral, d = 30
esetén pedig a (60,90) parral tudjuk megvalositani. Ezek koziil el6bbi a nagyobb, a valasz 6912.

E-+8. Az ABCD téglalapban az AC atlot a B-bdl induld szdgfelezd B'-ben, a D-bél induléd szdgfelezé D’-ben, mig a

BD atlét az A-bol indulé szdgfelezd A’-ben, a C-bél indulé szdgfelezd C’-ben metszi. Az A’ B'C’' D’ négyszog teriilete az
ABCD téglalap teriiletének %—a. Hanyszor hosszabb az ABC D téglalap hosszabb oldala a révidebb oldalanal?
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Megoldas: Legyen AA’ egyenesnek és C'D oldalnak a metszéspontja A”, és hasonlé modon (az abra
szerint) definidljuk a B”, C” és D" pontokat is. Ekkor ha x = DB’ akkor a teriiletardny miatt
B'O =3z (O a kozéppont), és igy DB’ : B’A =1:7. Ekkor DB"B’ és ABB’ haromszogek hasonlok,
és a hasonlosagi arany 1 : 7, de ez éppen megegyezik a B"D : AB = DB : AB arannyal. Tehat a valasz

L ) / \E
D
T x
A B
3
(o]

c' o

B

AN /

E-+9. Csongi megtanitotta Benedeket, hogyan kell kacsat hajtogatni 8 lépésben egy 24 cm x 24 cm-es papirbél. Az
abrakon lathatd szaggatott egyenes mentén kell a papir egyik felét a mésikra hajtani, a nyil iranyaban. Miutan Benedek
meghajtogatta a kacsat, visszacsinalt minden 1épést, és az igy kapott négyzet alakt papirjan hajtasvonalakat talalt. A
lap egyik oldalan kék ceruzéval berajzolta azokat a hajtasokat, amik Benedek felé nyiltak, és pirossal azokat, amik az
asztal felé nyiltak. Hany cm a kiilonbség a kék vonalak Gsszhossza és a piros vonalak 6sszhossza kézott?

12cm 12cm

1 f 4cm 4cm 1
4cm

\ 8cm

12cm

8cm

Megoldas: Figyeljiik meg, hogy az els lépésben félbe hajtjuk a papirt, és utdna minden hajtés
megjelenik a fels6 és alsé részben is a kihajtogatas utan, csak az egyiken piros, méasikon kék szinnel.
Igy a masodik hajtastél minden kiesik, tehat csak az elsé hajtas szamit, azaz a megoldas 24. (Ha nem
hiszed, hajtogasd meg.)

E-+10. Irjatok néhany pozitiv egész szamot az alabbi tablazatba tgy, hogy:

3/[6]
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e minden szdm pontosan annyi legyen, mint ahany vele oldalszomszédos mez&ben szerepel szam,
e semelyik két oldalszomszédos mezSben nem szerepel azonos szam (oldalszomszédos iires mez&k lehetnek).

Mennyi az ezeknek a feltételeknek megfelel§ tablazatban a szamok Gsszege? Minden mezdben legfeljebb 1 szam szerepelhet.

1

1 3

1

Megoldas: Logikai 1épések sorozataval megkaphatd, hogy csak ez az egyetlen lehetéség az abra
kitoltésére:

w
wWiN W N

(\®]
S N W IN| W | -

1|2

Ebben pedig a szamok 6sszege 46.

E-+11. Diirer kacsatanodajiba az abran lathaté moédon hat ajtosor vezet; minden sor harom ajtoboél all. Dodd
kacsa gy szeretne bemenni az utcarol a tanodaba, hogy mind a 18 ajtot pontosan egyszer hasznalja. (Az utja soran Gjra
kimehet az utcara, illetve a tanodabol is kijohet, csak az szamit, hogy az Gtja végén a tanodaba érkezzen.) Hanyféleképpen
teheti ezt meg? Valaszként a lehetséges ttvonalak szamanak utolsé 4 jegyét adjatok meg.

Keét wtvonalat kiilonbozének tekintink, ha az ajtékat nem ugyanabban a sorrendben jdrja végig Dodd.

TANODA
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Megoldas: Jeloljiik a feladatnak annak a valtozatéra, amikor k ajtésor van (minden sorban 3 ajto),
a lényegesen kiilonb6z6 megoldasok szamat ti-val. Itt lényegesen kiilonbozé alatt azt értjiik, hogy az
egy ajtésorban 1év§ ajtoékat nem kiilonboztetjiik meg egymastol.

Ekkor ha az els6 visszafordulas el6tt ¢ ajton megyiink at, akkor ezutdn muszaj ¢ ajtén visszafelé,
majd 7 ajton ismét elérefelé Atmenniink, és ilyen moédon a k — ¢ ajtésoros problémara jutunk. Itt ¢
értéke haladhat 1-t6l k-ig, vagyis tx = tx_1 + tk—_o + ... + t1 + to. Ez alapjan a feladat rekurziéval
megoldhato, tg = t; = 1 és minden k > 2-re t}, = k-1,

Minden ajtosor harom ajtojan 6-féle sorrendben haladhatunk at, vagyis az alapfeladatra k ajtosor
esetén 6% - 2571 a valasz. Ha k = 6, akkor ez 1492992.

E-+12. Doofy kacsa mandarinokat vesz a boltban. Mindegyik mandarin ugyanakkora témegtd, és 9, 10, 11, 12 vagy 13
egyenls tomegi cikkelyre van felosztva, am a cikkelyek szama megpucolas el6tt nem latszik. Legalabb hédny mandarint
kell megvennie Doofy kacsanak, hogy biztosan meg tudjon enni pontosan egy mandarinnyi mandarint agy, hogy csak
teljes cikkelyeket eszik, és mindegyik cikkely kiilonb6z6 mandarinbol legyen?

Doofy kacsa csak otthon pucolja meg a megvett mandarinokat.

Megoldas: Megallapithatd, hogy Doofy a kovetkezd modokon allithat Ossze egy egész mandarint:

(9]10]11]12]13]
9/ 0]0 0
0/10]0]0]0
0o J11[o0]oO
0J]ojof12]0
0Jofof[o0]13
0/5]0[6]0
3]5]0[2]0
3J]ojo[8]0
6loJoj4]0

Nézziik meg legfeljebb hany mandarint vehet ahhoz, hogy ne tudjuk megenni egy egész. Lathato,
hogy a 11-esbdl maximum 10-et, a 13-asbdl maximum 12-t vehetett. Ezutan még meg kell vizsgalni,
hogy a 9-es, 10-es és 12-es mandarinbél hogyan vasarolhatja a legtobbet tigy, hogy ne lehessen beléSle
egészet Osszerakni. Ez pedig tgy lehetséges, ha vesz 8 darab 9 gerezdeset, 9 darab 10 gerezdeset, és 1
darab 12 gerezdeset. Vagyis 84+9+10+1+12+1 = 41 mandarin megvétele utan biztosan dsszeallithato
egy egész mandarin.

E-+13. Adott egy 10 sugart k; kor, mely kiviilrsl érinti a 18 sugara ke kort. A ks kor mindkét kort érinti, tovabba érinti
a kozéppontjaik altal meghatarozott e egyenest. Legyen ks az a (k1-t6l kiilonbozd) kor, melynek kézéppontja illeszkedik
az e egyenesre és kiviilrél érinti a ko és ks koroket. Hany egység a k4 kor sugara?
Megoldas: Legyen k3 sugara R, legyen ks-nak és e-nek a kozos pontja (1) és ki kor tavolsaga t, illetve
legyen k4 kor sugara r.

Ha k, kozéppontja O,, (n = 1,2, 3,4), akkor Pitegorasz-tételeket felirva a TO301, TO302 és T'O304
haromszogekre harom egyenletet kapunk harom ismeretlenre (R, ¢, r). Ezek konnyen megfejthetSek
megfelel6 egyenletrendezéssel és a méasodfoki egyenlet megoldoképletét hasznalva. A valasz r = 42.

E+14. Benedek irt egy programot, amely kiszamolta az alabbi sszeget: 1° 4 2% + 3% 4+ ... 4 2021%°2', Mennyi az

Osszeg 35-tel vald osztasi maradéka?

Megoldas: Elegend§ az 0sszeg 5-0s és 7-es maradékat kiszamitani a kinai maradéktétel miatt.
Modulo 5, 14 = 24 = 3* = 4% = 1. Tehat 1'+664+111 4160 = 1+1+1+1 =4, 22477 +1212 41717 =

22423 4204921 =4434+1+42=0,334+8+1384+188=334+304+314+32=24+1+3+4=0,

44499 + 1414 1199 = (1) + (- 1) + (-1)° + (=Dt =0.
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Osszességében tehat az elss 20 tag osszege 4 mod 5.

Minden 5-hoz relativ prim z-re (x +20)*2° = (2 +20)®-1 = 2% (mod 5), tehat 20-as blokkonként
4 az 6sszeg mod 5. Ilyen blokkbol 2020/20 = 101 darab van, melyek osszege —1 lesz mod 5. Igy a teljes
osszeg kongruens —1 + 20212°2! = 0-val mod 5.

Hasonl6 megfontolasokbdl minden 42-es blokkban a tagok Osszege 6 = —1 mod 7, és 2021 =
48 - 42 + 5, ezért a teljes Osszeg 48 - (—1) + 20172917 4+ 20182018 1 201920919 4 20202020 4 20212921 =
1411422433441 4+5°=141+4+6+4+3=5mod 7.

Az a 35-6s maradékosztaly, mely 0-val kongruens mod 5 és 5-tel mod 7, a 35k + 5 alaka szamok
osztéalya. Tehat a keresett maradék 5.

E+415. Egy végtelen kockas fiizet racsvonalain sétal egy hangya. Az egyik racspont pirossal van megjeldlve, ez a
kiindulépontja. Minden egyes alkalommal, amikor a hangya elér egy racspontot, % eséllyel egyenesen eldre, % eséllyel
balra és % eséllyel jobbra halad tovabb. Mekkora annak a valészintisége, hogy a hangya a 3. kanyarodasa utan, de a 4.
kanyarodasanal nem késébb visszaér a piros pontba?

Irjatok fel a keresett valoszintiséget % alakban, ahol p és q relativ prim pozitiv egészek, és valaszként p + q értékét
adjatok meg.

A hangya egyes lépései fiiggetlenek egymdstdl.
Megoldas: Feltehets, hogy a hangya felfelé indul. A hangyanak egy téglalapot kell bejarnia, melyben
az els6 kanyarodas vagy balra, vagy jobbra torténik. Mostantol tegyiik fel, hogy jobbra (és ne felejtsiik
el a megoldas végén 2-vel beszorozni az eredményt). Ha felfelé a, majd jobbra b mez&t 1ép a hangya

(ahol a,b > 1), akkor az igy kapott eset valoszintisége (%)2‘”21’_1,

00 00 00 2 1 \2 00 00 _
Itt > > (%)2a+2b = (Z (é)a> = (1%) = 2. Tehat > > (%)2a+2b 1= 2., és a 2-es szorzd
a=1b=1 a=1 B a=1b=1

: ‘ 3
miatt a valasz 35

E+16. FEgy tablan a 60-as szim szerepel. Minden lépésben Andris egyesével letorli a lépés elején a tablan 1évé
szamokat, és mindegyiknek a helyére felirja az Osszes osztojat (beleértve 6nmagat is). 10 ilyen lépés utan hanyszor fog
szerepelni az 1-es szam a tablan?

Megoldas: Nevezziink osztélancnak egy dg, d1,ds, ..., d1g sorozatot, ha dy = 60, dig = 1 és minden
i-re d;y1 | d;. A feladatban az a kérdés, hogy héany ilyen osztolanc létezik. Ehhez elég megszamolni,
hogy a 60 = 22 - 3 - 5-nek melyik tényez6it mely lépésben "veszitjiik" el a 10 koziil. A 3-as tényezét
10 helyen veszithetjiik el, ettsl] fiiggetleniil az 5-0s tényezs6t szintén 10 helyen, a két 2-es elveszitésére
pedig 10 + (120) = 55 lehetGség van (10 eset van arra, hogy egy lépésben, és (120) eset van arra, hogy
két lépésben veszitjiik el 6ket). A lehetSségek szama Gsszesen 10 - 10 - 55 = 5500.



