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D1. Egy 6kori szamolégépen az alabbi 4 gomb talalhatoé: +3, —3, -3, /3. A szamolégép kijelz6jén kezdetben a 21-es szam
olvashat6. Amikor megnyomunk egy gombot, akkor a szamologép a kijelzén lathato szammal végrehajtja a kivalasztott
miiveletet, és a kijelzén az eredményként kapott szam jelenik meg. Anna gy nyomta meg egymés utan a négy gombot
(mindegyiket egyszer), hogy a lehetd legnagyobb szamot kapja, Béla pedig (szintén a 21-t6l indulva) agy, hogy a lehetd
legkisebbet. Milyen szamot kapott Anna és Béla?
Ha példdul a gombokat +3, —3, /3, -3 sorrendben nyomjuk meg, akkor az eredmény (((21 4+ 3) — 3)/3) -3 = 21.
Megoldas: Osszesen 24-féleképp tudjuk elvégezni a miiveleteket, mert ennyi moédon tudjuk sorba rakni
6ket. Az alabbiakban leirjuk az Gsszes lehet&séget a benyomasok sorrendjére (a zéardjeleket elhagyva).

Ha szorzés az elsé mivelet: 21 -3/34+3 -3 =21,21-3/3-3+3 =21,21-3+4+3—3/3 = 21,
21.3+3/3-3=19,21-3-3+3/3=216s21 -3—3/3+3=23.

Ha osztas az elsé mivelet: 21/3-3+3 -3 =21,21/3-3-3+4+3 =21,21/3+3-3—-3 = 27,
21/34+3-3:-3=21,21/3—-3+3-3=21¢s21/3—-3-3+3=15.

Ha Osszeadés az els6 miivelet: 21 +3-3/3 -3 =21,21+3-3-3/3 =23,21+3/3-3 -3 =21,
21+3/3-3-3=1521+3-3/3-3=216s21+3—3-3/3=2L

Ha kivonas az els6 mitvelet: 21 —3-3+4+3/3 =19, 21 —3-3/34+3 =21,21 —-3+3-3/3 = 21,
21-3+3/3:3=21,21-3/3+3-3=27¢s21—-3/3-3+3=21.

Ezek alapjan lathato, hogy Anna 27-et és Béla pedig 15-6t kapott.
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D2. Thészeusz egy 4 x 4-es négyzetracs alakt labirintusban bolyong tigy, hogy mindig olyan 2 1

mez6re 1ép, ami oldalszomszédos azzal, amin all, de még nem jart rajta korabban. Miutan be-
fejezte a sétat, a labirintus térképén néhany mezdére rairja, hogy annak hany oldalszomszédjan

jart. Olyan mez6kon is jarhatott, amelyekre irt szamot. Mi lehetett Thészeusz utvonalanak a 1 3
nyomvonala az alabbi jegyzet szerint? Minden lehet8séget rajzoljatok le a Valaszlapra! (A Valas-
zlapon tobb hely van, mint ahany atvonal.) 1 1

Az aldbbi dgbrdkon egy példdt ldathattok egy 3 X 3-as jegyzet esetén a hdrom lehetséges nyomuvonalra.

2

311 311 1 1

2

1)1 | 2 1 2 1

Megoldas: Keressiik meg a tablazatban azokat a mezdéket, ahol biztosan jart Thészeusz, illetve azokat
is, ahol biztosan nem.

A

2-es mindkét oldalszomszédjan jart, és igy a bal oldali oszlopban levé 1-esnek megtaldltuk az

egyetlen olyan szomszédjat, amit utba ejtett, tehat a méasik két oldalszomszédjan nem jarhatott. Ezek
alapjan a 3-asnak kizartuk az egyik oldalszomszédos mez§jét, a masik harom szomszédjan tehat biz-
tosan jart, és igy az als6 sorban levd bal oldali 1-es szomszédai is rendben vannak.

Ha a térképen O-val jeldljiik, hogy hol jart biztosan Thészeusz, X-szel pedig azokat a mezdket, ahol
biztosan nem, a jelenlegi informacioink szerint igy néz ki a térképe:

210 1
O] 10
11X[31]0
X|1{O

Ezutan harom esetet valaszthatunk szét aszerint, hogy az als6é sorban levd jobb oldali 1-es melyik
szomszédjan jart Thészeusz.

1.

Ha a szomszédos egyesen jart volna, nem tudna errdl a két mezérsl tovabb menni, pedig a fentiek
alapjan méas mezd6kon is jart, igy ebben az esetben nem kapunk megoldast.

. Ha a jobb als6 sarokban jart, akkor az az egyes, amely szerint targyaljuk az eseteket, az utjanak

az egyik végpontja. Mivel igy a 3-ast tartalmaz6é mezdén biztosan nem jart, folytathatjuk az
utvonalat felfelé, és igy kideriil, hogy a jobb fels6 sarokban lev§ 1-es bal oldali szomszédjan
méar biztosan nem jart Thészeusz. Tekintsiik a négyzetracsot felez§ fliggbleges szakaszt. Ennek
mindkét oldalan van olyan mezd, ahol jart Thészeusz, de csak egy helyen léphetett at. Igy az
utvonal két végpontja a tabla két felében van, tehat a jobb fels6 sarokba nem léphetett, mert
az csak végpont lehetne. A tablazat bal oldalan az utvonalat haromféleképpen tudjuk befejezni
agy, hogy érintsiik azokat a mezdket, ahol biztosan jart, és a szabalyoknak megfelel§ legyen:

1 1 1
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3. A harmadik eset, amikor a 3-ast tartalmaz6 mezdén jart, ekkor szintén igaz, hogy az utjanak
egyik végpontja volt az az 1-es, amely szerint targyaljuk az eseteket. A jobb felsé sarokban levs
1-es als6 szomszédjan kellett jarnia, hiszen vagy az alatta levé mez6rsl tovabb kell menjen, vagy
oda kell érkezzen, ha a 3-asrél nem oda 1ép. Ekkor viszont a jobb fels§ sarokban levs egyes mésik
szomszédjan nem jart, igy hasonlo helyzettel allunk szemben, mint az el6z6 esetben. Nézziik a
tablat felezd fliggtleges szakaszt. Ennek mindkét oldalan vannak mezék, amelyeken jart, viszont
csak egy helyen léphetett at, igy a két végpont a tablazat két kiillonb6z6 felében van. Emiatt a
jobb fels6 sarokban levs egyesen nem jarhatott, mert az csak végpont tudna lenni. A tablazat
jobb oldalan egyféleképpen tudjuk befejezni a nyomvonalat, a bal oldalon haromféleképpen:

Igy a fent lerajzolt 6-féle nyomvonala lehet Thészeusz ttvonalanak.
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D3. A Diirer verseny szervezsi 6 helyszinre utaznak el a helyi fordulé lebonyolitasdhoz. Ezen a versenyen Osszesen 62
csapat indul, és minden csapatnak pontosan 6 lapra van sziiksége. A papirokat a szervezdk 50-es csomagokban taroljak, és
minden helyszinre csak bontatlan csomagokat tudnak vinni. Helyszinenként csak annyi csomag papirt visznek, ami mér
elég az ott részt vevs csapatoknak. Legfeljebb hany csomag papirra lehet sziiksége a szervezéknek a helyi fordulénal?
Keressétek meg az Osszes lehetdséget arra, hogy a csomagok maximalis szdma esetén melyik helyszinen hany csapat
versenyezhet! A 6 helyszinen a csapatok szamat csokkend sorrendben adjatok meg. (A Véalaszlapon t6bb hely van, mint
ahany helyes valasz.)

Ha példdul a helyszineken 11, 2, 25, 9, 11 és 4 csapat versenyez, akkor a Vilaszlapon a tdbldzat egy oszlopdba a
25,11,11,9,4,2 szdmsorozatot irjatok.

Megoldas: Ha egy adott helyszinen a csapatok szama 1 és 8 kozott van, akkor oda 1 csomag papirt
kell vinni, mivel a sziikséges lapok szama 1 -6 = 6 és 8 - 6 = 48 kozo6tt van. Hasonld szamoléssal, ha
egy helysznen a csapatok szama 9 és 16 kozott van, akkor 2 csomag papirt kell vinni, ha a csapatok
széma 17 és 25 kozott van, akkor 3 csomag papir kell, ha pedig legalabb 26 csapat van, akkor legalabb
4 csomag papirra van sziikség.

Kis probalkozassal lathato, hogy eléfordulhat olyan eset, amikor a szervezdknek Gsszesen 13 csomag
papirra van sziikségiik: Ha ugyanis az egyik helyszinen 17 csapat indul, a mésik 5 helyszinen pedig
9-9 csapat, akkor valoban Gsszesen pont 17 4+ 5 -9 = 62 csapat indul. Es az els6 helyszinen 3 csomag
papirra van sziikség, a maradék 5 helyszinen pedig 2-2 csomag papirra, ami Osszesen 3 +5 -2 = 13
csomag. Konnyen meggy6zhetjiik magunkat arrél, hogy ennél t6bb csomag papirra semmiképp sem lesz
sziikség. Ha ugyanis egy helyszinen k csomag papirra van sziikség, akkor ott legalabb (kK — 1) -50 + 1
papirra sziiksége van a versenyzSknek. Tehat ha a 6 helyszinre rendre ai,...ag csomag papirt kell
vinni, akkor a csapatoknak legalabb (a1 —1+as—14+...a6—1)-50+6 = ((a1 +...a6) —6) -50+6
papir kell. Azt viszont tudjuk, hogy a 62 csapatnak Osszesen 62 - 6 = 372 lapra van sziiksége. Tehat
((a1 +...a6) —6) -50 + 6 < 372 azaz ((a1 + ...as) — 6) - 50 < 366, ahonnan (a1 + ...as) —6 < 7.
Vagyis a1 + ...ag < 13. Mivel a1 + ... ag pont a sziikséges papircsomagok szdma, valoban megkaptuk
hogy 13-nal tobb csomagra nem lehet sziikség.

Maér van egy megoldasunk, amikor 13 csomagra van sziikség, ez volt a 17,9,9,9,9,9. Vegyiik észre
hogy ha 8 csapatot atrakunk egy 9 csapatos helyszinrél egy masik 9 csapatos helyszinre, akkor tovabbra
is 13 csomag papir kell. Igy 13 csomag kell a 17,17,9,9,9,1 és a 17,17,17,9,1,1 esetekben is. Tovabbi
megoldasok viszont mar nincsenek. Ha ugyanis sehova sem visziink legalabb 4 csomagot, akkkor csak
ezek a lehet@ségek vannak. Azt pedig mindjart belatjuk, hogy ha valahova legalabb 4 csomagot visziink,
akkor nem lehet sziikség 13 csomag papirra. Szamolassal ellendrizhetjiik, hogy k = 1,2, vagy 3 csomag
papir esetén (k—1)-8+1 csapat kellett legalabb az adott helyszinre, viszont k& > 4 esetén méar legalabb
(k—1)-8+2 csapat kell. Azaz ha 13 = a1 + ... ag, akkor legalabb (a1 —1)-8+1+...(ag—1)-8+1=
(a1 +...a6)-8—6-8+6=13-8—6-8+ 6 =62 csapat kell. Viszont ha valahova legalabb 4 csomag
papirt kellene vinniink, akkor az el6z6 becslésiinkben arra a helyszinre 42-t is irhattunk volna, és azt
kaptuk volna, hogy ekkor 13 csomaghoz mar legalabb 63 csapat kellene.
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D4. Thészeusz legutébbi kalandja utdn most egy 5 x 5-6s labirintus bal felss
mezGjében talalja magéat. A jobb als6 mezgbe akar eljutni gy, hogy minden lépése 2 3 9 63 | 21
sordn egy olyan oldalszomszédos mezSbe léphet, melyben a szam osztdja, vagy 2 6 21 7 3
tobbszorose a jelenlegi mez&jében 1évs szamnak. Keressétek meg az Gsszes olyan
utat, amelyben Thészeusz nem jar kétszer ugyanazon a mezén! (A Valaszlapon 32|48 | 84 | 28 | 21
t6bb hely van, mint ahany lehetséges tut.) 8 16 | 80 | 40 1

Megoldas: Vastagitsuk meg a hatarokat azok kozt a mez8k kozt, ahol a két szdm kozt nincs oszto-

tObbszords viszony.

Ezek utan azt kell meghatéarozni, hogy hany olyan Gt megy a bal fels§ sarokbdl a jobb alséba, ami
nem megy at egyetlen megvastagitott vonalon sem. Az eseteket szét lehet szedni aszerint, hogy a jobb
alsé sarokba a 40-es vagy a 21-es szamon keresztiil jutottunk el. A 40-es szamon keresztiil 4 utat lehet

talalni:

Igy osszesen 7 tton lehet eljutni a feltételeknek megfelelGen.
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D5. Egy tablazatot szeretnénk puzzle darabokboél késziteni tgy, hogy sehol sem 16g egymaésra két darab, és nincs rés
semelyik két darab kozt. Hanyféleképpen lehet ezt megtenni, ha csak olyan puzzle darabokat hasznalhatunk, amiken két
szomszédos oldalon lyuk, a méasik két oldalon pedig biityok van, amennyiben a téblazat

a) 1 x 4-es?

b) 4 x 5-5s?

A puzzle darabok mind ugyanigy néznek ki, és minden darabnak csak az eqyik lapja nézhet felfelé. Két kirakds akkor
egyezik meg, ha forgatds nélkil le tudjik fedni eqgymdst. A tdbldzat szélén maradhat lyuk vagy biityok. Az egyetlen feltétel
az, hogy két, éllel érintkezd darabndl a kozds élen az egyiknek biityke legyen, a mdsiknak lyuka. Az dbrdn egy példa ldthato
eqy 2 X 2-es tabldzatra.

Megoldas: Ha a téblazat egyik soranak bal szélén megmondjuk, hogy lyuk vagy biityok all, akkor
az adott sorban végig lyuk-biitydk, vagy bilityok-lyuk helyzetben &llnak a darabok, és ugyanigy az
oszlopoknak is elég az aljan megmondani, hogy mi all, az az egész oszlopot meghatarozza. Igy ha
megmondjuk az Osszes sor bal szélén és az Osszes oszlop aljan, hogy biityok vagy lyuk all, akkor az
Osszes darab helyzete meg van hatérozva. Ez egy megfelel§ tdblazat lesz, mert minden darabon egy-egy
szemkozti biityok-lyuk pér lesz, azaz két szomszédos oldalon lesz lyuk és a masik kettén biitydk, igy
egyféleképpen tudjuk beforgatni az adott helyen 4ll6 darabot a megfelels helyzetbe. Tehat ugyanannyi
kiilonboz8 tablazat van, ahanyféleképpen eldonthetjiik a sorok bal szélén és az oszlopok aljan, hogy
hogy allnak a darabok.

a) Itt 1 sor és 4 oszlop van, tehéat 5 helyen van 2 valasztési lehetdségiink, igy a lehetGségek szama
2° = 32.

b) Itt 4 sor és 5 oszlop van, tehat 9 helyen van 2 valasztéasi lehetségiink, igy a lehetdségek szama
29 = 512.
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D6. Legyen ABCDE szabélyos 6tszog. Szerkessziik meg az A kozéppontu, AB sugari és a B kozéppontd, szintén
AB sugaru kort. Legyen F' a két kor azon metszéspontja, ami az 6tszog belsejében talalhato. Legyen G az E'F és az AD
egyenesek metszéspontja. Hany fokos az AGFE szog?

Megoldas:

Az A és B kozéppontokbol AB sugaru kort szerkesztettiink, emiatt AB, AF és BF szakaszok
egyenl§ hosszuak, vagyis ABF haromszog egy szabalyos haromszog. Ebbdl azt kapjuk, hogy BAF< =
60°.

Egy szabalyos 0tszog belsd szoge % = 108°, ebbél azt is megtudtuk, hogy FAF< = FAB< —
BAF<q = 48°.

A F és F pontok A-nak azonos sugart korén helyezkednek el, emiatt FAF egyenlGszara haromszog
és ebbdl egyszertien kitudjuk szamolni FEA< = w = 66°-0s nagysagéit.

Talalhato egy maéasik egyenlGszari haromszog az Otszogben, ez a DEA haromszdg, ami miatt

ki tudjuk szamolni FAD< méretét. Fentebbi egyenlGséget hasznalva azt kapjuk, hogy FAD< =
180°—2DEA< _ 180°5108° — 36°.

Most mar csak annyi maradt hatra, hogy AGE<(-t kiszamoljuk. A haromszog szogeinek Osszegére
vonatkozo Osszefiiggést erre a szogre rendezziik és abbdl azt kapjuk, hogy:

AGE< =180° — FEA< — EAD< = 180° — 66° — 36° = 78°

Az AGE szdg 78°.
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D7. Egy 100 f6s gérog faluban eredetileg 12 fSisten és 88 ember lakott, 6k az elsé generacié. A fSistenek 100%-ban, az
emberek 0%-ban istenek. Minden generacioban 50 par alakult Ggy, hogy mindenkinek pontosan egy parja volt. Minden
parnak lett 2 gyereke, 6k alkotjak a kévetkezd, szintén 100 tagbol 4ll6 generaciot. Minden leszarmazott istenségi szazaléka
a két sziilGje istenségi szazalékainak az atlaga. (Példaul egy 25%-ban isten és egy 12,5%-ban isten gyerekei 18,75%-ban
istenek.

a) Mely)ik az a legkorabbi generacié, amiben eléfordulhat az, hogy ugyanannyi 100%-ban isten van, mint ahany 0%-ban
isten?

b) Legfeljebb hany olyan tagja lehet az 5. generacionak, aki legalabb 25%-ban isten?

Megoldas: A 100%-ban isteneket isteneknek, a 0%-ban isteneket embereknek, mindenki méast részben
istennek fogok hivni.

a) Egy generaciorol a kovetkezore lépve az emberek szamanak és az istenek szamanak kiilonbsége
mindig legfeljebb a (sziilsk kozti) részben istenek szaméaval csokken. Ha két ugyanolyan (ember, részben
isten, isten) a sziil§, akkor a gyerekeik is ugyanilyenek lesznek, ez nem véltoztat az emberek és istenek
kiilonbségén a kdvetkezs generacidban. Ha egy isten és egy ember a két sziil§, akkor a kiilonbség szintén
nem valtozik, mivel két részben isten gyerekiik lesz. Ha egy részben isten és egy ember vagy egy részben
isten és egy isten a sziilg, akkor nekik két részben isten gyerekiik lesz, ekkor 1-gyel csokken, illetve né az
emberek és istenek szamanak kiilonbsége. Ezért az egész generaciot nézve legfeljebb a részben istenek
szamaval csokkenhet az istenek és emberek szamanak kiilonbsége.

Az 1. generacioban nincsenek részben istenek, a 2. generdcidéban csak a 12 isten Osszesen legfel-
jebb 24 gyereke lehet részben isten, a 3. generaciéban a 12 isten Osszesen legfeljebb 48 unokaja lehet
részben isten. Eredetileg 88 — 12 = 76 az emberek és istenek szamanak kiilonbsége, ez a kovetkezs 3
generaciéban legfeljebb a részben istenek szaméval, dsszesen 0 + 24 + 48 = 72-vel csokkenhet, vagyis a
4. generacidban is legalabb 76 — 72 = 4 az emberek és istenek szamanak kiillonbsége. Azaz legkordabban
az 5. genericidban lehet ugyanannyi isten és ember. Ez lehetséges példaul ugy, hogy az 1. generaciéban
12 isten-ember par és 38 ember-ember par, a 2.-ban 24 félisten-ember par és 26 ember-ember par van,
a 3.-ban 48 negyedisten-ember péar és 2 ember-ember par van, a 4.-ben 4 nyolcadisten-ember és 46
nyolcadisten-nyolcadisten par van. Igy az 5. generacioban 92 nyolcadisten és 8 tizenhatodisten lesz,
vagyis ugyanannyi (0) ember és isten van ebben a generaciéban.

b) A sziil6k istenszézalékainak Osszege megegyezik a gyerekeik istenszazalékainak osszegével, mivel
egy parnak két gyereke van és mindkettejiik szézaléka a sziil6k szazalékainak atlaga. Mind az 50 csalad-
ban teljesiil ez, igy a gyerekek generacid¢jdban mindig ugyanannyi az istenszazalékok Gsszege, mint a
sziileikében. Igy minden generacioban ugyanannyi ez a szam. Az elsé generacioban 12-100+88-0 = 1200
az istenszézalékok Osszege, igy minden generaciéban ennyi. Igy az 5. generacioban nem lehet 49 vagy
tobb legalabb 25%-ban isten, mivel akkor ez az Osszeg legalabb 49 - 25 = 1225 > 1200 lenne, ami nem
lehetséges. Igy legfeljebb 48 legalabb 25%-ban isten tagja lehet az 5. generacionak, ez lehetséges is:
példaul az els6 két generacidban 6 istenpar és 44 emberpar van, a 3.-ban 12 isten-ember pér és 38
ember-ember pér, a 4.-ben 24 félisten-ember par és 26 ember-ember par van, ekkor az 5. generacioban
48 negyedisten és 52 ember lesz.
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