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E1l. Egy tarsasag egy szobaban az alabbi jatékot jatssza: 00-t6]l 99-ig mondjak sorban a szamokat, felvaltva mindenki
egyet, am minden szam helyett csak az egyik szamjegyét mondjak. (A szamok sorban 00, 01, 02, ..., vagyis az egyjegyd
szamokra is kétjegytiként tekintenek, aminek az els§ jegye 0.) Tehat példaul kezdddhet igy a szamolas: 0, 1, 2, 0, 4, 0, 6,
7,8,9,1,1,2, 1,1, 5,6, 1, 8, 1, 0, 2, stb. Ha elérik a 99-et, akkor utdna az elejérsl, 00-t6l folytatjak tovabb. Peti egy
ponton belépett a szobaba, és egy ideig hallgatta, hogy milyen szamjegyeket sorolnak. R6vid gondolkodas utan rajott,
hogy hol tartanak a szamolasban. Legkevesebb hény szamjegyet hallott Peti?
Megoldas: Petinek legaldbb harom szamjegyet kellett hallania, hogy kitalalja, hogy hol tartanak a
szamolasban. ElGszor lassuk be, hogy kettd biztosan nem elég. Legyen a két hallott szamjegy a és b.
Ha a = b, akkor az a. tizesen beliil barhol tarthat a szamolas. Ha b = a + 1 (agy tekintve, hogy
9+4+1=0), akkor a,a + 1 és a 10 + a,10 4 (a + 1) is lehetett a szampar. Ha a # b és a # b — 1, akkor ez
megtorténhetett Ggy is, hogy a az els szam tizes helyiértékén allo szamjegye, b pedig a masodik szam
egyes helyiértéken allo szamjegye vagy forditva (a az elsé egyese, b a masodik tizese). Ezek a szamparok
tényleg léteznek, annyit kell meggondolunk, hogy valdéban kiilonboznek. Ez viszont igaz, mert az elsd
szampérban az els6 szam tizes helyiértéken a all, a mésodik szdmparban viszont az els§ szam tizes
helyiértéke csak b — 1 vagy b lehet, mert a néla eggyel nagyobb szamnak b a tizese (az megtorténhet,
hogy tizes atlépés tortént a két szam kozott).

Ha harom szamjegyet hallott, az megtorténhet, hogy elég, hiszen pl. az 1, 5, 3 esetén az els6 két
szamjegybdl kitalalja, hogy csak a 14, 15 vagy 51, 52 szampéarokroél lehet sz6, és a harmadik szdmjegy
ismeretében tudni fogja, hogy az 51, 52, 53-nél tart a szdmolés.
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E2. Egy 100 f8s gérog faluban eredetileg 12 f8isten és 88 ember lakott, 6k az elsé generacio. A fSistenek 100%-ban, az
emberek 0%-ban istenek. Minden generacioban 50 par alakult Ggy, hogy mindenkinek pontosan egy parja volt. Minden
parnak lett 2 gyereke, 6k alkotjak a kévetkezd, szintén 100 tagbol all6 generaciot. Minden leszarmazott istenségi szazaléka
a két sziilGje istenségi szazalékainak az atlaga. (Példaul egy 25%-ban isten és egy 12,5%-ban isten gyerekei 18,75%-ban
istenek.

a) Mely)ik az a legkorabbi generacié, amiben eléfordulhat az, hogy ugyanannyi 100%-ban isten van, mint ahany 0%-ban
isten?

b) Legfeljebb hany olyan tagja lehet az 5. generacionak, aki legalabb 25%-ban isten?

Megoldas: A 100%-ban isteneket isteneknek, a 0%-ban isteneket embereknek, mindenki méast részben
istennek fogok hivni.

a) Egy generaciorol a kovetkezore lépve az emberek szamanak és az istenek szamanak kiilonbsége
mindig legfeljebb a (sziilsk kozti) részben istenek szaméaval csokken. Ha két ugyanolyan (ember, részben
isten, isten) a sziil§, akkor a gyerekeik is ugyanilyenek lesznek, ez nem véltoztat az emberek és istenek
kiilonbségén a kdvetkezs generacidban. Ha egy isten és egy ember a két sziil§, akkor a kiilonbség szintén
nem valtozik, mivel két részben isten gyerekiik lesz. Ha egy részben isten és egy ember vagy egy részben
isten és egy isten a sziilg, akkor nekik két részben isten gyerekiik lesz, ekkor 1-gyel csokken, illetve né az
emberek és istenek szamanak kiilonbsége. Ezért az egész generaciot nézve legfeljebb a részben istenek
szamaval csokkenhet az istenek és emberek szamanak kiilonbsége.

Az 1. generacioban nincsenek részben istenek, a 2. generdcidéban csak a 12 isten Osszesen legfel-
jebb 24 gyereke lehet részben isten, a 3. generaciéban a 12 isten Osszesen legfeljebb 48 unokaja lehet
részben isten. Eredetileg 88 — 12 = 76 az emberek és istenek szamanak kiilonbsége, ez a kovetkezs 3
generaciéban legfeljebb a részben istenek szaméval, dsszesen 0 + 24 + 48 = 72-vel csokkenhet, vagyis a
4. generacidban is legalabb 76 — 72 = 4 az emberek és istenek szamanak kiillonbsége. Azaz legkorabban
az 5. genericidban lehet ugyanannyi isten és ember. Ez lehetséges példaul ugy, hogy az 1. generaciéban
12 isten-ember par és 38 ember-ember par, a 2.-ban 24 félisten-ember par és 26 ember-ember par van,
a 3.-ban 48 negyedisten-ember péar és 2 ember-ember par van, a 4.-ben 4 nyolcadisten-ember és 46
nyolcadisten-nyolcadisten par van. Igy az 5. generacioban 92 nyolcadisten és 8 tizenhatodisten lesz,
vagyis ugyanannyi (0) ember és isten van ebben a generaciéban.

b) A sziil6k istenszazalékainak Osszege megegyezik a gyerekeik istenszazalékainak osszegével, mivel
egy parnak két gyereke van és mindkettejiik szézaléka a sziil6k szazalékainak atlaga. Mind az 50 csalad-
ban teljesiil ez, igy a gyerekek generacid¢jdban mindig ugyanannyi az istenszazalékok Gsszege, mint a
sziileikében. Igy minden generacioban ugyanannyi ez a szam. Az elsé generacioban 12-100+88-0 = 1200
az istenszézalékok Osszege, igy minden generdciéban ennyi. Igy az 5. generacioban nem lehet 49 vagy
tobb legalabb 25%-ban isten, mivel akkor ez az Osszeg legalabb 49 - 25 = 1225 > 1200 lenne, ami nem
lehetséges. Igy legfeljebb 48 legalabb 25%-ban isten tagja lehet az 5. generacionak, ez lehetséges is:
példaul az els6 két generacidban 6 istenpar és 44 emberpar van, a 3.-ban 12 isten-ember pér és 38
ember-ember pér, a 4.-ben 24 félisten-ember par és 26 ember-ember par van, ekkor az 5. generacioban
48 negyedisten és 52 ember lesz.
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E3. Pitagorasz rajzolt néhany pontot a sikra,
és ezek kozll néhany part Osszekotott egy sza- ® ® ® ® ®
kasszal. Ezek utan Tortillagorasz minden pont
mellé akar irni egy pozitiv egész szamot ugy,
hogy két leirt szam koziil pontosan akkor osztja ® 4 4 4 ®
az egyik a maésikat, ha olyan pontok mellé irta
Gket, amiket Pitagorasz 6sszekotott. Meg tudja-
e ezt tenni Tortillagorasz az alabbi rajzok es-
etében?

A b) részben az egy sorban vagy oszlopban lévd, de nem szomszédos csucsok nincsenek dsszekdtve.

Megoldas:

Jelolje az = csucsra irt szamot k(x)

a) Valasz: Nem lehet.

Tegyiik fel indirekt, hogy tudunk a pontokra szamokat irni, hogy a szomszédos pontokon 1évé
szamok kozill az egyik ossza a maésikat. Ekkor irdanyitsuk meg a szakaszokat tgy, hogy ha egy a,b
pontparra k(a) | k(b) , akkor az (a,b) él b felé legyen iranyitva.

Az abran egy 9 oldali sokszog szerepel, ekkor viszont kell lennie két szomszédos szakasznak, melyek
mindketten ugyanabba az irdnyba mutatnak. Ez viszont azt jelenti, hogy létezik harom 3 egymaést
kévets pont a, b, ¢, amire k(a) | k(b), és k(b) | k(c). Ebbol kovetkezik, hogy k(a) | k(c). Vagyis talaltunk
3 pontot, hogy barmely két cstucs kozott van szakasz, vagyis van az dbrédn egy haromszog. Viszont az
abran lathatéan nincs haromszog, vagyis ellentmondasra jutottunk.

b) Valasz: Lehet.

Koordinatazzuk meg a pontokat gy, hogy ha egy pont koordinataja (x,y), akkor az balrol z-edik
oszlopban és alulrél a y-adik sorban van.

Elgszor irjunk minden pontra paronként kiilonb6zé primeket. Az x pontra irt primet jellje p(x)
Ezutan vegyiik azokat a pontokat, melyeknek a koordinatalsszege péros, és az ezeken a pontokon
szerepld szamokat szorozzuk meg a veliik szomszédos szamokkal, és irjuk fel ezeket a szamokat. Ez egy
j6 konstrukci6 lesz, mert:

Ekkor ha a, b két paratlan koordinatadsszegii pont, akkor k(a) és k(b) koziil egyik sem oszthatja a
maésikat, mert mindkét szam egy-egy prim, melyek kiilonbozéek.

Két paros koordinataja a,b pontra k(a) és k(b) koziil egyik sem lehet a masiknak osztoja, mert
kezdetben mindkét ponthoz rendeltiink egy-egy kiilonbozs primet, p(a), p(b)-t, de mivel a két pont nem
szomszédos, ezért p(a) t k(b) és p(b) 1 k(a), igy k(a) 1 k(b) és forditva.

Egy péaros koordinatadsszegii a és egy paratlan koordinata Gsszegi b pontra, mikor lehet k(a) és
k(b) koziil egyik osztoja a masiknak? k(a) primfelbontasaban szerepel p(a), valamint a szomszédaira
irt primek. Ez azt jelenti, hogy k(a)-nak van legalabb 2 primosztoja, mig k(b) prim, ezért csak egy
primosztdja van, vagyis k(a) t k(b). Viszont, ha k(b) | k(a) pontosan akkor lehet, ha p(b) = k(b)
szerepel primosztoként k(a) felbontésédban, vagyis ha a és b szomszédosak voltak, és pont ezt akartuk
belatni.
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E4. Adott az O kdzépponti k kor, melynek AB egy atmérdje. Legyen C tetszéleges pont a k korén, mely kiilonbozd
A-tol és B-t6l. Jelolje D azt a pontot, melyre O, B, D, és C egy paralelogramma négy cstucsa ilyen sorrendben. Legyen
a BD egyenes és k metszéspontja E, illetve az O AC' haromszog magassagpontja F. Bizonyitsatok be, hogy O, D, E, C
és F' pontok mind egy korre illeszkednek.

Megoldas:

\ C/ D/

X
\

Thalesz tételének megforditasa miatt elég belatni, hogy az F'D szakaszbol az O, E, C pontok
derékszogben latszanak, hiszen ekkor mind az 6t pont rajta van az F'D atmér6ji koron.

Tudjuk, hogy AF magassagvonal az AOC haromszogben, igy AF merdleges CO-ra. De mivel
OC DB paralelogramma, ezért CO és DB parhuzamosak, vagyis DB is mer&leges AF-re. De ahogy
DBE kollinearis, ugy a Thalesz-tétel megforditdsa miatt AEF is kollineéris. Ez pedig azt jelenti, hogy
a DEF szog tényleg derékszog.

Tudjuk, hogy CF magassagvonal az AOC haromszogben, igy C'F mer6leges AO-ra. De mivel
OC DB paralelogramma, ezért AO és C'D parhuzamosak, vagyis C'D is mergGleges C' F-re. Fz pedig azt
jelenti, hogy DCF' szog tényleg derékszog.

Mivel OB és OC hossza is a kor sugara, igy azonos hossztiak. Viszont ekkor OC' D B olyan paralelol-
gramma, hogy a szomszédos oldalak azonos hossztak, tehat OC D B rombusz. Neki az 4t16i merdlegesek
egymasra, tehat BC és OD mer6legesek. Mivel AB atmérd k-ban, ezért BC meréleges AC-re is, tehét
AC és OD péarhuzamosak. Viszont F'O magassagvonal az AOC haromszégben, ezért F'O mersleges
AC-re. Ekkor viszont AC és OD parhuzamossiga miatt F'O meréleges O D-re is, vagyis DOF is derék-
sz0g. Ezzel pedig mindharom merdlegességet belattuk, amivel befejeztiik a bizonyitast.
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E5. Legyen n > 3 egy egész szam. Zsofi gondolt n darab kiilénbdzs valds szamra, majd leirta azokat a szamokat,

amelyeket el tudott allitani két kiilonb6z6 gondolt szam szorzataként. Legfeljebb hany kiilonb6z6 pozitiv primszam lehet
a lefrt szamok kozott (n-t6l fliggden)?

Megoldas: Jelolje A azoknak a szamoknak a halmazat, amire Zsofi gondolt, B pedig azon szidmok
halmazat, amelyeket el6 tudott allitani két kiilonb6z6 A-beli szam szorzataként. Vegyiik a B halmaz
pozitiv prim elemeit, és mindegyik p € B primhez jeloljiink ki egy (z,y) part az A halmazbol, melyre
xy = p. Ezutan vegyiik a kovetkezs grafot: legyenek a cstucsai az A halmaz elemei, és x és y cstcsa
ko6zott pontosan akkor fusson él, ha (z,y) egy, az el6bb kijelolt par. A tovabbiakban ezt a grafot G-vel
fogjuk jelolni. Nyilvan G-nek éppen annyi éle lesz, ahany eleme B-nek, hiszen B minden eleméhez
talalunk pontosan egy élet G-ben, mely annak az elemnek felel meg.

Egy grafban sétanak neveziink cstucsok és élek egy valtakozo sorozatat (amely csicesal kezdddik és
csticesal ér véget), melyre barmely szomszédos él-cstics parra igaz, hogy az adott él az adott csicsbol
fut ki. Zartnak neveziink egy sétat, ha a kezdd és a végesiucs megegyezik. A séta hossza pedig legyen a
séta soran hasznalt élek szama (vagyis minden élt annyiszor szamolunk, ahanyszor végigmentiink rajta
a séta soran).

Azt allitjuk, hogy G-ben nincs olyan péros hosszi zart séta, melynek van olyan éle, amin csak
egyszer mentink végig. Tegyiik fel indirekten ugyanis, hogy létezik ilyen, és legyenek ennek a sétanak
a csucsai rendre ¢, ¢1, ¢ . . . Can, ahol ¢y = ca,. Legyenek tovabba xg, 21, x3 . .. X2, rendre azok az A-beli
szamok, melyek a cg, c1, ca . .. cay, csicsokhoz tartoznak (igy xo = xa,). Mivel ¢;ciq1 él a G gratban, igy
z; - 41 prim minden 0 < i < 2n-re. Vegyiik az Hfﬁl x; szorzatot. Ezt fogjuk kétféleképpen felirni:

2n n n—1
H$i = szzel c X2 = H T2+ T2541-
=1 =1 =0

Mivel tudjuk, hogy x; és ;41 szorzata mindig prim, igy [[\" | zoi—1 - z2; és H?;Ol To; * Tojrl 1S N
darab (nem feltétleniil kiilonb6z6, hiszen a séta soran akar tobbszor is léphettiik ugyanarra az élre)
prim szorzata. Azonban feltettiik, hogy van olyan éle a zart sétdnak, amelyen csak egyszer mentiink
végig, igy az a prim csak az egyik szorzatban fog szerepelni. Ez azonban ellentmond a szdmelmélet
alaptételének, hiszen ezzel a primmel az egyik szorzat oszthatd, a masik viszont nem.

Most be fogjuk latni, hogy G-nek legfeljebb n éle lehet. Bebizonyitjuk ugyanis, hogy ha G tartalmaz
legaldbb n + 1 élet, akkor tartalmaz olyan péaros hossza zéart sétat, amelyben van olyan él, amin csak
egyszer mentiink végig. Tegyiik fel tehat indirekten, hogy G-nek legalabb n + 1 éle van. Ekkor vegyiik
egy olyan Osszefiiggdségi komponensét, melyben legalabb eggyel tobb él van, mint cstcs. Ilyet mindig
taldlunk, hiszen méskiilonben minden 6sszefliggGségi komponensben legfeljebb annyi él van, mint ahany
cstcs, ekkor azonban az egész G gréfra is igaz lenne, hogy legfeljebb annyi éle van, mint ahany csticsa.
Igy feltehets, hogy G Osszefiiggs.

Az vilagos, hogy G nem tartalmaz paros hosszi kort, hiszen ekkor ennek az élei mentén végigmenve
péros hosszi zart sétat kapnank, melynek minden élén egyszer megyiink végig. Mivel azonban G-nek
tobb mint n — 1 éle van, igy tartalmaz kort (ismert ugyanis, hogy az n csicst kérmentes Osszefiiggd
egyszer( grafoknak pontosan n — 1 éle van). Legyenek ennek a kornek a cstcsai g, c1,¢2. .. ¢, ahol
co = c¢p. Toroljik a grafbol a cocq élet. A kornek tetszileges élét elvéve G tovabbra is Osszefliggs
marad, és még mindig tobb mint n — 1 éle lesz, vagyis taldlunk egy masik kort. Legyenek ennek a
csicsai bg, by ... bg, ahol by = bi. Mivel G a coc; €l torlése utén is Osszefiiggd maradt, igy talalunk
egy sétat co és by k6zott, legyenek ennek csicsai ¢g = ag, a1, .. .a, = by. Mivel tudjuk, hogy G nem
tartalmaz paros kort, igy n, k paratlan. Vegyiik a kovetkez§ zart sétét:

Co,Cl...Cn:COZCL(),(Il...am:bo,bl...bk:bozam,amfl,...CLo:Co.
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Az egyrészt vilagos, hogy ez valdban egy zéart séta, masrészt éppen n +m + k + m élet tartalmaz,
igy paros hosszu. Tudjuk, azonban, hogy a cgc; élen csak egyszer mentiink végig a séta sorén, hiszen a
mésodik kor, és a két kort 0sszekots utat is egy olyan grafbol vettiik, amelybdl mar toroltiik coer-et.
Igy valoban egy olyan paros hosszt zart sétat kaptunk, amelynek van olyan éle, amin csak egyszer
mentiink végig, ami azonban nem lehetséges.

Ezzel belattuk, hogy G-nek legfeljebb n éle lehet, igy a B halmaz nem tartalmazhat tobb, mint n
elemet. Nem maradt méas hatra, mint konstrualni egy A halmazt gy, hogy a hozz4 tartozoé B legalabb
n elembdl alljon.

Legyenek pi,po...p, az els6 n darab prim felsorolasa. Legyenek A elmei a kévetkezdk: xp =

v %2,:02 = ¥ %3 valamint 3 = 7%. Innents] rekurzivan definialjuk A halmaz tovabbi elemeit:
legyen n — 1 > k > 3 esetén xp4q = 2 ’;Ezl (Mivel semelyik z sem 0, igy a rekurziv formula valéban

értelmes). Igy az xo- 23, 2371, 21 - 2 valamint @3- 24,24 -5 . .. 2,1 - T, SzOTZAtOk éppen a py,pa ... Pn
primek, vagyis legfeljebb n kiilonb6z6 pozitiv prim szerepelhet a B halmazban.
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