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E+1. Hatarozzatok meg azokat a pozitiv egész n szamokat, melyekre |/n| + {ﬁJ > 2¢/n.

Egy k valds szamra |k] a k szdm egészrészét jeloli, azaz a legnagyobb egész szamot, amely nem nagyobb k-ndl.

Megoldas:
Valasz:
Az x(x + 1) és x(x + 2) alaki szamok, ahol z tetszGleges pozitiv egész szam.

Indoklas:
Jeloljiik | /1 |-t s-sel, s pozitiv egész szam. Ekkor s < /n < s+1,igy s> <n < (s+1)2 =52 +2s+1.
Mivel n és s egész szamok, ebb6l n < s% + 25 = s(s +2), igy s2 < n < s(s + 2). LT;%JJ = |%]. Azon n

pozitiv egész szamokat keressiik, amelyekre s + [ 2] > 2y/n. Két eset van aszerint, hogy s osztja-e n-t.

Amennyiben s osztja n-t, s> <n < s(s + 2) miatt n = 52, n = s(s + 1) vagy n = s(s + 2). Ezek koziil
az elsére \/n = s = |/n]| = LL\%JJ’ igy [/n]+ Lﬁj = 2y/n, egyenlGség van. Ha n = s(s+ 1), |/n]
valoban s és | 7 | = {s(sjl)J =s+ 1. Ekkor [n| 4[] =s+(s+1)=2s+1= VAsZ +4s+1
6s 2\/n = V4s? + 4s, igy [/n] + Lﬁj > 2y/n az s(s+ 1) alaki szamokra, ahol s pozitiv egész szam.
Ha n = s(s+ 2), [v/n] valoban s és sl = LS(S;FZ)j = s+ 2. Ekkor |/n] + L) =5+ (s+2) =
25 +2 = /452 + 85 + 4 és 2¢/n = /452 + 8s, igy |\/n] + Lﬁj > 2y/n az s(s+ 2) alaka szamokra is,

ahol s pozitiv egész szam. (Mindkét esetben hasznaljuk, hogy pozitiv valés szamok koziil az a nagyobb,
amelyiknek a négyzete nagyobb.)

Amennyiben s nem osztja n-t, s < n < s(s + 2) miatt s> < n < s(s+1) vagy s(s+1) < n < s(s+2).
Az els6 esetben {ﬁj = |2 = s, igy [Vn] + {ﬁj = s+ s = 2s, mig s* < n. Ekkor s < /n,
tehat |v/n| + A7) =25 < 2y/n. A masodik esetben L) = 5] = s+ 1, fay lVn] + LAl =
s+ (s+1) =2s+1, mig s + s < n miatt (s +0,5)? = s> + s+ 0,25 < n, ugyanis s> + s és n is egész
szamok. Ekkor s + 0,5 < y/n, tehat [/n] + Lﬁj =25+ 1 < 2y/n. Igy ha s nem osztja n-t, a jobb
oldal, 2/n a nagyobb.

Osszefoglalva s helyett z-szel és y-nal megfogalmazva, pozitiv egész n-re |/n]+ Lﬁj > 2./n pontosan

akkor teljestil, hogyha n = z(x + 1) valamely x pozitiv egész szamra vagy n = y(y + 2) valamely y
pozitiv egész szamra.
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E+2.

Egy G grafot nevezziink osztdsnak, ha lehet a csticsaira tgy paronként kiilonb6zé pozitiv egész szamokat irni,

hogy barmely két csicsra teljesiiljon az, hogy pontosan akkor osztéja az egyik a masiknak, ha G-ben él fut kozottiik.
Mely szabdalyos testek élgrafjai osztosak?

tetraéder hexaéder oktaéder

N

dodekaéder ikozaéder

Megoldas: Fogalmazzuk at a feladatot iranyitott grafokkal foglalkozé feladatta! Egy véges graf pon-

tosan

akkor osztos, ha lehet az éleit tgy iranyitani, hogy az pontosan egy részbenrendezett halmaz

relacidit mutassa be. Az els§ megfigyelésiink az, hogy nem lehet egy legaldbb 5 hossziisdgi parat-
lan kor feszitett részgrafként egy osztés grafban, hiszen ekkor lenne két egymaést kovets él ugyanarra
iranyitva, amibdl a tranzitivitds miatt kovetkezne egy harmadik, a korben nem szerepld él.

Most egyesével megvalaszoljuk az eseteket:

Tetraéder: A cstucsokra kiilonb6z8 kettGhatvanyokat irva kaphatunk egy konstrukeiot.

Hexaéder: Ez egy paros graf, osszuk a cstucsokat két osztalyba dgy, hogy az osztalyokon beliil
ne fusson él. Az egyik osztalyba tartozo négy csicsra irjunk négy kiillonbo6z6 primszamot, a mésik
osztalyban pedig minden csticsra keriiljon annak a harom primnek a szorzata, amelyekhez tartozé
cstccsal 6ssze van kotve.

Oktaéder: Ha az oktaédert a cstcsara allitjuk, akkor a kozéps§ szinten van egy négyzet, alatta
és felette pedig egy-egy tovabbi cstuics. A négyzetet ki tudjuk télteni példaul rendre a 2,12, 3,18
szamokkal. A maradék két cstcsra irjunk 36 - 5 = 180-at és 36 - 7 = 252-t. Igy a kizéps6 szinten
1évé minden szam osztani fogja az alsG és fels§ csticsokon allo szémot, de azok egymést nem.

Dodekaéder: Ezt nem lehet kitolteni, mert egy lapjat hatarold 5 csics egy Otszoget alkot
feszitett részgrafként.

Ikozaéder: Az ikozaéder grafja sem osztés, mert az egyik csiics 5 szomszédja ismételten egy
Otszoget alkot feszitett részgrafként.
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E+3. Legyen n > 3 egy egész szam, valamint A a valés szamok egy n elemt részhalmaza. Jeldlje B azon valos

szamok halmazat, amelyek elGallnak x - y alakban, ahol x,y € A és x # y. Legfeljebb hany kiilonb6z8 pozitiv primszam
szerepelhet a B halmazban (n-t6l fliggGen)?

Megoldas: Vegyiik a B halmaz prim elemeit, és mindegyik p € B primhez jeloljiink ki egy (z,y)
part az A halmazbdl, melyre xy = p. Ezutan vegyilik a kovetkezs grafot: legyenek a csicsai az A
halmaz elemei, és x és y cstcsa kozott pontosan akkor fusson él, ha (x,y) egy, az elbb kijelolt par. A
tovabbiakban ezt a grafot G-vel fogjuk jeldlni. Nyilvin G-nek éppen annyi éle lesz, ahany eleme B-nek,
hiszen B minden eleméhez taldlunk pontosan egy élet G-ben, mely annak az elemnek felel meg.

Azt allitjuk, hogy G-ben nincs olyan péros hosszi zart séta, melynek van olyan éle, amin csak
egyszer mentiink végig. Tegyiik fel inderekten ugyanis, hogy 1étezik ilyen, és legyenek ennek a sétéanak
a csdcsai rendre ¢, €1, Ca . . . Can, ahol ¢g = cay,. Legyenek tovabba xg, x1, T3 . .. x2y, rendre azok az A-beli
szamok, melyek a cg, c1, ¢a . .. cap, csicsokhoz tartoznak (igy zg = xay,). Mivel ¢;ci41 €l a G grafban, igy
Zi - i+1 prim minden 0 <7 < 2n-re. Vegyiik az H?21 x; szorzatot. Ezt fogjuk kétféleképpen felirni:

2n n n—1
Hﬂfz‘ = H«T2i—1 c T2 = H X2 * L2+1-
i=1 i=1 =0

Mivel tudjuk, hogy x; és x;41 szorzata mindig prim, igy H?:l Toi_1 * To; €S H?z_ol T9; - T2i41 18 N
darab (nem feltétleniil kiilonboz6, hiszen a séta soran akar tobbszor is léphettiik ugyanarra az élre)
prim szorzata. Azonban feltettiik, hogy van olyan éle a zart sétanak, amelyen csak egyszer mentiink
végig, igy az a prim csak az egyik szorzatban fog szerepelni. Ez azonban ellentmond a szamelmélet
alaptételének, hiszen ezzel a primmel az egyik szorzat oszthatd, a masik viszont nem.

Most be fogjuk latni, hogy G-nek legfeljebb n éle lehet. Bebizonyitjuk ugyanis, hogy ha G tartalmaz
legalabb n + 1 élet, akkor tartalmaz olyan paros hosszi zart sétat, amelyben van olyan él, amin csak
egyszer mentiink végig. Tegyiik fel tehat indirekten, hogy G-nek legalabb n + 1 éle van. Ekkor vegyiik
egy olyan Osszefliggdségi komponensét, melyben legalabb eggyel tobb él van, mint csiics. Mivel ilyet
mindig talalunk, feltehets, hogy G Osszefiiggs.

Az vilagos, hogy G nem tartalmaz paros hosszu kort, hiszen ekkor ennek az élei mentén végigmenve
paros hosszi zart sétat kapnank, melynek minden élén egyszer megyiink végig. Mivel azonban G-nek
tobb, mint n — 1 éle van, igy tartalmaz kort. Legyenek ennek a kornek a cstcsai cg, c1,co ... c,, ahol
co = c¢p. Toroljik a grafbol a cocq élet. A kornek tetszGleges élét elvéve G tovibbra is Osszefliggs
marad, és még mindig tobb mint n — 1 éle lesz, vagyis taldlunk egy masik kort. Legyenek ennek a
csicsai bg, by ... bg, ahol bg = bi. Mivel G a coc; él torlése utén is Osszefiiggd maradt, igy talalunk
egy sétat co és by kozott, legyenek ennek csicsai ¢g = ag, a1, ... a, = by. Mivel tudjuk, hogy G nem
tartalmaz paros kort, igy n, k paratlan. Vegyiik a kovetkez§ zart sétét:

Co,Cl...Cn:COZCL(),al...am:bo,bl...bk:bozam,amfl,...a():CO.

Az egyrészt vildgos, hogy ez valoban egy zart séta, masrészt éppen n +m + k + m élet tartalmaz,
igy paros hosszu. Tudjuk, azonban, hogy a cgc; élen csak egyszer mentiink végig a séta sorén, hiszen a
méasodik kor, és a két kort Osszekots utat is egy olyan grafbol vettiik, amelybdl mar toroltiik coer-et.
Igy valoban egy olyan paros hosszi zart sétat kaptunk, amelynek van olyan éle, amin csak egyszer
mentiink végig, ami azonban nem lehetséges.

Ezzel belattuk, hogy G-nek legfeljebb n éle lehet, igy a B halmaz nem tartalmazhat tébb, mint n
darab prim elemet. Nem maradt més héatra, mint konstrualni egy A halmazt tgy, hogy a hozza tartozo
B legalabb n prim elemet tartalmazzon.

Legyenek pi1,ps2...pn az els6 n darab prim felsorolasa. Legyenek A elemei a kovetkezsk: x; =

/P3P2 _ /P1p3 - _ /P12 » . A1 J .
N I valamint x3 = Y/ Innentdl rekurzivan definidljuk az A halmaz tovabbi elemeit:
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P 221 (Mivel semelyik zj sem 0, igy a rekurziv formula valéban

értelmes). Igy az xo- 23, 23 -1, 21 - 2 valamint @3- 24,24 -5 . .. 2,1 - T, sz0rzatok éppen a py,pa ... Pn
primek, vagyis legfeljebb n kiilonb6z6 pozitiv prim szerepelhet a B halmazban.

legyen n — 1 > k > 3 esetén xp41 =
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E-+4. Adott egy 0° < ¢ < 180° sz0g, és egy korlemez. Egy hangya a korlemez egy belsé pontjabol indul, valamilyen
irAnyban egyenesen haladva. Ezek utan a kovetkezGképpen mozog: mindig egyenesen mozog, amig el nem éri a lemez
szélét. Ekkor ¢ szoget fordul az oramutato jarasaval megegyezs irdnyban. Amennyiben ez az Gj irany nem a lemez belseje
felé mutat, ajbol fordul ¢ szoget, és ezt egészen addig ismétli, amig a lemez belseje felé nem néz. Ezek utdn ebbe az
iranyba folytatja az utjat. Mely ¢ szogek esetén igaz, hogy a hangya minden indulési pozici6é és irany esetén visszaér
Megoldas: A valasz az, hogy kizarolag ¢ = 90° és ¢ = 180° esetén esetén ér a hangya mindig vissza
az indulasi pozicidjaba. A méasodik esetben amint utja soran elGszor eléri a korlemez szélét, ugyanazon
a huron, amin addig kozlekedett, indul el visszafelé, igy miel6tt méasodszorra elérné a lemez szélét,
visszaér barmilyen indulési pozicié és irany esetén. Amennyiben ¢ = 90°, két esetet kiilonboztetiink
meg az alapjan, hogy egyszer vagy kétszer fordul, mikor elGszor ér a lemez szélére. Tébbszor nem
fordulhat, mivel a masodik fordulasanél abba az iranyba, amerrdl érkezett, tovabbindulna, hiszen az a
lemez belseje felé mutat.

Az els6 esetben vegyiik azt a korlemezbe irt téglalapot, melynek oldala az a hir ami az indulasi
iranyaval parhuzamos és tartalmazza az indulési helyét. Ekkor a hangya az utja soran csak és kizarolag
ennek a téglalapnak az oldalain mozoghat, hiszen az indulasnal igy kozlekedik amig a lemez szélét
el nem éri, és ott 90° vagy 180°-t fordul az éramutatd jarédsanak megfelels irdnyba, ezért az j hir,
amin mozogni fog, is oldala annak a téglalapnak. Viszont az els§ csics elérése utdn negativ koriiljarasi
irdnyba fog haladni a téglalap cstucsain, igy vissza fog érkezni az indulasi helyére. A masodik esetben
az els6 fordulésa utan visszaér szintén.

Kovetkezének belatjuk, hogy ha ¢ nem 90° vagy 180°, akkor van olyan indulési pozici6 és irény,
hogy a hangya soha nem ér vissza az indulasi pozici6jaba. Ezt indirekt modon tessziik: tegyiik fel hogy
egy ilyen ¢-re minden indulasi pozicié és irAny esetén visszaér a kezdd§ pozicidjaba.

Vegyiik észre, hogy egyméastol kiillonbozs hurok legfeljebb egy pontban metszik egymast és hogy
egy hiron megszamlalhatatlanul végtelen sok pont van és hogy a hangya altal bejart hirok megszam-
lalhatéan sokan vannak. Egy indulasi pozici6 és iranyt ha ki tudnank vélasztani, ahol nem jarna 1jbol
ugyanazon a haron a hangya t6bbszor, akkor az induléasi hiiron lenne pont, amit t6bbszor nem érintene,
igy az indirekt feltevéslinknek ellent mondana. Tehat a feltevésiink alapjan erre a (-re minden indulési
pozici6 és irany esetén a hangya az ttja soran valamikor visszatér ugyanarra a hurra.

Mivel végtelen sokszor visszatér az indulasi harra, lesz kett6 olyan eset, amikor ugyanolyan iranyban
halad rajta végig. Az altalanossag megszoritasa nélkiil tegyiik fel hogy az n. harként jar tjra elGszor az
indulasi hiron a hangya, és hogy ekkor ugyanolyan irdnyban halad rajta végig mint eredetileg. Ekkor
lathato, hogy az (n + k). har amin jar egyezik az (1 + k). harral amin jar, hiszen ugyanazon a htron
jarva mindig ugyanarra a hurra fog attérni kovetkezének. Viszont emiatt mindig mikor az els§ hurra
visszatér, ugyanarrol az elStte 1évé hirrol tér vissza az ttja soran. Igy ha tudunk mutatni egy olyan
mésodik hiart, amire két lehetséges indulési hirrél is tudna a hangya kozvetlen attérni, ellentmondésra
jutunk, hiszen azok koziil legfeljebb az egyiken jarhat a hangya djra (azon, amelyik a masodik huarrol
indul6 ciklusban az utolso), viszont a maésikrol indulasi harrél kiindulva a ciklusba keriiliink és igy
t6bbszor nem jarunk azon az indulasi haron.
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A lemez szélének egy tetszileges pontjabol htizzuk be az érintét és arra mérjiik fel az dbran lathatod
szogeket, ahol €, megfelelGen kicsi. Az abra hasonléoan fog kinézni mint az itt szerepls (kivéve hogy a
szaggatott és a vektor hurok egyezhetnek illetve szerepelhetnek mas relativ sorrendben) amennyiben
© — €y, €y €s @ pozitivak és €, + ¢ < 180°. Példaul £, = min (%, %) mukodik. Ez esetben lathato,
hogy akar a szaggatott vonallal jelzett, akar a sima vonallal jelzett harrél indul el a hangya a valasztott
pont felé, mindkét esetben a vektorként szerepld hiiron fog a lemezen beliil toviabbhaladni kévetkezének.
Ellentmondasra jutottunk, ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés: Az indirekt gondolatmenet 90°-ra azért nem miikddik, mert ez az eset amikor a szag-
gatott vonallal és a vektorként szerplé hirok megegyeznek, avagy amikor az indulasi huron egybdl
visszafordul a hangya és visszaér. Azaz a fentebbi indoklasban az induléasi har, amirsl t6bbszor nem
tér at kozvetlen a masodik hurra, megegyezik a masodik hurra. Ez azonban csak akkor torténik meg

ha 2¢ = 180°.
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E+5. Az ABC hegyesszogii haromszogben legyen D, E és F rendre az A, B és C cstcsbol induld magassagvonal
talppontja. Jelolje A’, B’ és C’ rendre az A, B és C csticsok merdleges vetiileteit az EF, F'D és DE egyenesekre. Tovabba
legyenek a DB'C’, EC'A’ és FA' B’ haromszogek magassigpontjai rendre a Hp, Hr és Hp pontok. Mutassitok meg,

hogy
HpB?+ HgC? + Hp A®> = HpC? + Hp A% + Hr B2

Megoldas: Készitsiink abrat. Jelolje H a DEF héromszog magassagpontjat. Azt fogjuk els6ként
belatni, hogy HHp | BC, HHg 1 CAés HHr 1 AB.

A

c

Logikai szimmetria miatt elég belatnunk, hogy HHp L BC. Jeldlje M a BC oldal felez&pontjat.
Megmutatjuk, hogy a B'C' EF négyszog Miquel-pontja, azaz a (DB'C"), (DEF) korok mésodik met-
széspontja éppen M. Ismert, hogy egy haromszog Feuerbach-kore 4tmegy a magassigok talppontjain,
illetve az oldalak felez6pontjain, tehat a (DEF') kor valoban atmegy M-en. Most jelolje O az (ABC)
kor kozéppontjat. Belatjuk, hogy a BB’,CC’ egyenesek O-ban metszik egymast. Ismét logikai szim-
metria miatt elég belatni, hogy a B, B’, O pontok egy egyenesen vannak, ami ekvivalens azzal, hogy
DBB'< = CBO<«. Mivel az ACDF huarnégyszog, a keriileti és kozépponti szogek, illetve a hirné-

180° —2BA
gyszogek tétele miatt DBB'<t = 90° — B'DB< = 90° — FDB< = 90° — BAC< = 50 sl =
180° — BOC'«q 2
—y = CBO<, hiszen BO = CO. (Az utébbi allitas agy is igazolhato, hogy mivel az ACDF

egy hurnégyszog - azaz az AC, DF egyenesek antiparallelek - és a BO, BH' egyenesek izogonalisak,
ahol H' az ABC héaromszog magassagpontja, igy BH' | AC = BO 1 DF). Tehat B’ és C' is
rajta van a DO atmérdji koron, amirdl viszont tudjuk, hogy atmegy M-en, hiszen O rajta van a BC
szakasz felez6merdlegesén.

Ismert, hogy egy K magassagpontid haromszoghben a P pont Simson-egyenese felezi a PK szakaszt.
Igy mivel M rajta van a (DB'C’),(DEF) korokon, az M pont tiikorképei a DE, DF egyenesekre
rajta lesznek a H Hp egyenesen. Viszont ismert, hogy a DEF' talpponti haromszog belsé szogfelezéi a
magassagvonalak, mig a kiils§ szogfelezéi az oldalegyenesei az ABC' haromszognek. Tehat M rajta van
az EDF < kiilsG szogefelezGjén, azaz ha M-et tiikkrozzikk a DE, DF egyeneskre, a kapott két pontot
0sszekotd egyenes merdleges lesz a (kiilss) szogfelezdre (hiszen a szogfelezdre valo tiikrozés soran ez a
két pont egymés képe kell, hogy legyen). Ezzel belattuk a merdleges feltételeket.
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Befejezésiil hasznaljuk fel az ismert lemméat, miszerint PQ 1 AB <= PA?> — PB? = QA? —

(ennek bizonyitasa a Pithagorasz-tétel egyszeri alkalmazésa). Emiatt:
HHp | BC = HB?- HC? = HpB* - HpB?

HHp | CA = HC? - HA?> = HpC? — HpA?
HHp | AB = HA?> - HB? = HpA? — HpB?

0=HpB?>— HpC? + HpC? — Hy A2 + Hp A> — Hp B?

igy valoban HpB? + HpC? + Hp A? = HpC? + HpA? + Hp B2,
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