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1. feladat

(a) - els6 megoldas (dinamika)

Tekintstink egy olyan idopillanatot, amikor a test sebessége v, és figyeljiik meg egy rovid At
ideig a mozgast! Ez alatt a test altal megtett utat jeloljik Az-szel, a sebesség megvaltozasat
pedig Av-vell A test Ax/At atlagsebessége valahova v és v+ Av kozé esik, de ha At elég rovid,
akkor Av is sokkal kisebb, mint v, igy alkalmazhatjuk a Az/At ~ v kozelitést. Tovabba, a
gyorsulas definici6éja alapjan

Av  AvAzx  Av
_ Qv _AQvar Av. 1.1

At~ Az At Az (L)
Mivel a v(x) fiiggvény linedris, ezért Av/Ax = C. Ezt, illetve a v(x) tavolsdgfiggést behelyet-
tesitve, megkaphatjuk a gyorsulas tavolsagfiiggését:

a(r) = C%x . (1.2)

a

Felhasznalva, hogy egy lejton surloédva csiiszo test gyorsuldsa a = g sin o — pug cos «, a surlédési
egyutthatd tavolsagfiiggése

(1.3)

(a) - masodik megoldas (energetika)

A lejt6 tetejétél z tavolsdgra a test v(x) = C'x sebességgel mozog, tehat a mozgési energidja
En(x) = smC?z?. A magassdgvéltozasbol felszabadulé helyzeti energia Ey(x) = mgx sin o, 4m
a surlodas miatt ez nem tudott teljes egészében a mozgasra forditodni, tehat a surlodas altal
elnyelt energia a kett6 kiillonbsége:

Wi(z) = En(z) — En(z) = mgxsina — ;mszQ . (1.4)

Kicsi Ax ut megtétele alatt az elnyelt energia a két ponton tapasztalhatd Osszes energia ki-
lonbsége:
AWs(x) = Wi(z + Az) — Wy(x) =

=mgsina(r + Axr —x) — ;mC2 [(x + Az)® — xZ} - (1.5)

A
= mgsin aAzx — mC?zAx (1 + 21‘) .
x

Ha Az elég kicsi x-hez képest, akkor a zar6jelben 16v6 tort elhagyhato, igy AWy (z) = mg sin aAz—
mC?zAx. A munka definici6ja alapjan AW, (x) = F(z)Az, amibél

02
Fy(z) =mgcosa - (tga - ’ ) : (1.6)
g cos o

és felhaszndlva, hogy F; = pumg cos «, visszakapjuk az (1.3) egyenlet eredményét.
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(b)
Jeloljiik a lejto hosszat L-lel. Ha éppen a lejto aljan szlinik meg a sturlédas, az azt jelenti,
hogy p(xz = L) = 0, vagyis

C?L q
tga — =0 — L = —-si . 1.7
g Joosa oz Sina (1.7)

(c) - els6 megoldas (dinamika)

A testre hat6 surlédasi erd a lejté tetejétdl x tavolsagra

02
Fy(z) = p(x)mg cos a« = mg cos a - <tga — ’ ) : (1.8)
gcosa

Elvégezve a fOL Fy(z)dz integralt, vagy kiszdmolva az Fy— x fliggvény gorbe alatti tertiletét (ami
egy haromszog, tehat elemi iton megtehetd), az eredmény megkaphato:

2
mg 2

Wy = 5en ST (1.9)

(c) - masodik megoldas (energetika)

Behelyettesitve a (b) feladat végereményét az (1.4) egyenletbe, rovid szdmolas Gtjan vissza-
kapjuk a (1.9) egyenletben latott kifejezést a végzett munkéra:
2

Ws(x =L)=mg- %Sina sina — §m02 : @sm2 a= Q—ngsinza : (1.10)

1 g* m

Megjegyzés

Az (1.1) egyenlet segitségével felirhat6 a test mozgdsegyenlete: & = C%x, amit megoldva a
v = Czx feltétel mellett, a sebesség és az 1t idofiiggése:

z(t) = A-[ch (Ct) +sh (Ct)],
v(t) = AC - [sh (Ct) + ch (CY)]

valamilyen A kezdeti paraméterrel. Ez tehat azt jelenti, hogy a lejté tetejére lehelyezett test
nem fog elindulni, hiszen instabil egyensilyi allapotban van, de ha onnan ki is mozdul, akkor is
kell legyen egyszerre egy kezdeti sebesség és kitérés, és ezek egymassal precizen 6sszehangolva.
A gyakorlatban valé megvaldsitashoz nem elég tehat egy megfeleld sturlédasi tulajdonsagokkal
rendelkezd lejto, hanem a testet egy adott modon kell inditani. Hogy ezzel ne kelljen foglalkozni,
tegytik fel, hogy a lejté elején valamilyen rovid szakaszon méasmilyen p(z) érvényes, ahol a test
sebessége és elmozdulasa a kell6 modon osszehangolodik, és igy 1ép at abba a tartomanyba,
ahol a feladat &ltal kozolt v(x) linedris fiiggvény mar érvényes.
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2. feladat
(a)

Mikoézben a hangya halad, a korong osszetett mozgast végez, mely felbonthaté a tomeg-
kozéppontjanak haladé mozgasara, valamint az akorili forgdsra. Azonban a rendszerre nem
hatnak vizszintes kiilsé erck, valamint kezdetben a korong és hangya is allt, a mozgéds soran
tehat a tomegkozéppont vizszintesen nem mozdul el.

- -

2.1. abra. A jellemz6 pontok helyzete a mozgas soran.

A rendszer tomegkozéppontjat jelolje S, ekkor a korong, illetve hangya témegkdzéppontja-
nak tavolsaga az S ponttdl a kovetkezdképpen irhato:

— m

— 0,8 = 2.1

0:5=0,5=——"R, (2.1)
M

A5 =B,S = . 2.2

15 = BoS e v aRAL (2.2)

Mivel a rendszer tomegkozéppontja a teljes mozgas soran vizszintesen helyben marad, valamint
a hangya, illetve a korong tomegkozéppontjanak tavolsaga is dlland6 az S ponttol, tulajdonkép-
pen a korong kozéppontja és a hangya egy adott idopillanatban ugyanazon w szogsebességgel
jellemezhetd kormozgast végez az S pont koriil, a fent kiszamitott sugari palyakon.

A tovabbiakban hasznéljuk fel, hogy a rendszerre hato kiils6 erék forgatonyomatéka zérus,
azaz érvényes a perdiilletmegmaradas torvénye! A korabbi jelolések mellett jellemezziik a ko-
rong sajat tomegkozéppontja koriili forgasat az € szogsebességgel, ekkor a perdiilletmegaradés
torvénye a kovetkezo:

( M 3)2 +M( R)Z +ivra—o (2.3)
"\mrm ) m+M ) YT - |
Rendezve a kifejezést a két szogsebesség kapcsolata:
2m
Q=— . 2.4
m + M v (24)
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A hangya koronghoz viszonyitott szogsebessége:
M + 3m
Wl =w — N = ———w. 2.5
rel m+ M ( )

A feladat a korong szogelfordulasat kérdezi, mi a hangya koronghoz viszonyitott szogelfor-
duldsat ismerjitk (ez éppen 7 radidn). Azonban felhasznalhatjuk, hogy az azonos idé alatt
tortént szogelforduldsok nagysaga aranyos a szogsebességek nagysaganak aranyaval, azaz:

a |9
— = : 2.6
71' ‘wrely ( )
Felhaszndlva a (2.5) és (2.6) egyenleteket, valamint rendezve a kifejezést:
2m
=— 7. 2.7
T Mt3m " (2.7)
(b)
A hangya elmozdulasanak meghatarozasahoz egészitsiik ki a korabbi abrat!
2.2. abra. A hangya elmozdulasa.
A tomegkozéppont koriili szogelfordulast jellemzoé ¢ szog a fenti abra alapjan:
m + M
oy — 2.8
L VT (2:8)
innen az elmozdulas mar konnyen meghatarozhato:
— 9 AT ain ?
d=2A,S sin 5 (2.9)
Beirva a p-re kapott (2.8) kifejezést, valamint a (2.2) egyenletet, a keresett elmozdulds:
2MR m+ M
J— - ( ) _ 2.10
m+ M \M+3m 2 (2:10)
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3. feladat

A Newton-féle lehiilési torvény szerint egy Ty kezdeti hémérsékletii, C' hékapacitasa test
pillanatnyi homérséklete T kornyezetben az alabbi exponencialis fiiggvény szerint valtozik:

T(t) =T+ (To—Ti) e €, (3.1)

ahol A a test feliilete, o pedig a test és a kornyezet kozotti hdatadasi tényezo.

Jelen esetben, mivel a kancsot idedlis hévezetének tekintjiik, a tea és a hiité belsé kozege
kozotti hokiegyenlitésre irhato fel ez az egyenlet. Mivel homogén test esetében a hokapacitas az
anyag mennyiségével ardnyos, ezért C' ~ V', igy a (3.1) egyenletben 1év6 exponencidlis faktort
a kovetkez6 forméaban irhatjuk: e=? ét, ahol 8 a héatadasi tényez6tol, a fajhotol és a stirtiségtol
fiiged konstans, V pedig a térfogat, amely az els6 kiontés elétt V; = 1dm?, a masodik kiontés
elétt Vo = 0,75 dm?, a masodik kiontés utan pedig Vi = 0,5 dm?.

Mivel a kancsé henger alakot ad a benne 1é6v6 teanak, ezért a térfogat az alapteriilet és a

magassag szorzataként felirhato:
d2
V= Tﬂh , (3.2)

és mivel tudjuk, hogy az alap atmérdje fele a kezdeti magassagnak (tehat hy = 2d, amibdl
Vi = dm/2), ezért az atmérd kifejezhetd a kezdeti térfogattal:

2V
d= (" ~8,6cm. (3.3)
™
Emellett, szintén geometriai megfontolasok miatt, a tea felszine a henger két alaplapjanak és
palastjanak teriiletével fejezhet6 ki:
d*r d*n 4V

A=2 =S4 dnh="+

T+ (3.4)

Ez alapjan, az els6 kiontés elott, a masodik kiontés elott és a masodik kiontés utan hasznélatos
térfogat- és feltiletértékek az alabbiak:

2
Vi=1ldm®, A = 5\3/‘/12” ~58dm? (3.5)

2
Vo= 075dm® Ay = V12”<1 + 42) ~ 4,6dm® (3.6)
V2 V.
V= 05dm®,  Ay— 12”(1 + 4V:Z’) ~ 35dm?® | (3.7)

A két kiontés elotti homérsékletvaltozasra felirt két egyenlet az alabbi formaban irhato:

_gd1y
Ty =T+ (Ty — Ti) - e 0" (3.8)
A
Ty =T+ (T) —Ti) e P%" . (3.9)
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Az els6 egyenletbdl fejezziik ki §-t:
Vi T — Tk)
_ 1 3.10
b Aty n(TO—Tk ’ (3.10)
majd helyettesitsiik be a masodik egyenletbe:
Vi Aoty (T1 - Tk)}
T, =T T, — T, 1 : 3.11
= Tict (Ti - Texp [ (7 = (3.1)
Kihasznalva, hogy % = (;/712 + %)% = 2, és alkalmagzva a logaritmikus azonossagokat, az
alabbi egyenletre jutunk:
(Ty — Ti)(Ty — Tw)? = (T, — Th)" . (3.12)

Ez egy harmadfoku egyenlet Ti-ra, de mivel a harmadfokt tag az egyenlet mindkét oldalan
ugyanolyan egytitthatoval szerepel, kiesik, igy az alabbi masodfoki egyenlet marad:

(3Ty — Ty — 2T) T2 + (T02 + 2Ty Ty — 3T12)Tk + TP —T3T, =0, (3.13)
—45°CT? + 3312 (°C)* T} — 23616 (°C)* =0 . (3.14)

A két megoldas Ty, = 8°C és Tis = 65,6°C, azonban a masodik esetben 3 értelmetlen len-
ne, hiszen a (3.10) egyenletben egy negativ szam logaritmusat kapnank, igy ezt elvetjik. A
kornyezet hémérsékletére tehat (és igy a tea hosszi id6 utdani hémérsékletére is) T, = 8°C-t
kapunk.

Ennek ismeretében g = A‘ftl In 2, amit felhaszndlhatunk a harmadik hiilési szakaszra vonat-
kozd Osszefliggés felirdasakor. A kérdés, hogy milyen t3 id6 esetén érjiik el Tig-t, tehat

_gAay,
T‘id:Tk—i—(TQ—Tk)'e V3 N (315)
amibo] Vi /Tq—T, VA T, — T
3 id — Lk 3411 2 — 1k
fy = — 3] ( ):tl () 3.16
T BA \ -1 ) T A 2\ Ty - T (3.16)

A feladatban megadott és korabban kiszamolt adatokat behelyettesitve a végeredmény:

s = 20pere] 317
4. feladat

(a) - els6 megoldas (kondenzatorok kapcsolasa)

A feladatban megadott elrendezés atalakithatoé egy olyan kapcsolassa, melyben két gomb-
kondenzator szerepel, a kovetkezo megfontolasok alapjan:

o Az egyik gombkondenzator fegyverzeteit az 1-es és 2-es gombhéjak alkotjak (hiszen rajtuk
azonos nagysagu, de ellentétes el6jelii toltés taldlhato).
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o A masik gébmbkondenzator egyik lemezét a 3-as gombhéj alkotja, melyet idealis vezetovel
kapcsolhatunk dssze a 2-es gombhéjat szimbolizél6 lemezzel (mivel a Gauss torvény értel-
mében a 2-es és 3-as gdbmbhéj kozott az elektromos térerosség zérus, azaz ez a két feliilet
ekvipotencialis).

o A 3-as lemezzel ,parban all6” 4. lemez potencidlja megegyezik a végtelenben vett poten-
cidllal (azaz zérussal), a rajta 16v6 toltés nulla.

Az igy kapott kapcsolast szemlélteti a 4.1. abra.

C12 C300

4.1. abra. Az eredeti elrendezéssel ekvivalens kapcsolas.

Az egyes kondenzatorok kapacitasai:

R R
o=4 4.1
Ci_9 TEO) 57 Ro— Ry’ ( )
Cg_oo = 471'60 Rg . (42)

A kondenzatorokon esé fesziltségek nagysaga:

Q@ _ @ (1 1
Uli? N 01,2 N 471'80 (Rl RQ) ’ (43)
Uy o= Y © 1 (4.4)

C3-oo - dmeg R73 '

Hasznaljuk fel, hogy a teljes rendszer elektrosztatikus energidja megegyezik a két gémbkonden-
zator Osszenergiajaval! Ehhez az egyes kondenzatorok energiaja:

1 Q? Q? 1 1
Wi_g == = —_— = = 4.5
-2 2 01_2 87T€0 <R1 RQ) ’ ( )
1 Q? Q* 1
Wi = = = —. 4.6
3 2 Cg_oo 87T€0 R3 ( )
Osszegezve a teljes energia:

W= & (Lo 1y 1) )

teljes ™ 87?'80 Rl RQ R3 ’ '
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hasznalva is. Ehhez elso lépésben hatarozzuk meg az elrendezés erévonaltérképét, ezt szemlélteti
az alabbi 4.2 abra.

4.2. abra. Az elrendezés erévonaltérképe.

Gauss torvényét felirva az l-es géombhéjon beliili, az 1-2 kozotti, a 2-3 kozotti, illetve a
3-as héjon kiviili tartomanyokban felvett gombfeliiletekre, az elektromos térerdsség nagysaga a
kovetkezo fiiggvénnyel irhato le:

0, ha 0 <r< Ry,
4 2 h
B(r) = Q/(4megr?), a Ry <r <Ry, (4.8)
0, ha R2<7“<R3,

—Q/(47T€07’2), egyébként .

Az elektrosztatikus energia eléallithato az elektromos mezé energiastiriiségének térfogati integ-
raljaként, azaz altalanos alakban:

Wteljes = %EQ(’F) dv . (49)
Jelen esetben a gobmbszimmetrikus elrendezés miatt ez a kévetkezo egyszertibb alakra hozhato:
Wieljes = / %EQ(T)ZLTZW dr . (4.10)
0
Tartomanyokra bontva felirva az integralast, a trividlisan zérus tagokat elhagyva:
Rrgg (Q 1\? > g9 Q 1\?

We'es:/ ( ) 42 d <— ) 42 dr . 4.11
el R 2 47T€0 72 romdr Rs 2 471'50 r2 romdr ( )
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Egyszertisitve a kifejezést:
Q? Ry 1 0 ]
W-:—/—der ~ar) 4.12
teles ™ Qe \Jry 12 Ry T2 (4.12)

végiil elvégezve az integraldst, a hatdrok behelyettesitését kovetGen visszakapjuk a (4.7) egyenlet
végeredményét.

(b) - els6 megoldas (kondenzatorok kapcsolésa)

A legbelsé gomb kozéppontjaban és barmely mas pontjaban a potencial azonos, hiszen a
fémek ekvipotencidlisak. Ezaltal kereshetjiik a legbels6 gomb és a végtelen tavoli pont po-
tencialkiillonbségét, amely definici6 szerint az alabbi alakot 6lti (az eléjeleket az 4.1 dbréanak

megfelelden felvéve):
Ul—Uoo:Ulfg—Ugfoo . (413)

Behelyettesitve (4.3) és (4.4) osszefiiggéseket, és kihaszndlva, hogy a potenciélt a végtelenben
valasztottuk zérusnak:

Q ( 1 1 ) Q 1
U — 0= — =) - — . 4.14
! 47 €0 Rl R2 477'50 R3 ( )
A kifejezést rendezve megkapjuk a keresett potencidlt:
Q ( 1 1 1 )
v @ (1 ' 4.15
! 4dre 0 R1 R2 R3 ( )

(b) - masodik megoldas (definicié alapjan)

Az el6z6 megoldasban szereplo indoklast kovetve tekinstitk a legbelsé gomb és a végtelen
tavoli pont potencidlkilonbségét. Ez definicidé szerint megegyezik azzal a munkamennyiség-
gel, amely ahhoz sziikséges, hogy egy egységnyi pozitiv toltést a legbelsé gomb feliiletérdl a
végtelenbe juttassunk. Formulakkal ez a kovetkezéképp irhato:

Uy — U, :/ E(r)dr . (4.16)
Ry
Kifejtve az egyes tartomanyokra, a trividlisan zérus tagokat elhagyva:
Ro Q 1 0o Q 1
Uy —Usx = — d — —dr. 4.17
! R, 4mey 12 mt Ry 4dmey 1r? 4 ( )

Egyszertisitve a kifejezést:

Q Ro 1 oo 1
Uy — Use = [ = [T Sar ) 4.18
! dmeg \JR, 712 " Ry T2 " ( )
Az intergralast elvégezve a kovetkezo eredményt kapjuk:
Q ( 1 1 1 )
Up—-Up=—"|——5—— . 4.19
! 41 €0 Rl R2 Rg ( )

Kihasznalva, hogy U, = 0, a végeredményre ismét megkapjuk a (4.15) egyenletben felirt
potencialértéket.
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5. feladat

Els6 megoldas

A feladatban megadott itmutatasok alapjan az elektronok mozgasegyenlete egyszertien fel-
irhaté, elséként vektoros alakban:

p=—evx B, (5.1)
ahol e az elemi toltés. Komponensenként kiirva, és felhasznalva az impulzus- és sebességkom-
ponensek kozti relaciokat:

M,v, = —eBu, , (5.2a)
My, = eBv, . (5.2b)

Lathatd, hogy mindkét egyenletben szerepel mindkét sebességkomponens, ezaltal egy csatolt
differencidlegyenlet-rendszert kaptunk. Az ebbdl adodd nehézséget elharithatjuk, ha az elsd
egyenletet id6 szerint derivaljuk, majd a mésodikat az igy kapott masodrendii differencidl-
egyenletbe behelyettesitjiik:
2 BZ

e
— Vg -

M, M,
A fenti egyenlet a harmonikus rezgémozgas ismert mozgasegyenlete, annyi kiillonbséggel, hogy
ezuttal az nem a kitérésre, hanem az egyik sebességkomponensre vonatkozik. Az ismert meg-
oldas (altalanos « és B konstansok mellett) az aldbbi:

vz (t) = asin (wct) + B cos (wet) (5.4)

Uy =

(5.3)

ahol w, az (5.3) egyenletbél leolvashaté ciklotronfrekvencia:
el

MM,

A (5.4) megoldast a (5.2a) egyenlet bal oldaldba visszahelyettesitve megkaphatjuk a v, kom-
ponens idofiiggését is:

(5.5)

We =

vy (t) = \/% [Bsin (wet) — avcos (wet)] . (5.6)

y
A t = 0 kezdeti pillanatban az (5.4) és (5.6) egyenletek a kovetkezé feltételeket adjak az a és b

egyitthatokra:
M,
a= —Uﬁyvy(O) : (5.7a)
B =v.(0) . (5.7b)

Ezek alapjan a sebességek idofliggése 1j alakra hozhato:

vz (t) = v,(0) cos (wet) — ]\Aiivy(O) sin (wct) (5.8a)
vy (t) = v,(0) cos (wet) + AAva(O) sin (wet) . (5.8b)
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Az (5.8) egyenletbdl integralassal vagy pedig a harmonikus rezgémozgasra vonatkoz6 analégia
altal kiszamithato az elektron pélyaja:

x(t) = z(0) + v:(0) sin (wet) + \/EUZECO) [cos (wet) — 1] (5.9a)

y(t) = y(0) + %65?) sin (wet) — \/g:vtf) [cos (wet) — 1] . (5.9b)

A fentiek egy ellipszis paraméteres kifejezését adjak. Ez masképp is lathaté, ha bevezetjik az
alabbi mennyiségeket:

M, v,(0)
_ Y eltes ) 1
ze. = x(0) M w (5.10a)
M, v,(0)
.= — , .10b
b =00+ 37 (5.10b)
VMo My02(0) + MZ02(0)
- 1
Q¢ eB ) (5 OC)
. VMo Myu2(0) + M202(0) (5.104)
C @B ) N
majd egy algebrai atalakitast elvégziink:
[o(t) —a®  [y(t) — ]’
22 + = =1]. (5.11)

A periédusidé pedig a korfrekvencia (5.5) képletébdl kaphaté meg:

21/ MM
T,=—YV =7 (5.12)

¢ eB

Masodik megoldas

A probléma a fentieknél egyszeriibben is megoldhatd, ha azt visszavezetjik a jol ismert
forgasszimmetrikus esetre, amikor az elektron dinamikaja egyetlen M tomeggel jellemezhetd.
Ekkor ismert, hogy a mozgés korpalyan torténik, a periédusid6 pedig:
2 M

eB

Hogy ezt megtehessiik, vezessiink be 1j koordinatakat és sebességkomponenseket az effektiv
tomegek felhasznéalasaval:

T, = (5.13)

X=\/M, x — Ve =AM, v, , (5.14a)
Y

M.. -
UM,y = V=M, (5.14b)
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Az (5.2) mozgasegyenletbe ezeket behelyettesitve az atskdldzott mennyiségekre az aldbbi egyen-
letrendszert kapjuk:

MYV, = —eBV, , (5.15a)
MYV, = eBV, , (5.15b)

ahol bevezettiik az alabbi tomegparamétert:
M = /MM, . (5.16)

Ez a mozgasegyenlet immér teljesen azonos a forgdsszimmetrikus esettel. Igy lathatjuk, hogy
az X — Y sikon az elektronok korpalyan fognak keringeni, amelybdl kévetkezden a tényleges
palya az x — y sikon ellipszis. A periédusidé (5.12) formulajat is visszakapjuk, ha az (5.13)
kifejezésbe behelyettesitjiik az (5.16) egyenletben definidlt tomeget.
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