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1. feladat
(a)
Vezessiik be az Y = h+ H mennyiséget, és jellemez- A A &
zik a bor kifolyasi helyét a talajtol mért y magassag-
gal az 1.1. abran lathaté modon. Mivel a hordéon furt Y-y
lyuk apro, és a folotte 1évé bor egy Y — y magassagu
oszlopot alkot, igy a lyukon kifolyé bor sebessége az h v
energia-megmaradds alapjan: ‘r\
Y

v=1/29(Y —y). (1.1)
Ezt az Osszefiiggést szokas Torricelli-féle kiomlési tor- I y
vénynek is nevezni.

Innentdl a kifoly6 bor egy v kezddsebességii, y ma- H
gassagbdl indulé vizszintes hajitds palyajat koveti. (A
kifolyo bor sebessége természetesen folyamatosan csok-
vV Vi Y

ken, de minket csak a legels6, v sebességii pillanat érde-
kel, hiszen az hatérozza meg, hogy milyen messze megy 1.1. dbra. A vizsugar jellemzéséhez
el a bor.) A legelsd kifoly6 csepp ¢ id6t tolt a levegében, hasznalt mennyiségek abrazolasa.

ezt a négyzetes uttorvény alapjan kifejezhetjiik:

2
y = th Y e (1.2)

9

A csepp vizszintes iranyban d utat tesz meg allandd v sebességgel t id6 alatt, igy:
d=vt=2/(Y —y)y . (1.3)

Az egyenletet négyzetre emelve és rendezve azt kapjuk, hogy
2

d
yQ—Yy+Z:O. (1.4)

A masodfoku egyenlet gyokei a lehetséges y értékek:

Y+VY?2—d?
5 .

Y+ = (1.5)
Amennyiben Y < d, a diszkrimindns negativ (til messze van a pohér), igy a feladat nem
megoldhato. Ha ellenben d < Y, akkor lehet megfelel6 megoldas, feltéve, hogy a kapott y
értékek valamelyike a hordodra esik. Az (1.5) egyenletbdl az is latszik, hogy a két lehetséges
y érték Y/2-re szimmetrikusan helyezkedik el. Mindezek alapjan osszefoglalhatjuk az egyes
lehetoségeket:

e H + h < d esetén nincs megoldas,
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o H + h =desetén csak y = Y/2 lehet megoldas, ami H < h esetén lehetséges,

o H+4h > desetén 2, 1 vagy 0 megoldas van aszerint, hogy rendrea H <y_,ay_ < H <y,
vagy a y, < H feltétel teljesiil.

A feladat eredeti megfogalmazasiban az @ = y — H mennyiség szerepelt, ez az (1.5) egyenlet
alapjan kifejezhetd, és a fentiekkel ekvivalens leirast ad a furas helyére:

h—H=+\/(h+H)?—d

(b)

Az (1.3) egyenletben a gyokjel alatt szerepld kifejezés y fliggvényében egy lefelé nyitott
parabolaként abrazolhatd. Ennek zérushelyei azonnal leolvashatéak, mint y; = 0 és yo = Y,
maximumbhelye pedig a kett6 atlaga, azaz y = Y/2. Ha H < h, akkor y = Y/2 — vagy
ekvivalensen x = (h — H)/2 — helyen kell kiftirni a hordét. Ha viszont H > h, akkor a y = H
— vagy ekvivalensen x = 0 — magassagban kell kiftrni, ugyanis a gyok alatti kifejezés, és ezzel
d csokkene, ha nagyobb y értéket vilasztanank.

2. feladat
Folyadékban 1sz6 testre igaz a kovetkezd Osszefliggés:
Vi
e _ (2.1)
Qo Vv

ahol a p az 1sz6 test atlagsiiriisége, og a folyadék stirtisége, V a test térfogata, és Vj, a test
azon részének térfogata, amely bemeriil a folyadékba. Tekintsiink egy darab miizlit, aminek
kezdetben a tomege mq, atlagstriisége pq, térfogata V;, bemerilo térfogata V4. Kés6bb ez a
miizlidarab AV térfogatnyi tejet felsziv, és deformalddhat is, ezért a korabbi mennyiségek mso,
02, Va, Vig értékekre médosulnak. A (2.1) egyenlet atrendezésével a kovetkez6t kapjuk:

00Vb1 = o1V = my my
= Vie=—+4+ AV =V, + AV. 2.2
{Qovbz = 0Vo=m + QOAV} T . (22)
A fenti (2.2) egyenlet kifejezi, hogy bemeriilé térfogat pont a felszivott tej térfogataval né, azaz
a tejszint nem valtozik.

3. feladat

Legyen a melegités soran egy adott pillanatban a jégkocka magassaga h, szélessége és hosszu-
saga a, a viz mélysége pedig x. A jégkocka laptdl vald elemelkedésének feltétele, hogy a ra haté
Fy = pyza® felhajtéerd és G = pygha® graviticios erd megegyezzen, azaz:

r  pig 9

= =, 1
h Pviz 10 (3 )
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Az elolvadt jég tomege megegyezik a viz tomegével, amely az alabbi feltételt adja:

9a%(a — h
a*(a — h)pieg = (b2 —a®)xpeis - x = M ) (3.2)
A (3.1) és (3.2) egyenletek egy egyenletrendszert alkotnak, amib6l meghatarozhaté z és h értéke
a jégkocka felemelkedésének pillanatdban. Minket h értéke érdekel centiméterben kifejezve,
ezért helyettesitsiik be a (3.2) egyenletbe az x = 9h/10, a = 3, b = 10 értékeket, majd oldjuk
meg h-ra:
9h  81(3—h)
10~ 10(100 — 9)

Az elemelkedés pillanatéig elolvadt jég tomege Am = piega®(a—h) = 22,1g. Az ehhez sziikséges
hémennyiség (Q = L,Am, amelyet P teljesitményti flitéberendezés

= h=0,27cm . (3.3)

L. Am

t =
P

~ 147,9s =~ 2,5 perc (3.4)

ido6 alatt termel meg.

4. feladat
(a)

Kepler III. torvénye szerint két kiilonbozo ellipszis palyan keringd égitest peridodusidejei
kozotti Osszefiiggés az alabbi:

-z _ % (4.1)

ahol T; és a; az i-edik égitest keringési ideje és fél nagytengelye. A Fold adatai: Ty = 1év,
ap = 1 AU. A Tesla fél nagytengelye a = 1,3239 AU, keringési ideje pedig:

3
— Ty, Z—g — /1,32493 év = 55T nap . (4.2)
F

Az A-t6l C-ig megtett Ut Ty ¢ idejének kiszamitasihoz elevenitsiik fel Kepler II. torvényét:
a Napot és a Teslat Osszekotd szakasz (vezérsugar) azonos id6kozonként azonos teriileteket
,surol”. A vezérsugér altal sturolt teriilet az A — C és a C' — A dton ugyanakkora: az ellipszis
teriiletének fele. Ezaltal a Ty ¢ és Tc_, 4 id6k azonosak, mindketto a Tesla T keringési idejének
felével egyenlo:

| Tac = 278 5nap) . (4.3)
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(b)

Az ellipszis A és C' pontjaiban a Tesla sebessége a Naptol mért tavolsaggal forditottan
Aranyos, azaz Umin(a + ¢) = vmax(a — ¢). Atrendezve, a minimalis sebesség az aldbbi:

a—c 1,3249 — 0,3389 km
min — — " Umax — ’ ’ : 33,618 —_— . 4.4
v ate ' 1,3249 + 0,3389 s (44)
A szamolast elvégezve:
k
Vanin = 19,92 ?m . (4.5)

(c)

A Tesla A-t6] B-ig megtett utjanak T4, idejéhez ismét Kepler II. torvényét hasznaljuk: a
kering6 égitest At ido alatt jut el egyik pontbdl a méasikba, és ekdzben a vezérsugar A A teriiletet
surol végig, akkor a tertileti sebesség allandd: AA/At = allandd. Vizsgaljunk két kiillonb6z6
teriiletet és a hozzajuk tartozd idotartamokat. Az egyik az ellipszis egészének A = abr tertilete,
amihez a Tesla T keringési ideje tartozik. A masik az dbran kékkel kiemelt A 4_, g teriilet, amihez
a kérdéses Ty, g id6 tartozik. Kepler II. torvénye szerint:

é _ AA—)B
T TA—)B ‘

(4.6)

4.1. dbra. Az A,_ p tertlet szemléltetése.
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Az A_ p teriiletet a 4.1 abra alapjan ugy kapjuk, hogy az ellipszis negyedének tertiletébdl
levonjuk a piros haromszog A = bc/2 teriiletét. Végiil a (4.6) egyenlet atrendezésével:

_ _ 2 _ Lo
Tap = " T = 1 g )557nap : (4.7)

Aasp %—%T (1 1c> _<1 1 0.3389
abr S \4 271.3249

A szamolast elvégezve:

(Tap = 116,58 nap| . (4.8)

(d)

A helyi fordulé 2022. november 18-i idépontja és 2019. augusztus 15. kozott 1191 nap telt
el. A keringési id0 557 nap, azaz 1191 nap két teljes korbemenetelre elég, és ezen feliil 77 napig
tovabb kering a Tesla. Eszerint 2022. november 18-dn az A és B pont kozott volt valahol a
Tesla, a B ponthoz kozelebb.

Megjegyzés
A feladat egyes részei alternativ uton is megoldhatéak a Négyjegyii Fiiggvénytablazatban
is fellelhet6 hasznos formulak segitségével. Az aldbbiakban erre mutatunk néhany példat:

o Egyrészt, az ellipszispalyan kering6 bolygo keringési ideje az alabbiak szerint szamithato:

a3

T =2m|—
s S

ahol M = 1,989-10%" kg a Nap tomege, v = 6,6743-10~" Nm? /kg? a gravitécios allandd, és
a=1,3249 AU ~ 1,982 - 10" m az ellipszis fél nagytengelye. Az adatokat behelyettesitve
a Tesla keringési idejére visszakapjuk az (a) feladatrészben szdmolt értéket:

(1,982)3 107
6,6743 - 1,989 60 - 60 - 24

T =27 nap = 556,93 nap .

o Miésrészt, az ellipszispalyan keringé bolygd pillanatnyi sebessége szintén kifejezheto a
palya paramétereibol:
2 1
’VM( - ) )
rooa

ahol r a bolygé pillanatnyi tavolsaga a Naptol. A Tesla minimalis sebességét a 4.1 abran
levé C pontban veszi fel, ahol éppen r = a + ¢ = 1,6638 AU tavolsagra van a Naptol. Ezt
a fenti formuldba behelyettesitve visszakapjuk a (b) feladatrész eredményét:

o 6,6743-1,989( 2 1 ) 104@_1992@
m— 1,496 1,6638 1,3249/ 1000 s 77 s
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A rendszer mozgasegyenletét felirhatjuk a talajhoz rogzitett inerciarendszerben, vagy a tol-
tésekkel egyiitt w szogsebességgel forgd vonatkoztatasi rendszerben. Nézziik el6bb az inercia-
rendszerben felirt egyenleteket. A testek szimmetrikusan helyezkednek el, ezért elég a csak az
egyikre felirni a mozgasegyenletet.

5.1. &bra. A toltésre hatd erdk inerciarendszerben.

Az 5.1. dbran lathatéak a toltésre haté erdk (pirossal), illetve azok ereddje (zolddel). Az
abran szerepel a K a kotélero, a G = mg nehézségi er6 és az F'¢ Coulomb-erd vektora. Utébbi
nagysiga Fo = kQ?/(v/2L)?, ahol L a kotél hossza, és V2L a toltések tavolsaga.

Newton II. torvénye szerint az erok ereddje egyel6 a test tomegének és gyorsulasanak szorza-
téval. Itt egyenletes kormozgdsrdl van sz6, ezért a gyorsulds az a., = w?r centripetalis gyorsulds,
ahol r = L//2 a korpélya sugara. A mozgéasegyenlet fiiggéleges és sugar iranyt komponensei:

K G—0 , K

— -G = és Maey = —

V2 V2
A két egyenletet egybevetve:

~Fo. (5.1)

G = macp, + Fe . (5.2)

Ugyanezt az eredményt egyszeriibben is megkaphatjuk, ha forgé rendszerben gondolkodunk.
Ekkor a valédi erék mellett hasznalni kell az F s centrifugalis erét is az 5.2. dbran lathaté
médon. Ha a forgd rendszerben nyugalomban van a test, akkor az er6k osszege nulla. A K
kotéléro 45°-ot zar be vizszintessel, ezért az eredd erd akkor lehet nulla, ha a fiiggoleges G erd
nagysaga azonos a vizszintes F¢ + F'¢t er6k Osszegének nagysagaval. Ezek parhuzamosak, és
azonos irdnytak, azaz G = Fi;s + Fo. A centrifugélis eré nagysaga maep,, azonos a centripetalis
gyorsulds és a test tomegének szorzatdanak nagysagaval, azaz megkaptuk djra az (5.2) egyenletet.

6/7. oldal



Kategoria XVI. DURER @
VERSENY = <= FIZIKA

oo B
R i | /9 "
™ Helyi fordulé: = MEGOLDASOK

10-12. 2022. november 18.
osztalyosok

5.2. abra. A toltésre hato erdk forgd vonatkoztatasi rendszerben.
Az immar kétféleképpen is levezetett (5.2) egyenletbe G és F értékét behelyettesitve:
Q2
= — t+ k=
mg = mw? \/§ + 272

Itt érdemes behelyettesiteni a mennyiségek mérészamait (m = L =1, w = 2, g = 10, k = 9-10%):

(5.3)

kQ* =20 — 4v2 = Q| = —10 4 z—g\/ﬁ. (5.4)

A toltések nagysaga lehet pozitiv vagy negativ is, igy a végeredmény: | Q- = +39,92 uC|.
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