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B1.

Zsofl észrevette, hogy a mai datumban (2023. 01. 13.) a 0, 1, 2 és 3 szamjegyek mind kétszer szerepelnek. Soroljatok

fel azokat a datumokat az elmult tiz évben (2013. 01. 13. 6ta, a mai datumot nem szamitva), amik szintén pontosan
kétszer tartalmazzak a 0, 1, 2 és 3 szamjegyek mindegyikét.

A ddtumokat elég felsorolnotok; azt nem kell indokolnotok, hogy mds lehetdség nincs. A ddtumokban a hénapot és a
napot is mindig két szamjeggyel irjuk, példaul 2018. 09. 04.

Megoldas: Haladjunk végig rendszerezetten az eseteken. Kezdjiik az évszamokkal: ami sz6ba jon, az a
2013, 2020, 2021 és 2023, mivel a tobbi 2013 és 2023 kozti évszamban vagy van 3-nal nagyobb szamjegy,
vagy a 2022, amiben hérom darab 2-es szerepel.

2013: Még sziikségiink van a 0, 1, 2 és 3 szamjegyekbsl mindegyikbdl pontosan egyre. Igy a honap
lehet 01, 02, 03, 10 vagy 12. Ezeket végignézve, az els6 esetben csak 01.23. lehet, a méasodikban
02.13. az egyetlen, a harmadikban 03.12. és 03.21. is jo, a negyedikben 10.23. és az utolséban
lehet 12.03. és 12.30. is.

2020: Ebben az esetben még két darab 1-es és két darab 3-as szdmjegyet kell tartalmaznia a
datumnak. A honapok koziil egyediil a 11. jon szoba, &m 11.33. nem egy létez6 datum, igy ebben
az esetben nincs megoldas.

2021: Sziikség van még egy 0-asra, egy l-esre és két 3-asra. A szoba j6vé honapok a 01, 03 és 10.
Am ezek koziil az els6 és utolsé nem lehet, mert 01.33. és 10.33. nem létezik, tehat csak a 03.13.
és 03.31. a megfelel§ datumok.

2023: Ekkor még egy darab 0-asra, két 1-esre és egy 3-asra van sziikségiink. Szamos ilyen datum
lenne, de szerencsére csak a verseny napjaig, azaz 01.13-ig kell megvizsgalni, és addig nincs
megfelel§ datum.

Osszefoglalva, a feltételeket kielégité datumok a kiovetkezok:

2013.01.23.
2013.02.13.
2013.03.12.
2013.03.21.
2013.10.23.
2013.12.03.
2013.12.30.
2021.03.13.
2021.03.31.

Megjegyzés: Természetesen egy megoldas akkor is 12 pontot ért, ha csak felsorolta a megfelelg
datumokat, és nem indokolta, hogy mas nem lehet.
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B2. Amikor Luca reggel elindult az iskolaba, mindharom o6raja a pontos idét mutatta. Napkozben volt egy aramsziinet,
igy amikor délutan hazaérkezett, az asztalan lévé digitalis 6ra 14:40-et, a radio oraja 16:25-6t, a falioraja pedig negyed
6t6t mutatott. Luca tudja, hogy az aramsziinet a faliéra miikodését nem befolyasolja, viszont a digitalis éra és a radid
oraja kikapcsol, és amikor visszajon az aram, akkor a radié oraja 12:00-t6l Gjraindul, mig a digitalis 6raja attol az
id6ponttol halad tovabb, ahol az aramsziinet kezdetekor ledllt. Mikor kezd6dott és milyen hosszu volt az aramsziinet
Luca otthonaban, ha tudjuk, hogy csak egyszer ment el az dram napkozben?
Azt is drjatok le, hogy hogyan jottetek ra a megolddsra.

Megoldas: A faliéra a pontos id6t mutatja, tehat 16:15 volt, amikor Luca hazaért, a digitalis éra pedig
ekkor 14:40-et mutatott. A kettd kozotti kiilonbség 1 6ra 35 perc, a digitalis 6ra ennyi id6t "hagyott ki",
tehat 1 éra 35 percig tartott az dramsziinet. A radié 6raja 12:00-t6l indult Gjra, és 16:25-6t mutatott,
amikor Luca hazaért. Ez 10 perccel tobb, mint a pontos id6, ami azt jelenti, hogy 11:50-kor ért véget
az aramsziinet, és ekkor indult el a valés 11:50 helyett 12:00-t6] a radi6é éraja. Igy 11:50-bdl levonva
az 1 6ra 35 percet megkapjuk, hogy 10:15 volt az aramsziinet kezdete. Tehat az dramsziinet 10:15-kor

kezd6dott, és 1 6ra 35 percig tartott.
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B3. Bence négy egységoldalii négyzetbdl és harom egységoldaltl szabélyos haromszogbdl készitett alakzatot a sikban.
Hany csucsu lehet a kapott alakzat, ha Bence az épitkezés soran mind a hét elemet felhasznélta, és az érintkezd elemek
teljes oldallal csatlakoznak egyméashoz?

A Bence dltal készitett alakzat egybefiiggd, nincs benne lyuk, és a darabok nem fedik eqgymdst. Mutassatok alakzatot a
csucsok szamdnak minél tobb lehetdségére. Azt nem kell bizonyitanotok, hogy mds lehetdség nem létezik.

Megoldas: A valasz az, hogy 6-t6l 13-ig minden lehetséges. FEzeket példaul az alabbi médon lehet

megkapni:

6 cstcs 7 csucs 8 csncs 9 cstcs 10 cstics

11 cstes 12 cstcs 13 cstcs

A teljesség kedvéért adunk egy indoklast, hogy miért nem lehet mas. El6szor igazoljuk, hogy egy
igy kapott sokszognek nem lehet 13-nal tobb csiicsa. A négy négyzetnek és harom haromszognek 6ssze-
sen 4 -4 + 3 -3 = 25 éle van. Epitsiik fel ugy az alakzatot, hogy lerakunk kezdetben egy négyzetet, és
minden 1épésben hozzéicsatolunk a mar meglévs alakzatunkhoz még egy négyzetet vagy haromszoget.
Egy 1épésben egy mar meglévs élhez csatlakoztatunk egy él mentén egy 4j négyzetet vagy haromszoget,
tehat minden lépésben keletkezik egy csatlakoztatott él. Igy sszesen lesz legalabb hat ilyen él, mind-
egyik mentén két kis négyzet vagy haromszog éle illeszkedik, azaz az eredeti 25 élébdl a négyzeteknek
és haromszogeknek legalabb 2 - 6 = 12 éle csatlakoztatott, igy legfeljebb 13 éle van a sokszognek. Am
tetszbleges sokszognek ugyanannyi éle van, mint cstcsa, igy legfeljebb 13 csticsi sokszoget kaphattunk.

Most belatjuk, hogy hatnal kevesebb csticsa nem lehet a sokszognek. Ez egy fokkal bonyolultabb
gondolatmenet lesz. Tegyiik fel, hogy készitettiink egy sokszoget, és tekintsiik valamelyik épitGelemnek
(egy négyzetnek vagy haromszognek) egy csticsat. Nevezziik ezt a csucsot megbivonak, ha ez a csics
nem a keletkez6 sokszog valamelyik cstcsa.

Gondoljuk meg, hogy a harom haromszog Gsszesen kilenc csiicsa koziil legalabb hat nem megbavé.
Ugyanis egy megbuvé csiicsnédl a nagy sokszognek vagy egy 180°-os szogének kell lennie, vagy ez a
cstcs egyaltalan nincs a sokszog keriiletén, azaz az itt talalhato csticsok a teljes 360°-ot kitoltik. Ezek
alapjan, ha egy haromszog cstics megbtjik, akkor ott még legalabb két haromszognek kell talélkoznia,
mivel egy vagy két 60°-os szoget nem lehet a négyzetek 90°-os szogeivel 180°-0s vagy 360°-0s szogre
egésziteni. Igy mivel Gsszesen harom darab haromszog van, ezért vagy egy csicsuk sem bujik meg,
vagy harom, méghozza gy, hogy a harom haromszégnek van egy k6zos csticsa, tehat legalabb hat nem
meghuvo.

3H
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Ehhez hasonléan vizsgéljuk meg, hogy hogyan btijjhat meg egy négyzet egy cstcsa. Ez is akkor
lehet, ha az ott talalkozo6 csiicsok 180°-0s vagy 360°-0s szoget zarnak be egylittesen, ami tugy lehet,
hogy ebben a csticsban vagy két négyzet talalkozik, vagy négy négyzet, vagy két négyzet és harom
héromszog. Figyeljiik meg, hogy ezek alapjan minden meghtvd négyzet csiics pontosan ketté vagy
négy négyzetnek a csicsa. Egy pillanatra hagyjuk figyelmen kiviil a hdromszogeket, és tekintsiik csak
a négy darab négyzet altal alkotott alakzatot. Ez nem feltétleniil egy sokszog, de meggondolhaté, hogy
mindenképpen lesz négy olyan cstics, ami csak egy négyzetnek a csticsa. Ez ugy lathato, hogy egy kicsit
elforgatjuk az dbrat tgy, hogy egyik négyzetnek se legyen fiiggsleges vagy vizszintes oldala. Ezek utan
ha nézziik a legfelss, legalso, legjobbrabb 1évé és legbalrabb 1évE cstcsokat, akkor azok nem lehetnek
tobb négyzetnek is cstuicsai, ezzel taldltunk négy megfelel§ cstucsot. Visszatéve a haromszogeket, a
korabbi megfigyeléseink alapjan a talalt négy cstics nem lehet megbtivo.

Osszesen tehat biztosan tudunk talalni hat haromszog és négy négyzet cstcsot, amik nem meg-
bavoak, azaz ezek a keletkezd sokszog csticsaihoz jarulnak hozza. Tehat legalabb 6-60° +4-90° = 720°-
kot adnak hozza a talalt nem megbivo cstiicsok a kapott sokszog bels§ szogosszegéhez. A hatnal
kevesebb cstucst sokszogek belsd szogosszege 720°-nal kevesebb (haromszognek 180°, négyszognek 360°,
otszognek 540°), igy tényleg legalabb hat csicsa van a kapott sokszognek.
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B4. Hanga szeretné felrakni a 9 kedvenc képét a falra. A szdgeket mar beiitStte a falba az dbran lathato 3 x 3-
as elrendezésben. Tomi azt szeretné, ha a képek a falon ugy helyezkednének el, hogy barmely két vizszintesen vagy
fiiggslegesen szomszédos kép kozt a tavolsag 20 vagy 30 cm legyen. Hogyan tudja Hanga a képeket felrakni ugy, hogy
teljesitse Tomi kivansagat?

A falon és a képeken a szigek helyét a pottyok jelolik. Az‘a’bm’n minden rdcsnégyzet oldaldnak hossza 10 centiméternek

felel meg. Az dbrdt és a képeket egy kilon lapon taldljdtok. Irjdtok le azt is, hogy hogyan gondolkodtatok.
Megoldas: Mivel a képek fels§ élét a szogek miatt ismerjiik, ezért a fels§ két sorban tudjuk, hogy
meddig l6ghatnak le a képek. A fels6 és kozépss sor szdg kozt 50 cm tavolsag van, ezért a fels§ sorba
csak 20 vagy 30 cm magas képek keriilhetnek. Ugyanigy a kozépss és alsoé sor szog kozt 60 cm a tavolsag,
igy a kozépsd sorba csak 30 vagy 40 cm magas képek johetnek.

Most nézziik a szélességi korlatokat. Lathatjuk, hogy minden kép esetén a szog kozépen szerepel.
Nevezziik egy kép szélességének azt, hogy a kép széle milyen messze van a szog helyétsl. (Példaul az
A kép esetén 30 cm, a B kép esetén 10 cm.) Mivel a bal és kozépss oszlop kozt 80 cm van, igy az egy
sorba keriil bal és kozépss képek szélességei Osszegének 50 vagy 60 cm-nek kell lennie. A kozépss és
jobb oldali képek kozt 90 cm van, igy oda Gsszesen 60 vagy 70 cm szélességl képeknek kell keriilnie
egy sorba.

1. észrevétel: Az 50 cm magas képek (A és B) csak az also sorba keriilhetnek. Mivel ezek szélessége
30 és 10 cm, ezek nem keriilhetnek egymaés mellé, igy a két szélére kell keriilnitik. Ha a 30 cm-es keriilne
a bal oszlopba, akkor mellé egy maximum 30 cm széles kép keriilhet, de akkor a 10 cm-es képet nem
tudnank a jobb oszlopba rakni. Vagyis a 10 cm-es (B) kép lesz bal alul, a 30 cm-es (A) kép pedig jobb
alul, kozéjiik pedig egy 40 cm széles képnek kell keriilnie. Keskenyebb kép a bal, szélesebb kép a jobb
oldal miatt nem keriilhet.

2. észrevétel: A magassaguk miatt a C és D képek nem keriilhetnek a felsd sorba, a szélességiik
miatt pedig nem johetnek az alsé sor kbzepére sem. Vagyis mindketten a kézépsd sorba kertilnek. Ennek
a két képnek a szélessége 30 és 10 cm, igy ugyanazt a gondolatmenetet végigvezethetjiik, mint az als6é
sor esetén: a C kép keriil a kdzépss sor jobb oldalara, a D pedig balra, kozéjiik pedig egy 40 cm széles
képnek kell keriilnie.

3. észrevétel: Két darab 40 cm széles kép van (F és H), és két helyre is csak ilyen kép johet (a
kozépss és also sor kozepe). A képek magassaga miatt az F nem keriilhet a kozépss sorba, igy az F az
als6, mig a H a kozéps6 sorba fog kertilni.

4. észrevétel: Harom képiink maradt a felss sorba: E, G és 1. Ezek szélessége 50, 20 és 30 cm. Ugy
kéne felrakni, hogy bal oldalon 50 vagy 60, jobb oldalon 60 vagy 70 cm legyen a szélességek Osszege.
Ebbél latszik, hogy az 50 cm-es kép (E) csak jobbra keriilhet, és melléje kozépre a 20 cm-es képnek
(G) kell keriilnie. Igy mar csak az I kép maradt, ami a bal fels6 sarokba keriil.

Tehét csak az alabbi elrendezés lehetséges, és ellenérizhetd, hogy ez megfelel minden feltételnek.
L (T T I T O A
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B5. Az 6kori Ithakidban 16, 31 és 61 petakos pénzérmék voltak forgalomban. Legkevesebb hany pénzérmét kellett
hasznalnia Plutosznak ahhoz, hogy pontosan kifizessen 2023 petakot?

Plutosz nem kap visszajdrdt. Indokoljdtok a megolddsotokat.

Megoldas: Eszrevehetd, hogy mindharom érték 15-tel valo osztasi maradéka 1. Tehat a Plutosz altal
felhasznalt érméket tekinthetjiik gy, hogy nem 16, 31 és 61 az értékiik, hanem 15, 30 és 60, és még
hozzédadjuk az Osszeghez az érmék szamat. Igy az érmék értékei nem befolyasoljak a kifizetett Gsszeg
15-tel vett osztasi maradékat, csak az érmék szama. A kifizetends 2023-t ha elosztjuk 15-tel, akkor 13
a maradék, vagyis akidrhogyan is fizet Plutosz, a felhasznalt érmék szama is 13 maradékot fog adni
15-tel osztva.

Nézziik meg, hogy legaldbb hény darab pénzérmével fizethet Plutosz. Konnyen latahtd, hogy 34
darab érme legalabb sziikséges, mivel ha csak 33 érmét hasznalna, akkor a legnagyobb értéki, 61
petakosokkal is legfeljebb 33 - 61 = 2013-t tud fizetni.

Ebbdl a ketts megallapitasbol kapjuk, hogy legkevesebb 43 darab érmére mindenképpen sziiksége
van Plutosznak, mivel ez a legkisebb olyan szdm, ami nem kisebb 34-nél, és 15-tel osztva 13-t ad
maradékul. Ennyi azonban tényleg elegendd is, mivel ha 20 darab 31 petakos és 23 darab 61 petékos
érmét hasznal, akkor éppen 20 - 31 4+ 23 - 61 = 2023-t fizet. Tehat Plutosznak legkevesebb 43 darab
érmére van sziiksége.
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B6. (Jaték) Van négy mezd, melyek mindegyike 6ssze van kdtve néhany mésikkal egy vonallal. Kezdetben mind a
négy mez6 tires. Egy lépésben az éppen soron 1évS jatékosnak két lehetGsége van:

e Vilaszt egy mezdt, amin nincs korong, és rak oda egyet.

e Valaszt egy vonalat, melynek a két végpontjan 1év6 mezében ugyanannyi korong van, és az egyik végpontjara rak
még egy korongot.

A jaték akkor ér véget, ha nincs iires mez§ és nincs olyan vonal, aminek a két végén ugyanannyi korong van. Az a jatékos
nyer, aki az utolsé korongot rakta le.

Gydbzzétek le a szervezdket kétszer eqgymds utdn ebben a jatékban! A jdaték elején ti donthetitek el, hogy a kezdd vagy
a mdsodik jdtékos borébe szeretnétek bujni.

Megoldas:

Harom észrevétellel kezdjik a megoldéast. Ezeket nem feltétleniil sziikséges tudni ahhoz, hogy
talaljunk egy nyeré stratégiat. Az is egy megoldas, ha hosszan elemezziik a jatékot, végignézziik az es-
eteket, és talalunk egy stratégiat, amit jatszva az ellenfél mindenképpen veszit. Azonban az észrevételek
mélyebb bepillantast engednek a jaték érzékeny természetébe, megértésiikkel jobban atlatjuk a jatékot,
és egyszeribb nyerd stratégiakat is tudunk adni. Az észrevételek utan két megoldast is leirunk.

Elsd észrevétel: A két mezd, amiknek hérom szomszédjuk van, teljesen azonos tulajdonsigokkal
rendelkeznek, legyenek ezek az A és a B mezdk. Ugyanigy, az a két mezd, amiknek két-két szomszédjuk
van, szintén pont ugyanolyanok, legyenek ezek a C' és a D mezdk.

Mdsodik észrevétel:

Ha megnézziik melyik mezén hany korong van és ndvekvd sorrendbe rakjuk, akkor ezek nem
ugorhatnak at szamot, azaz példaul olyan nem lehet, vagy valamelyik mezén egy korong van, valame-
lyiken harom, de nincs olyan, amin kettd. Ez konnyen latszik, mivel egy mezdre csak tgy tudunk rarakni
egy harmadik korongot, ha valamelyik masik mezén ketté marad.

Emiatt nem nehéz végiggondolni, hogy a jaték végén csak a kovetkezs allasok lehetségesek:

1. eset: A mezskon 1, 2, 3 és 4 korong van valamilyen sorrendben.

2. eset: Az A és B mez6kon 1 illetve 2 korong van, a C' és D mez&kon 3-3 korong van.

3. eset: Az A és B mez6kon 2 illetve 3 korong van, a C' és D mez&kon 1-1 korong van.

4. eset: Az A és B mezdkon 1 illetve 3 korong van, a C' és D mez8kon 2-2 korong van.

Harmadik észrevétel: A jaték végeredménye egy dolgon mulik: amennyiben végiil paros korong van
a tablan, Masodik nyert, hiszen & rak le minden parosadik szami korongot, mig ha Gsszesen pératlan,
akkor pedig Kezdd nyert. Ez alapjén a 2. és 3. esetben Kezd6 nyer, az 1. és a 4. esetben pedig Masodik.

1. megoldas:

A maésodik jatékosnak van nyerd stratégiaja. A nyerd stratégia a kovetkezs: Ha Kezdd barmely
lépésében az A vagy a B mezére rak korongot, akkor a rdkovetkezd lépésben Masodik a C' vagy D
mezdk egyikére rak és forditva, azaz ha Kezd§ barmely 1épésében a C' vagy a D mezdre rak korongot,
akkor a rakovetkezs lépésben Mésodik az A vagy a B mezdk egyikére rak. Ha ezt Mésodik tényleg
meg tudja tenni, akkor minden lépés utan A-n és B-n Osszesen legfeljebb eggyel térhet el a korongok
széama a C-n és D-n Gsszesen 16vE korongok szamatol, igy a jaték végén csak az 1. és a 4. eset lehet,
amikor tényleg Masodik nyer. Igy mar csak azt kéne ellendrizni, hogy tényleg mindig tud igy jatszani a
Maésodik. Ennek a stratégidnak az elénye, hogy nagyon konnyt jatszani. Hatranya, hogy nem koénnyt
megindokolni, hogy mindig mtikodik, de azért leirunk egy indoklést.

Azt kell latnunk, hogy sosem alakulhat ki olyan szituacié, hogy Masodik ezt a stratégiat jatsza, és
valamikor nem tud lépni. A jaték legelején képes erre. Tegytiik fel, hogy egy ideig meg tudta tenni ezt,
és még Kezdd tud lépni. Ez azt jelenti, hogy vagy A-n és B-n, vagy példaul A-n és C-n ugyanannyi
korong van. Ha A-n és B-n volt ugyanannyi korong, akkor C és D koziil az egyiken eggyel tébb, a
mésikon eggyel kevesebb van a korabbi megfigyelések miatt. Ekkor ezek egyikével egyenld lesz A és

B
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B koziil a megndvelt mezS. A mésodik esetben, ha két kiillonb6z§ tipusd, azaz mondjuk A és C' a
novels él két vége, a kovetkezs gondolattal folytatjuk a megoldast: Mivel A-n és B-n ekkor Osszesen
ugyanannyi korong van, mint C-n és D-n egyiitt, igy B-n és D-n is ugyanannyi korong van. Tehét ha
Kezds A-ra rak, akkor Masodik D-re és forditva, ha kezdd B-re rak, akkor Masodik C-re és forditva.
Tehét tovabbra is meg tudja ezt tenni Masodik, azaz igy meg tudja nyerni a jatékot.

2. megoldas:

A nyer§ stratégia a kovetkezs: ElGszor a 2. eset létrejottét akadalyozza meg Masodik. Ezt ugy teszi,
hogy eléri, hogy C-n vagy D-n két korong legyen. Ha Kezd§ az els6 1épésében C-re vagy D-re rak,
akkor Masodik ezutén A-ra fog. Ha Kezdd A-ra vagy B-re rak, akkor Méasodik C-re fog, igy két 1épést
kovetGen egyféle allds johet 1étre, az, hogy A-n és C-n is egy-egy korong van. Ha ekkor Kezd8 nem A-ra
rak, akkor vagy C-re rakta a masodik korongot, vagy ezutdn Masodik fel tudja helyezni ide a masodik
korongot. Ezzel a 2. eset-et megakadélyozta. Ha viszont Kezd§ A-ra rak, akkor Mésodik D-re, ekkor
Kezds egyetlen lehetséges 1épése, hogy felhelyezi B-re az elsé korongot, majd Masodik felrakja C-re a
masodik korongot, ezzel a 2. eset-et megakadélyozva. Igy Masodik meg tudja akadalyozni a 2. eset-et
igy, hogy maximum 6 korong legyen a tablan.

Ezek utan kezdének mar csak a 3. eset az esélye. Ezt a kivetkezSképpen akadalyozza meg Mésodik:
Ez csak tgy johetett létre, ha elGtte Kezdd a kdvetkezs allast latta: A-n 1, B-n 2, C-n 2, D-n 3 korong
van, és itt C-re rakott. (Az az allas, hogy A-n és B-n 1-1, C-n és D-n 3-3 korong volt a mésodik
észrevétel miatt nem lehetett.) Ezt az allast Méasodik hozta létre. Két allasbol tehette ezt meg:

1. lehetdség: A-n egy korong van, B-n, C-n és D-n kettd, ekkor viszont rakjon Masodik egy korongot
B-re, ezzel megnyerve a jatékot.

2. lehetdség: A-n és C-n 1-1 korong van, B-n ketts, D-n harom, ekkor A-ra rakva A-n és B-n is két
korong lesz, azaz a Kezd@ altal kivant allas nem johet létre.

Az a lehetdség, hogy A-n és B-n 1-1 korong van, C-n 2 és D-n 3, nem johet létre, hiszen D-re nem
keriilhetett fel harmadik korong, ha nem volt olyan szomszédja, amin 2 korong volt.

A fenti két allas mindegyikében 7 korong van mér a tdblan, és mivel Masodik maximum 6 korong
tablara keriilése alatt elérte, hogy ne kovetkezzen be a 2. eset, igy ettdl fiiggetleniil, a két dolog titkozése
nélkiil meg tudja oldani azt is, hogy ne kovetkezzen be a 3. eset.

Igy Masodik ezzel a stratégiaval is nyerhet.



