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D1. Adjatok meg az Gsszes olyan 1-nél nagyobb egész szamot, aminek pontosan eggyel kevesebb osztéja van, mint a
t6le kiilénbo6z6 osztdinak Gsszesen!

Példdul a 6 a négy darab osztdjdaval egy ilyen szdm, mivel a 2-nek és 3-nak két darab, mig az 1-nek egy darab osztdja van.
Zolomy Kristdf feladata

Megoldas: Legyen az altalunk vizsgalt szam a és az osztoinak szamat jeloljiik d(a)-val. Vizsgaljuk
meg az a osztoit. Tegyiik 3 csoportba Gket:

1. csoport: 1

2. csoport: a

3. csoport: a szam Osszes tobbi osztdja

Az els6 csoportban 1év6 szamnak 1 osztoja van. Az utolsd csoportban 1évs szamoknak biztosan van
két osztoja, mert ott van sajat maguk és az 1.

Ebbdl azt kapjuk, hogy az a szam nala kisebb osztonak dsszege legalabb 142-(d(a)—2) = 2-d(a)—3,
vagyis ha d(a) > 4, akkor nem allhat fenn sosem az egyenléség d(a) + 1-gyel. Tehat elég a d(a) < 4
eseteket megvizsgalni.

Ha d(a) = 4, akkor a-nak kétféle primtényezds felbontasa lehet, a = p - ¢ vagy a = p3, ahol p és ¢
kiilonb6z6 primszam. Itt az elsé eset jo, mert a szam onmaganal kisebb osztéi osztoéinak széma 5, mig
a méasodik nem jo, mert ott ez a szam 6.

Ha d(a) = 3, akkor a-nak egyféle primtényezds felbontasa lehet, ami a = p?, amire nem teljesiil,
mert neki 3 osztdja van és a néla kisebb oszt6i osztéinak széma Osszesen is 3.

Ha d(a) = 2, akkor egyféle primtényezds felbontéasa lehet, ami a = p, amire nem teljesiil a feltétel.

Ha d(a) = 1, akkor az a csak 1 lehet, amire szintén nem teljesiil a feltétel.

Tehat azt kaptuk, hogy a p - ¢ primtényezss felbontast szdmok a megfelelGek.
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D2. Legyen ABCD egy szimmetrikus trapéz, aminek az AD alapja 11 cm hosszii, mig a masik harom oldala 5 cm
hosszu. Legyen a C-b&l a BD atlora allitott, és a B-bdl az AC atlora allitott merdleges egyenesek metszéspontja E.
Hatarozzatok meg az E pont tavolsagat az AD egyenestol!

Hegediis Dani feladata

Megoldas: Jeldljiik BE metszéspontjat AC-vel és AD-vel ilyen sorrendben F-fel és G-vel, a B-bdl
AD-re allitott merdleges talppontjat H-val, mig AD felez6pontjat M-mel.

Ahogy ABC D szimmetrikus trapéz, ugy F rajta van az AD szakasz felezmerdlegesén, vagyis azon
az egyenesen, ami atmegy M-en és mer6leges AD-re. Masrészt tudjuk, hogy ABC egyenls szard, vagyis
F felezi AC-t. Emiatt viszont AFG és CF B haromszogek egybevagoak, ahogy az egyik oldaluk (AF
és C'F) azonos hosszu, és a szogeik egyenldk, mert az A-beli és C-beli szogek valtoszogek és az F-beli
szogek csticsszogek. Emiatt AG = BC' = 5. Mésrészt mivel ABC'D szimmetrikus, igy AH = % =3.
Emiatt, valamint AM = 22 = W miatt MG = MA-AG =Y -5=16GH =GA-AH =5-3=2.

Az ABH haromszogre irt Pitagorasz-tétel miatt HB = 4. Ekkor viszont a derékszdgek és a csiic-
sszogek miatt H BG és EMG haromszogek hasonloak. A hasonlosag arénya g—ﬁ = % =4. Igy a %
arany is 4, vagyis BH = 4 miatt EM = 1. Mivel EM mer6leges AD-re, igy EM hossza épp a keresett
tavolsag, vagyis a valasz 1 egység.

B C

E

Alternativ befejezés: a GI szakasz hosszat tudjuk, hogy 11—2-5 = 1 hossztu. BC' és GI parhuzamosak,
igy FGI és EBC haromszogek hasonléak. A hasonlosagi arédny ]é—(; = 5, tehat a magassagaik ardnya
is 5. Viszont tudjuk, hogy a magassigaik kiilonbsége éppen a trapéz magasséga, tehat 4, vagyis a
nagyobbik magassag 5, mig a kérdéses kisebbik 1 hosszu.
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Da3. Bizonyitsatok be, hogy végtelen sok Otszogszam °
létezik, ami el6all két masik (nem feltétleniil kiilonbozs) 6t- n=1
szogszam Osszegeként!
Az els6 dtszdgszam az 1. Az n-edik 6tszégszam (n > 2-re) a
kézds csucsbol, azonos irdnyba rajzolt, 1 < k < n—1 cm
oldalhosszisdgu dsszes szabdlyos 6tszdg csucsai és oldal-k-
adolé pontjai kozil a kilénbozé pontok szama. Az elsdé négy
n=2 n=3 n=4

Otszégszdm az 1, 5, 12 €és 22, ldsd dbra.

Osztényi Jozsef feladata

Megoldas: Legyen p, az n-edik 6tszdgszam!

Ekkor p,4+1 —pn = 3n+1, hiszen a kiilonbség az tjonnan berajzolt n+ 1 cm-es 6tszog 4j cstcsai (4
darab) és ezen 6tszog 3 oldalan az (n+1)-edeld pontok (3-szor n—1 darab), azaz 6sszesen 443-(n—1) =
3n + 1 darab.

Ebbél kévetkezik, hogy minden 1-nél nagyobb, 3-mal egy maradékot ad6 pozitiv egész létrejon két
szomszédos 0tszogszam kilonbségeként.

Ugyanakkor az 6tszégszamok 3-as maradéka mindig 1-el né. Az els§ 6tszogszdm hérmas maradéka
1, tehat minden k = 3m + 1 alaki 6tszogszam harmas maradéka is 1. Mivel minden 3-mal 1 maradékot
ado pozitiv egész létrejon két szomszédos 6tszogszam kiilonbségeként, ps,,11 is, tehat barmilyen nagy
Otszogszamhoz talalunk két szomszédos 6tszogszamot, amiknek 6 a kiilonbsége, azaz talaltunk végtelem
sok Otszogszamot, ami elall két masik Osszegeként.

T6bb képlettel és kevesebb szdveggel ugyanez az dtlet:

Dn+1 — Pn = 3n + 1, ahogy az elébb. Ekkor viszont pp11 =14+4+...+3n—-24+3n+1= W,
azaz pn = n(?’g_l).
Ebbdl kovetkezik, hogy &k = 3m + 1-re pp = psm+1 = (3m+1)2(9m+2) = 27’”229’””. Legyen n =

(pr —1)/3 = 27m26+9m _ 3m(3;n+1)

, ami egy egész szam, hiszen vagy m vagy 3m + 1 paros. Tehat
Pn + Pk = Ppy1, mivel ppy1 — pp = 3n + 1 = pg. Igy minden m-re

P3m3m+1) + P3m+1 :p3m(3m+1)+1-
2 2
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D4. Joéska a lenti abrakon lathaté alakzatokat szeretné teljesen feketére valtoztatni. Egy lépésben
a jobb oldalon lathaté harom darab kis hatszogbdl allo alakzatot lehelyezheti barhova, és ekkor az
ott 1év6 mez6k szine megvaltozik (fehérrél feketére vagy feketérsl fehérre). Mely abrék esetében tudja
Joska megvaldsitani a céljat néhany ilyen 1épés segitségével?

A haszndlhato darabkdt forgathatjuk is, de minden esetben pontosan hdrom teljes hatszoget kell fednie,
amikor Joska lerakja.

Osztényi Jozsef feladata

Megoldas: Joska az a) abrat feketére tudja valtoztatni, de a b) és a c¢) abrat nem.

a) Egy atszinezést egy kis haromszoggel fogok jelolni. Mivel minden hatszoget 1-szer vagy 3-szor
szineziink at (egy vagy 3 vonal megy &4t rajta), mindegyik fekete lesz a végére. A szineket csak a
lathatosag kedvéért hasznéaltam, a sorrend mindegy.

b) és ¢) Mindkét alakzatba X-eket tettem, mégpedig gy, hogy ha barmilyen modon rateszek egy
héromszoget, pontosan egy X és két X nélkiili mez6 lesz benne. Innentdl az X-es mezdkkel nem fogunk
foglalkozni. Kezdetben iiresek a téablak. Amikor letesziink egy haromszoget, mindegyik mezdre, amit
lefed, és nincs rajta X, letesziink egy gyufaszalat. Igy minden letételkor a tablan 1évs gyufaszalak szama
kettével né, azaz a tablan 1évs gyufdk szama mindig paros lesz.

Tegyiik fel, hogy sikeriilt atfesteni a tablat feketére. Ekkor minden nem X-es mezdén pératlan sok
gyufaszél kell hogy legyen, hiszen pontosan akkor festiink &t egy mez&t, ha ratesziink egy gyufaszalat.
Mivel mind a két esetben paratlan sok X-mentes mezsé van, ezért Gsszesen péaratlan szamu gyufat kellett,
hogy hasznaljunk. Ez viszont ellentmondas, tehat ezek a tablak nem atszinezhet&ek.
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D5. Hanga, a hangya, egy 1 cm oldalhosszusagi négyzetracs egyik racspontjaban all, és az egyik racsvonal iranyaba néz.
Fordul 15°-ot balra, majd elindul egyenesen amerre néz. Ezutan akarhanyszor metsz egy racsvonalat (vagy racspontot),
fordul 30°-ot balra, majd egyenesen folytatja az utjat. Milyen messze lesz a kiindulasi ponttol a tizedik 30°-os fordulo
pillanatéaban?

Pdhdn Anita feladata

Megoldas: Induljunk ki egy ABC haromszoghdl egy egységnégyzetben, ahol X AB< = CAY < = 15°,
lasd abra. Ekkor ACY és ABX haromszogek egybevagoak, igy AC' = AB, és mivel CAB< = 90° —
15° — 15° = 60°, ezért ABC egy szabélyos haromszog. Tovabba szimmetria miatt C BZ< = 45°.

Hanga pont az AB szakaszon fog elindulni. Ha tiikrozziikk C-t az X Z egyenesre, megkapjuk C’-t.
ABC'< = 60° + 45° 4 45° = 150°, tehat a Hanga pont a BC’ szakaszon fog tobabbhaladni.

Ha tiikrozziik az AC szakaszt Z-re kozéppontosan, C-bél C7, A-bol A’ lesz. A/C'B<x = A/C'Z< +
ZC'B<a = ACZ< + ZC'B< = 75° + 45° = 150°, tehat Hanga a C'A’ szakszon fog tovabbhaladni.
A kovetkez6 30° elfordulas utan a kezdShelyzethez képest pontosan 90 fokot fog elfordulni Hanga, és
mivel épp egy racspontban 4ll, egyszertien csak 90 fokkal el kell forgatnuk az abrat, hogy folytathassuk
az utat.

AJ

A X

Ahogy haladunk, minden szakasz ugyanolyan hosszi marad (hiszen egy szabalyos haromszog oldalai
titkriizve), és mindig 150° a belss szog, igy az Osszes pont egy koron helyezkedik el. Ennek a kérnek
a sugara 2cm, igy a 0-s és a 10-es pont tavolsidga is 2 cm, mert fel tudjuk osztani a koért 6 darab
szabalyos haromszogre, amiknek az egyik cstcsa a kor kozéppontja, a tobbi csicsa pedig szomszédos
paros szamok.

6
7 )

10 2
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D6. Jaték: Adott két kupac korong. Egy lépésben az éppen soron kévetkezd jatékos az egyik kupachoz hozzaad néhany
korongot (legalabb egyet), és a masikbol elvesz kétszer annyit. Az veszit, aki nem tud a szabalyoknak megfelelGen lépni.
Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jatékban! A két kupac méretének ismeretében ti donthetitek el,
hogy a kezdd vagy a mdsodik jatékos bérébe szeretnétek bijni.

Imolay Andrds feladata

Megoldas: Jeldlje a és b a két kupacban 1évé korongok szamét: ezt az allast jelolje (a,b). Nevezziik
nyerdallasoknak azokat az allasokat, amelyre 1épve az adott jatékos biztosan nyerni tud.

Allitas: Egy (a,b) allas pontosan akkor nyerdallas, ha |a — b| < 1.

Ennek a bizonyitdsa:

Azt kell meggondolni, hogy a fent &allitott nyeréallasokbodl csak nem nyerébe tudunk lépni, és nem
nyer6bdl csak nyerébe. Fzzel tényleg kész lennénk, ekkor nem nyeré helyzetbdl kezdeni kell, és mindig
nyerdre 1épni, ezzel a végén vilagos, hogy nyeriink, mig ha a jaték nyerdallasbol indul, akkor at kell
adni a kezdést.

1. eset: l[a—b| < 1.

Egy 1épésben valamilyen m > 1-re az egyik kupacbol elvesziink 2m korongot, mig a masikhoz
hozzédadunk m darabot. Ha az els§ kupacbol vesziink el korongokat, akkor az (a,b) allasbol az (a —
2m, b+m) éallasba jutunk, mig ha a masodikbol, akkor az (a+m,b—2m) éallasba jutunk. Vegyiik észre,
hogy az a — b kiilonbség értéke az elsé esetben 3m-mel csokken, mig a masodik esetben 3m-mel né.
Azaz minden 1épésben a kiilonbség legalabb 3-mal valtozik. Ezért ha egy adott 1épés elétt a — b értéke
—1, 0 vagy 1, akkor a 1épés utan méar nem lehet —1, 0 vagy 1 az érték.

2. eset: |a —b| > 2.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy a > b. Legyen a — b = k, ahol k > 2. Irjuk
fel a k kiilonbséget k = 3m + r alakban, ahol m egész, és r pedig 0, 1 vagy —1. Ekkor m > 0, és ha
2m-et elvesziink a-boél és m-et adunk b-hez, akkor lathato, hogy a lépés utan a két kupac méretének
kiilonbsége |r|, ami legfeljebb 1.

Ezzel bizonyitottuk az allitdsunk.



