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El. Az ABC egyenlé szart haromszogben a BC alap 1 cm, az AB és az AC szarak 2 cm hossztak. Legyen az AB
szakasz felez6pontja F', az AC szakasz felez6pontja pedig G. Legyen k az a kor, ami érinti az AB oldalt az F', valamint
az AC oldalt a G pontban. Igazoljatok, hogy a CF és BG egyenesek metszéspontja a k korre esik.

Imolay Andrds feladata

Megoldas: Legyen a BC oldal felez6pontja H, a BG és CF sza-
kaszok metszéspontja pedig I. Jelolje O az FFGI haromszog koréirt
kérének kozéppontjat. Legyen tovabba a = C BG'<( sz0g nagyséaga.
Elég belatnunk, hogy az OGC'< = 90°, mert akkor a FGI kor
érinti a széarakat, vagyis I rajta van a k koron.

Mivel F' és G a szarak felez6pontjai, ezért BF = CG = BC =1
cm. Vagyis a BC'G haromszog egyenld szara, amibsl IGC< = a.
Mivel az abra szimmetrikus BC' felez6mer6legesére, ezért az I[H
és BC' egyenesek merslegesek egymésra. Ebbél kapjuk, hogy
BIH< = 90° — «, amibsl OIG< = 90° — «. Viszont mivel O
az F'GI kor kozéppontja, ezért OGI<t = OIG< = 90° — a. Ebbdl
kovetkezik, hogy OGC< = OGI< + IGC< = 90° — a + o« = 90°.
Ezzel belattuk az allitast.
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E2. Amikor Andris belépett a terembe, a tablan a 3 és a 24 szamok szerepeltek. Egy 1épésben, ha a tablan szerepelnek
a (nem feltétlenil kiilonboz8) k és n szamok, akkor Andris a kn + k + n szdmot is felirhatja.
a) Elérheti-e Andris, hogy néhany lépés utan a 9999999 szerepeljen a tablan?
b) Mi a helyzet, ha a 99999999-et akarja elérni?
c) Na és ha a 48999999-et?
Imolay Andrds feladata
Megoldas: Vegyiik észre, hogy a tabldn csak olyan szdmok szerepelhetnek, amelyek eggyel kisebbek,
mint egy négyzetszam. A 3 és a 24 is ilyen, igy azt kell belatnunk, hogy ha egy 1épést megel6z6en minden
szam, amely a tabldn szerepel, egy négyzetszidm megel6zGje, akkor az ebben a lépésben Andris altal
felirt szam is ilyen lesz: valoban, ha k, n a tablan szerepelnek, Andris pedig a kn+k+n = (k+1)(n+1)—1
szamot irja fel, az is ilyen lesz, mivel k£ 4+ 1 és n + 1 négyzetszamok, igy a szorzatuk is.

a) A fentiek alapjan nem érheti el, hiszen 9999999 + 1 = 10000000 nem négyzetszam.

b) Elérheti a kovetkezs lépéssorozattal: a 3-bol és a 24-b8l megkapja a 324+ 3+ 24 = 99-et, majd
a 99-bdl eléri a 9999499499 = 9999-et, végiil pedig ebbdl a 9999 - 9999 + 9999 + 9999 = 99999999-et.

c) Vegyiik észre, hogy az is teljesiil a tablan szerepld szamokra, hogy a rakovetkezdjiiknek csak a
2 és az b a primosztoi. Ezt hasonloan bizonyitjuk. A két kezdeti szamra (3 és 24) teljesiil az allités,
illetve ha egy lépés el6tt minden tablan szerepld széamra teljesiil, akkor az ebben a lépésben Andris
altal felirt szamra is teljesiilni fog: valoban, ha k,n a tablan szerepelnek, Andris pedig a kn+ k+n =
(k+1)(n+ 1) — 1 szamot irja fel, az is ilyen lesz, mivel k + 1 és n + 1 primosztdi csak a 2 és az 5,
igy a szorzatuké is. Ezek alapjan Andris nem érheti el a 48999999 = 49000000 — 1 szamot, hiszen a
49000000 oszthato 7-tel is.
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E3. a) Négy kereskeds szeretne Athénbol Réméba elutazni szekérrel. Ugyanazon a napon, de kiilénbdzé idSpontokban
indulnak Athénbol és egy masik napon érkeznek meg Rémaéba, de éppen forditott sorrendben. Minden nap, amikor leszall
az est, minden kereskedd betér az uton kovetkezs fogadoba aludni. Amikor néhany kereskedd ugyanabban a fogadéban
alszik egy éjszaka, akkor masnap pirkadatkor az érkezéshez képest forditott sorrendben indulnak tovabb, mert a fogadok
melletti sziik utcdkban csak igy tudnak parkolni. Az uton nem tudjik megelézni egymast, csak a fogadokban egyiitt
eltoltott éjszakak soran valtozik a sorrendjiik. Végiil minden kereskedd megérkezik Rémaba tgy, hogy menet kézben
minden masik kereskedével pontosan egyszer alszik ugyanabban a fogadéban. Lehetséges-e, hogy minden éjszaka paros
szamu kiilénb6z8 fogaddban alszanak?

b) Lehetséges-e akkor, ha a 4 helyett 8 kereskedd utazik és minden mas feltétel valtozatlan?

Kocsis Anett feladata

Megoldas: a) Legyen a négy kereskeds A, B, C, D, és tegyiik fel, hogy abécé sorrendben indultak

Mivel minden éjszaka paros szamu fogadoban alszanak, igy minden éjjel vagy 2 vagy 4 fogadot
foglalnak el. Ha az utébbi all fenn, akkor mindenki kiilon szallason alszik. Ekkor nem valtozik az, hogy
ki kivel aludt mar egy helyen, és a keresked6k sorrendje sem, ezért feltehetjiik, hogy ez az eset nem
fordul el§. Kovetkezésképp minden éjjel vagy 2 4+ 2 vagy 3 + 1 eloszlasban aludtak.

Tegyiik fel el6szor, hogy az elss éjjel 3 + 1 eloszlasban alszanak. Szimmetria miatt feltehetd, hogy
ABC + D és A+ BCD lehet6ségek koziil az elébbi all fenn, igy méasnap a sorrendjiik C, B, A, D-re
valtozik. A kovetkezd el6zésnek D és A kozott kéne lennie. Viszont A, B és C koziil méar semelyik kettd
nem alhat egy helyen, igy a kévetkezs éjjel C' + B + AD lesz az eloszlasuk, ekkor azonban 3 fogadot
foglalnak el, ami ellentmond a feladat feltételének.

Tegyiik fel most, hogy elsé éjjel 2+ 2 eloszlésban alszanak. Ekkor az els§ éjjel mindenképp AB+CD
eloszlasban alszanak, vagyis mésnap a sorrendjiik B, A, D, C. Azonban A és B, illetve C' és D mar nem
alhatnak egy helyen, kovetkezésképp a kovetkezs éjszaka csak B + AD + C' lehet az eloszlasuk. Ekkor
azonban megint 3 kiillonbo6zs fogadoban alszanak. Ezzel belattuk, hogy nem tudnak a feltételeknek
megfelelGen eljutni Romaba.

b) Hasznéljuk az alabbi tablazatot a keresked6k mozgasanak jelolésére. Minden sorban a kereskedk
aznapi sorrendje lathat6. Azon kereskeddk, akik poziciot valtoztattak, egy vonallal hozza vannak kétve
a kovetkezd napi pozici6jukhoz. Ha néhany ilyen vonal metszi egymast, akkor azok a kereskeddk a két
nap kozti éjszaka egy fogaddban alszanak.

Tekintslik az abran lathaté konstrukcidt. Konnyd ellendrizni, hogy ez tényleg megfelels. Leirunk
egy gondolatmenetet, ami egyrészt megkonnyitheti, hogy talaljunk egy ehhez hasonlé konstrukciot,
masrészt altalanosan miikodik paros darab kereskedd esetén is.

A megoldas felépitése a kivetkezs: el6bb 6 kereskedére készitiink egy kon-
BICDELF|GH| strukciot; példaul egy megoldast kapunk, ha a fenti konstrukeiobol az A és
FE] H kereskedsket elhagyjuk. Konnyen ellenérizhets, hogy ez még mindig tel-
jesiti a feladat feltételét, vagyis hogy minden éjszaka Osszesen paros szamu
kiilonb6z6 fogadoban aludtak. Ebbdl 8 (és hasonloan barmely 2n kereskedd
B\G esetén) ugy kapunk megoldast, hogy elhelyeziink az eredeti 6 kereskedd jobb
és bal oldalara egy-egy tovabbi kereskeddt (altalanos esetben (n — 3)-at
mindkét oldalra), jelen esetben A-t és H-t. Ezutan addig a napig, amig C
G B és F illetve B és G alszanak egy szallason, nem véltoztatunk a hozziadott
kereskedSk egymas kozti sorrendjén. Miel6tt a C'F és BG cserét végreha-
jtjuk, az A és H kereskeddket cserékkel kozépre hozzuk (altalanos esetben
az Osszes hozzdadottat), majd a BG csere helyett az ABGH sorrendjét
felcseréls lépést hajtjuk végre (altalanos esetben az egész kozépre hozott
blokkot megforditjuk).

Ezutan A-t és H-t (ill. az Osszes hozzaadott kereskeddt) cserékkel a sor szélére vissziik, majd a 6

kozéps6 kereskeddnek befejezziik a cseréit az abran lathaté modon, ekkor a tobbi kereskedd helyzete
méar nem véaltozik.
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Igy a feltételeknek megfelelve sikeriilt megforditani a kereskedék sorrendjét, ha eredetileg paros
szamu, legalabb 6 keresked§ volt.
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E4. Bizonyitsitok be, hogy minden n > 3 egészre végtelen i
sok m-szogszam létezik, ami el6all két masik (nem feltétleniil k=
kiilonboz6) n-szogszam Osszegeként!

Az elsé n-szégszdam az 1. A k-adik n-szégszdm (k > 2-re) a

kdzds cstcsbol, azonos iranyba rajzolt, 1 < £ < k—1 cm oldal-
hosszusdgu dsszes szabdlyos n-szog csiucsai és oldal--edeld

pontjai kézil a kilénbézd pontok szama. Példdaul az elsd négy k=29 L=3 k=14
Otszégszdm az 1, 5, 12 €és 22, ldsd dbra.
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Osztényi Jozsef feladata

Megoldas: Jeldlje adott n-re a k-adik n-szogszamot ay. Ekkor felirhato az alabbi Gsszefiiggés: ap+1 =
ar +k-(n—2)+1, hisz a (k+ 1)-edik n-szégszamot ugy kaphatjuk meg a k-adikbol, hogy hozzaadjuk
a k oldalhosszusagu n-szog eddigiektsl kiilonbozd pontjainak (csticsok és k-adolé pontok) szamat,
amit kiszdmolhatunk példaul tgy, hogy a k oldalhosszlisagt n-szognek van n - k darab pontja és ebbsl
k+ (k—1) pont kozos. Ebbdl vonjunk le két tanulsagot: az n-szogszdmok szigortian nének (n > 3), azaz
adott n-re nincs két azonos n-szogszam és az (n — 2)-vel valo osztasi maradékuk mindig 1-el ng. Tehat

minden n-re és tetszleges N-re létezik ki, hogy ag, l-et ad maradékul (n — 2)-vel osztva és k1 > N,
akl—l

legyen ko = —1—-, ekkor ky egész. fgy ag,+1 = an, + ax,, hisz minden k-ra axq = a +k-(n—2) +1,
igy ka-re is ag,+1 = Gk, + k2 - (n — 2) + 1 és a ko meghatéarozasabol kovetkezik a kivant egyenléség.
Tetszblegesen nagy ilyen tulajdonséga ki van, tehat tényleg végtelen sok megfelels n-szogszam van.
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E5. A Gordgorszag-Egyiptom kosarlabdameccs elsé negyedének végén 26-25 volt az allas. Aron minden gorog kosar
utan felirta, hogy hany pontja van a gordogoknek, mig Benedek minden egyiptomi kosar utéan felirta, hogy hany pontja
van az egyipton}iaknak. A sziinetben észrevették, hogy a felirt szamaik kozt nincs két egyforma. Hanyféleképpen irhatta
fel Benedek és Aron a szamokat, ha az els6 negyedben 21 koséar volt, és mindegyik kosar 2 vagy 3 pontot ért?

Két felirdsi lehetdséget kiilonbozdnek tekintink, ha valamelyikik mds szdmokat irt fel.

Nagy Kartal feladata

Megoldas: Irjuk le a szamokat 1-t6l 26-ig, és szinezziik ki pirosra azokat a szamokat, amiket Aron
felirt, és kékre azokat, amiket Benedek irt fel. Tudjuk, hogy nincs olyan szdm amit mindketten felirtak,
ezért minden szamot legfeljebb egyszer szineztiink ki. Osszesen 21 kosar esett, ezért a szamok koziil
pontosan 5 nem lett kiszinezve, ezeket toroljiik ki a sorozatbol.

Ekkor a megmaradé 21 szam felvaltva lesz piros és kék, mert ha lenne két egymast kovets egyszind
szam, akkor az azokat megel6z§ és kdvetd masik szind szamok kiilonbsége legalabb 4 lenne, de tudjuk,
hogy csak 2 és 3 pontos kosarak estek.

Ezutan nézziikk meg, hogy melyik szamok maradtak ki. Az 1-es kimaradt, mert minden kosar 2
vagy 3 pontos. Két kitorolt szam kiilonbsége nem lehet 1, mert akkor legyen az el6ttiik 16v§ kiszinezett
szam piros, de a kovetkezs szinezett szam tudjuk, hogy kék, ezért a kdvetkezs piros és legaldbb 4-re
van, ami nem lehet. Hasonl6an nem lehet két kitorolt kitorolt szam kiilonbsége 2 sem. Vagyis barmely
két kitorolt szam kiilonbsége legalabb 3.

Ha tudjuk, hogy melyik szdmok lettek kitorolve, akkor egyértelmiien megadhat6, hogy milyen
szdmokat irt le Aron és Benedek, mert a megmarado6 szamokat felvaltva kiszinezziik pirossal és kékkel
gy, hogy az utolsé szam, a 26 piros legyen. Es ha a kitorolt szamok koziil bamely kettd kiilonbsége
legaldbb 3, akkor az egymést kovets piros szamok kiilonbsége 2 vagy 3 lesz, hasonléan a kék szamokra
is.

Tehét elég megadnunk, hogy héanyféleképpen tudjuk kivilasztani a kimarad6 szamokat. Tudjuk,
hogy barmely ketts kiilonbsége legalabb 3, és a 2, 3, 25, 26 szdmokat nem lehet kitorolni. Vagyis 4-
t6l 24-ig kell kivalasztani négy szdmot, hogy kiilonbségiik legalabb 3 legyen. Egy-egy ilyen valaszatas
megfeleltethetd négy klonbozd szam kivalasztasaval 1-t61 15-ig tgy, hogy a legkisebb szambol 3-at vo-
nunk ki, a mésodikbél 5-6t, a harmadikbol 7-et és a negyedikbdl 9-et. Ez a megfeleltetés megfordithato,
igy pontosan annyi megfelels valasztasunk van a négy szam kimaradasara, mint ahanyféleképp 1-t6l
15-ig 4 kiilonb6z8 szamot ki lehet valasztani. Ezt (145)—féleképpen lehet megtenni.

Tehat a valasz (145).
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E6. Jaték: Adott négy, korongokbdl all6 kupac, melyek 1-t8l 4-ig vannak szdmozva. Egy lépésben a soron kévetkezd
jatékos valaszt m és n egész szamokat, melyekre 1 < m < n < 4, majd az n sorszdmu kupacbol elvesz m korongot,
ésazn—1,n—2,...,n —m sorszdmi kupacokba egyesével szétosztja az elvett korongokat. Az veszit, aki nem tud a
szabalyoknak megfelel6en 1épni.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jdtékban! A négy kupac méretének ismeretében ti donthetitek el,
hogy a ke;dé’ vagy a masodik jatékos borébe szeretnétek bujni.

Fraknoi Adam feladata

Megoldas: Vilagos, hogy a jaték véges. Pontosan akkor van nyerd stratégidja a masodik jatékosnak,
ha a 2-es kupacban paros sok korong van és a 4-esben 5k vagy 5k + 2 alaki, vagy ha a 2-esben péaratlan
van és a 4-esben 5k+1 alaka. Azt kell meggondolni, hogy ilyen alakt 4llasb6l nem tudunk ilyen alakiba
lépni, és barhonnan mashonnan pedig igen.

Nem ilyen allasbél tudunk ilyenbe lépni, hiszen ha a 4-es kupacban 5k + 3 vagy 5k + 4 korong
van, akkor ha 2 vagy 3 korongot vesziink el bel6le, akkor mindkét esetben az 2-es kupac paritisa
megvaltozik, igy kivalaszthatjuk, hogy az 5k és 5k 41, illetve 5k + 1 és 5k + 2 koziil melyik az alkalmas
a stratégidhoz. Ha 5k vagy bk + 2 van a 4-es kupacban, akkor paratlan van a 2-es kupacban, {gy onnan
elvehetiink egyet és megfelel allast ériink el, mig ha 5k + 1 van a 4-esben, akkor onnan 1-et elvéve
szintén megfelel6t kapunk, mivel ekkor pérosnak kell lennie az 2-es kupacban.

Egy ilyen allasbol nem lehet ilyenre lépni, mivel ha a 2-es vagy 3-as kupacboél vesz el, akkor a 2-es
kupac paritésa valtozik, mig a 4-es kupac helyben marad, ha pedig a 4-es kupacbdl vesz el tgy, hogy
az ne bk + 3 vagy 5k + 4 alaku legyen, akkor ha 5k alakid volt, akkor 3-at kell elvennie, ekkor viszont
5k + 2 alaki lesz és a 2-es kupac paritésa valtozik, ha pedig 5k + 1 vagy 5k + 2 volt, akkor nem vehet el
3-at, ekkor pedig vagy 1-et vesz el, vagyis a 4-es kupac csokken eggyel és a 2-es nem valtozik, vagy (ha
5k + 2 alaku) 2-6t vesz el, ekkor pedig a 2-es paritasa valtozik, a 4-es pedig 5k + 2-r8l 5k-ra valtozik,
ami megintcsak nem ilyen Aallas.

Megjegyzés:

A megoldashoz az alabbi Gtlettel is el lehet jutni. Vegyiik azt a fliggvényt, ami a jaték allasaihoz
rendel természetes szamokat a kovetkezs modon: f(A) = 3-a4+2-a3+aq, ahol az a; az A allapotban az
i-edik kupacban 1év6 korongok szama. Lathato, hogy 1 korong athelyezése esetén ez a fliggvény 1-gyel,
2 esetén 3-mal, 3 esetén 6-tal csokken, a jaték pedig az f(A) = 0-aig tart. A két jatékos felvaltva lép
paros és paratlan értékekre, kivétel az, amikor valamelyik jatékos 3 korongot helyez at, vagyis a jaték
nyertese azoknak a lépésnek a paritasatol fiigg, amikor egyszerre 3 korongot helyeziink &t.

Most nézziik a 4-es kupacot. (A 4-es kupacon kiviil mindenki csak gy tud korongot elvenni, hogy
valtoztatja a paritast.) A 4-es kupacbol at lehet tenni 3 korongot gy, hogy a paritas maradjon, vagy
1-et vagy 2-6t 4gy, hogy a paritas megvaltozzon.

Ez alapjan az alabbi tablazat készithets, ahol az Ny jeloli azokat az éllapotokat, ahonnan a soron
kovetkezs jatékos nyerni tud. A tablazat mezdi 10-es ciklusonként ismétlédnek, igy ugyanazok a nyer6
mez6k adédnak mint a fenti indoklasban.

ay 0 1 2 314 ) 6 7 819 |10 | 11 | 12 | 13
f(A) paros | Ny |[Ny [Ny |V V| V | V | V |V|V | Ny |Ny|Ny|V
f(A) paratlan | V.| V.| V | V|V [Ny | Ny Ny | V|V |V | V|V |V




