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E+1. Bizonyitsatok be, hogy egy 1 X r méretd téglalap keriilete minden r pozitiv valés szam esetén lefedhetd

egységsugara korlapokkal, melyek paronként nem metszik egymast.
A kordk érinthetik egymdst.
Vili Benedek feladata

Megoldas: Vegylink fel a derékszogi koordinata rendszerben egységkorlapokat a kivetkezd kozéppon-
tokkal: (—1,(2k — 2)v/3), (1, (2k — 3)V/3) és (0, (2k + )/3) alakii pontok, ahol k egész szém. Ezek
a korlapok nem metszik egymaést, csak érintik, hiszen két korlap azonos fajtaja, akkor a kézéppontok
tavolsaga legalabb 2v/3, egy els6 és egy masodik fajtaja korlap kozéppontjainak tavolsaga legalabb 2,
és egy harmadik és egy masik fajtdju korlap tavolsaga legalabb 2.

Konnyti 1latni, hogy ezek a korlapok lefedik az z = —% és x = 1 egyeneseket, illetve hogy a (—%, t)

2
és (3,t) pontokat Ssszekots szakasz t € |J [2kV/3, (2k + 1)V/3] esetén le van fedve egy harmadik

k=—oc0
fajtaja korlap altal. Viszont emiatt ha L%J paros szém, akkor a (—1,0), (3,0), (3,7) és (—3,r) pontok
egy 1 x r-es téglalapot alkotnak amelynek a keriilete le van fedve az egységkorlapokkal, amennyiben

pedig L%J paratlan, (—%,0), (%,O), (%,—7“) és (—%,—r) pontok alkotnak egy 1 x r-es téglalapot,

melynek a keriilete le van fedve a korlapok &ltal.
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E+2. a) Oldjatok meg az a® + b* + ¢* = abc egyenletet, ahol a, b és ¢ pozitiv primszamok.

b) Bizonyitsatok be, hogy minden N pozitiv egész szamra léteznek a, b, c > N egészek, amelyek teljesitik az a? 42+ =
abc egyenletet.

Beke Csongor feladata

Megoldas: a) Nézziik meg az egyenletet modulo 3! Ha p # 3 egy prim, akkor p> = 1 (mod 3). Ezért
ha egyik prim sem 3, akkor a bal oldal oszthat6é 3-mal, de a jobb nem, ellentmondés. Ezért legalabb
az egyik prim 3, ekkor a jobb oldal oszthatd 3-mal. Az el6z6 észrevétel miatt, a bal oldal csak akkor
lehet oszthatd 3-mal ha mindegyik szdm 3. Az a = b = ¢ = 3 pedig teljesiti az egyenletet.

b) Tegyiik fel, hogy (a,b,c) megoldds, amire a < b < c. Ekkor az f(z) = 22 — bex + b* + 2
egyenlet egy egész egylitthatos 1 f6egyiitthatdoju masodfoka egyenlet, aminek az egyik gyoke a, azaz
egész. Ekkor a masik gyok o is egész (Viéta-jumping), és (a’, b, ¢) is megoldasa az eredeti egyenletnek.
Valamint o’ = % > b+ c > a, ezért barmely megoldashoz tudunk talalni egy megoldast, amiben a
valtozok koziil a legkisebb nétt, a méasik 2 pedig nem valtozott. A (3,3,3) megoldasbol indulva a fenti
lépést legalabb 3N — 9-szer ismételve eljutunk egy megoldésig, amire teljesiil hogy a,b,c > N.
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E+43. A Gordgorszag-Egyiptom kosarlabdameccs els6 negyedének végén 26-25 volt az allas. Aron minden gorog kosar
utan felirta, hogy hany pontja van a gordogoknek, mig Benedek minden egyiptomi kosar utéan felirta, hogy hany pontja
van az egyipton}iaknak. A sziinetben észrevették, hogy a felirt szamaik kozt nincs két egyforma. Hanyféleképpen irhatta
fel Benedek és Aron a szamokat, ha az els6 negyedben 21 koséar volt, és mindegyik kosar 2 vagy 3 pontot ért?

Két felirdsi lehetdséget kiilonbozdnek tekintink, ha valamelyikik mds szdmokat irt fel.

Nagy Kartal feladata

Megoldas: Irjuk le a szamokat 1-t6l 26-ig, és szinezziik ki pirosra azokat a szamokat, amiket Aron
felirt, és kékre azokat, amiket Benedek irt fel. Tudjuk, hogy nincs olyan szdm amit mindketten felirtak,
ezért minden szamot legfeljebb egyszer szineztiink ki. Osszesen 21 kosar esett, ezért a szamok koziil
pontosan 5 nem lett kiszinezve, ezeket toroljiik ki a sorozatbol.

Ekkor a megmaradé 21 szam felvaltva lesz piros és kék, mert ha lenne két egymast kovets egyszind
szam, akkor az azokat megel6z§ és kdvetd masik szind szamok kiilonbsége legalabb 4 lenne, de tudjuk,
hogy csak 2 és 3 pontos kosarak estek.

Ezutan nézziikk meg, hogy melyik szamok maradtak ki. Az 1-es kimaradt, mert minden kosar 2
vagy 3 pontos. Két kitorolt szam kiilonbsége nem lehet 1, mert akkor legyen az el6ttiik 16v§ kiszinezett
szam piros, de a kovetkezs szinezett szam tudjuk, hogy kék, ezért a kdvetkezs piros és legaldbb 4-re
van, ami nem lehet. Hasonl6an nem lehet két kitorolt kitorolt szam kiilonbsége 2 sem. Vagyis barmely
két kitorolt szam kiilonbsége legalabb 3.

Ha tudjuk, hogy melyik szdmok lettek kitorolve, akkor egyértelmiien megadhat6, hogy milyen
szdmokat irt le Aron és Benedek, mert a megmarado6 szamokat felvaltva kiszinezziik pirossal és kékkel
gy, hogy az utolsé szam, a 26 piros legyen. Es ha a kitorolt szamok koziil bamely kettd kiilonbsége
legaldbb 3, akkor az egymést kovets piros szamok kiilonbsége 2 vagy 3 lesz, hasonléan a kék szamokra
is.

Tehét elég megadnunk, hogy héanyféleképpen tudjuk kivilasztani a kimarad6 szamokat. Tudjuk,
hogy barmely ketts kiilonbsége legalabb 3, és a 2, 3, 25, 26 szdmokat nem lehet kitorolni. Vagyis 4-
t6l 24-ig kell kivalasztani négy szdmot, hogy kiilonbségiik legalabb 3 legyen. Egy-egy ilyen valaszatas
megfeleltethetd négy klonbozd szam kivalasztasaval 1-t61 15-ig tgy, hogy a legkisebb szambol 3-at vo-
nunk ki, a mésodikbél 5-6t, a harmadikbol 7-et és a negyedikbdl 9-et. Ez a megfeleltetés megfordithato,
igy pontosan annyi megfelels valasztasunk van a négy szam kimaradasara, mint ahanyféleképp 1-t6l
15-ig 4 kiilonb6z8 szamot ki lehet valasztani. Ezt (145)—féleképpen lehet megtenni.

Tehat a valasz (145).
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E-+4. Adott az n > 2 egész szam. Az n emeletes piramis 12 +2% 4+ 32+ ... +n? darab 1 m x 1 m x 1 m-es kockabél all,
minden kocka marvanybol vagy homokksbdl van. A k-adik szinten a kockak egy (n+1— k) x (n+ 1 — k) mérett négyzet
alakban helyezkednek el, és minden 1 < k < n esetén ezen négyzetek kdzéppontjai ugyanarra a fliggSleges egyenesre
esnek. Emellett a kockék lapjai parhuzamosak, azaz a piramis mindegyik kockaja vagy a f6ldén van, vagy 4 masik kockan
all. A legfelss kockat marvanybol épitették, és az épiilet stabilitdsa érdekében minden méarvany kockara igaz, hogy vagy
a foldén van, vagy az alatta 1évd 4 kockabol legalabb 3 marvany. Ezen feltételek alapjan legalabb hany darab marvany
kocka van a piramisban?

Beke Csongor feladata

Megoldas: Valasz: Legalabb n? kocka van marvanybol.

Konstrukcié n? marvany kockara: Minden szinten a dél-nyugati sarokbol az észak-keleti sarokig
tarté atld, és a mellette 1-gyel keletre 1év6 atlé van méarvanybol. Ekkor teljesiilnek a feltételek és
2 marvanykocka van.

Bizonyitas arra, hogy ennél kevesebb marvanykocka nem lehet: Azt fogjuk igazolni, hogy egy k x k-
as szinten 2k — 1 marvanykocka kell. Ehhez két segédallitast latunk be.

1. segédallitas: Minden szinten Osszefiiggd a marvany kockak halmaza, ahol azokat a kockakat
tekintjiik szomszédosnak, amik lappal érintkeznek. Ezt fentrdl lefelé indukciéval bizonyitjuk be. Vilagos,
hogy a legfelsé szint Osszefiiggs. Abbol a feltételbdl, hogy mindegyik marvanykocka alatt legalabb 3
marvany kocka van, egyenesen koévetkezik az indukcios 1épés.

2. segédallitas: Minden szinten a k X k-as négyzet minden oldalat érintik a méarvany kockak. In-
dukcidval bizonyitunk. A legfels szintre vilagosan teljesiil. Indukcids lépés: A fentebbi szinten a perem
megfelel6 oldalat érinté kocka alatti 4 kockabol 2 érinti a lentebbi szinten is a perem megfelels oldalat.
Ebbdl a 2-bdl legalabb az egyik mérvany, igy készen vagyunk az indukcidval.

Befejezés: A két segédallitas kombinélasaval megkapjuk hogy a k x k-as szinten van egy marvany
kockakbol allo 1t keletrdl nyugatra és délrsl északra is. Ezek az utak belsejében van legalabb (k — 1)
észak-dél lépés és legalabb (k — 1) kelet-nyugat. Szamoljuk meg ezen a szinten a kockék fiiggsleges
oldalait. Ha mind a 4 iranybdl rdnéziink, akkor a homokkoveket atlatszonak tekintve latunk & oldalt,
valamint minden belsg lépésnél van még 2 oldal amit nem latunk. Ezért a szinten legalabb 4k+-2-2(k—1)
fligg6leges oldal van, azaz legaldbb 2k — 1 marvanykocka.

osszesen n
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E-+5. Legyen ABC hegyesszogti haromszog, és jelolje a koréirt korének kozéppontjat O. Legyenek Oa, Op és O¢
rendre a BCO, CAO és ABO haromszogek koréirt koreinek kdzéppontjai. Bizonyitsatok be, hogy az AO4, BOp és CO¢
egyenesek egy ponton mennek &t.

Vili Benedek feladata

1. Megoldas:

Legyenek az ABC haromszog magassagainak talppontjai rendre T4, Tp és T¢. Jeldlje tovabba
H az ABC haromszog magassagpontjat, A’ az AH szakasz felez6pontjat, illetve N a Feuerbach kor
kozéppontjat. Definidljuk az f transzformaciot az A kézéppontu % aranyu kozéppontos nagyitéis és
az A csucsnal 1évs belsd szogfelezdre valo tengelyes tiikrozés szorzataként!

Vilagos, hogy f B-t Tg-be viszi. Viszont ABC/A ~ ATcTp/A\ a szogek egyezése miatt, és f ha-
sonlésagi transzformacio, igy f C-t To-be viszi. Vegyiik észre, hogy To és T rajta vannak az AH
szakasz Thalész korén, igy az (ATcTp) kor kozéppontja A’. Viszont f hasonlosagi transzformacio, igy
az (ABC) kor kozéppontjat, O-t, az (AT Tg) kor kozéppontjaba viszi. Tehat O képe A'.

A fentiek miatt f a (BCO) kort a (TgTcA’) korbe viszi. Ismert, hogy A’ is rajta van a Feuerbach
koron, igy a (BCO) kor a Feuerbach korbe megy f altal, tehat a korok kézéppontjai egyméas képei: f
O 4-t N-be viszi.

Mivel a transzformécié A-t helyben hagyja, az AO 4 egyenest az AN egyenesbe viszi. Tudjuk, hogy
az A-bol valé kozéppontos nagyitas AO 4-t magaba viszi, tehdt az AO, és AN egyenesek egymaés
tiikorképei a bels6 szogfelezére nézve. Emiatt AO 4 athalad az N pont [izogonéalis konjugaltjan.

A fenti gondolatmenet megismételheté a BOp és a CO¢ egyenesekre, igy mindharom egyenes
athalad a Feuerbach kor kézéppontjanak izogonélis konjugéltjan. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés: A harom egyenes kozos metszéspontjanak neve is van: Kosnita-pont (a haromszog
nevezetes pontjainak enciklopédiajaban az X4 nevet kapta), és ahogy az a megoldasbol kideriil, ez
a pont a Feuerbach-kor koézéppontjanak izogonélis konjugéltja. Maga a feladat allitdsa egyébként a
roman matematikus, Cezar Cosnita nevéhez flizédik (gyakran Kosnita-tételként hivatkoznak ra).

2. Megoldas:
Kezdetben vegyiik észre, hogy az AO szakasz felez6mer6legesén rajta vannak az Op, O¢ pontok,
hiszen ez a két pont két olyan haromszog koriilirt korének kézéppontja, melynek egyik oldala AO. Tehat

5


https://mathworld.wolfram.com/IsogonalConjugate.html
https://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/etc.html
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AO 1 OpO¢. Hasonlban BO 1 Oc0y4 és CO 1L O40p. Ekkor OcO4BZ = 90° — O4B0O /. Viszont
az OBOAC' egy deltoid, mivel OB = OC és OB = 0,C (egyenls sugarak megfelels korokben). Igy
90° — 04BOZ = 90° — 04,COZ = Og0O4C /. Hasonléan O40gC2L = OcOAZ és OpOcAL =
0AO0cBZ.

Legyen A’ = AO4NOgO¢c, B = BOgNOcO4 és C' = COc N O40pg. Tovabba jeldlje a, 3,
rendre az el6z6ekben belatott egyenld szogeket rendre az O 4, Op, O¢ pontok koriil (az abran megfelels
szinekkel jeloljiik ezeket).

Az AOA', AOcA’, majd az AO,0pg, AO 4O¢ haromszogekre felirva a szinusz-tételt kapjuk, hogy

OpAl  TEEEE AN sing sinA'AOpZ  siny GSE - sinAO504Z  siny 040p - sin AOpO4Z
OcA % .AA’  sinf sin A’AO¢/  sinf % sin AOcO4/  sinB 040¢ -sin AOcOZ
Hasonléan kapjuk, hogy

OcB'  sina OpOc -sin BOcOpZ ) 0OAC"  sinf OcOx-sinCOAOcZL

OuB' _ siny OpO4-sinBOAOpZ ©°  0pC"  sima OcOg-sinCOgOcZ

Viszont az egyenld szogekbdl tudjuk, hogy AOpOsZ = COOcs, BOcOpZ = AOcO4Z, tovabba
CO40¢cs = BOAOpZ. A harom egyenletet Gsszeszorozva megkapjuk, hogy
OpA’ OcB' 04’
OcA’ OaB" OpgC’

=1,

ami Ceva-tételének megforditdsa miatt azt jelenti, hogy az AO4, BOp,CO¢ egyenesek egy ponton
mennek &t.

Megjegyzés: A bizonyitas lényegében a |Jakobi-tételt latja be.

6/


https://en.wikipedia.org/wiki/Jacobi%27s_theorem_(geometry)
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E-+6. Jaték: Adott négy, korongokbol all6 kupac, melyek 1-t61 4-ig vannak szamozva. Egy 1épésben a soron kévetkezd
jatékos valaszt m és n egész szamokat, melyekre 1 < m < n < 4, majd az n sorszdmua kupacbdl elvesz m korongot, és
azn — 1,n — 2,...,n — m sorszdmu kupacokba egyesével szétosztja az elvett korongokat. Az veszit, aki nem tud a
szabalyoknak megfelel6en 1épni.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer egymds utdn ebben a jdtékban! A négy kupac méretének ismeretében ti donthetitek el,
hogy a ke;dé’ vagy a masodik jatékos borébe szeretnétek bujni.

Fraknoi Adam feladata

Megoldas: Vilagos, hogy a jaték véges. Pontosan akkor van nyerd stratégidja a masodik jatékosnak,
ha a 2-es kupacban paros sok korong van és a 4-esben 5k vagy 5k + 2 alaki, vagy ha a 2-esben pératlan
van és a 4-esben 5k+1 alaka. Azt kell meggondolni, hogy ilyen alakt 4llasb6l nem tudunk ilyen alakiba
lépni, és barhonnan mashonnan pedig igen.

Nem ilyen allasbél tudunk ilyenbe lépni, hiszen ha a 4-es kupacban 5k + 3 vagy 5k + 4 korong
van, akkor ha 2 vagy 3 korongot vesziink el bel6le, akkor mindkét esetben az 2-es kupac paritisa
megvaltozik, igy kivalaszthatjuk, hogy az 5k és 5k 41, illetve 5k + 1 és 5k + 2 koziil melyik az alkalmas
a stratégidhoz. Ha 5k vagy bk + 2 van a 4-es kupacban, akkor paratlan van a 2-es kupacban, {gy onnan
elvehetiink egyet és megfelel§ allast ériink el, mig ha 5k + 1 van a 4-esben, akkor onnan 1-et elvéve
szintén megfelel6t kapunk, mivel ekkor pérosnak kell lennie az 2-es kupacban.

Egy ilyen allasbol nem lehet ilyenre lépni, mivel ha a 2-es vagy 3-as kupacboél vesz el, akkor a 2-es
kupac paritésa valtozik, mig a 4-es kupac helyben marad, ha pedig a 4-es kupacbdl vesz el tgy, hogy
az ne bk + 3 vagy 5k + 4 alaku legyen, akkor ha 5k alakid volt, akkor 3-at kell elvennie, ekkor viszont
5k + 2 alaki lesz és a 2-es kupac paritésa valtozik, ha pedig 5k + 1 vagy 5k + 2 volt, akkor nem vehet el
3-at, ekkor pedig vagy 1-et vesz el, vagyis a 4-es kupac csokken eggyel és a 2-es nem valtozik, vagy (ha
5k + 2 alaku) 2-6t vesz el, ekkor pedig a 2-es paritasa valtozik, a 4-es pedig 5k + 2-r8l 5k-ra valtozik,
ami megintcsak nem ilyen Aallas.

Megjegyzés:

A megoldashoz az alabbi Gtlettel is el lehet jutni. Vegyiik azt a fliggvényt, ami a jaték allasaihoz
rendel természetes szamokat a kovetkezs modon: f(A) = 3-a4+2-a3+aq, ahol az a; az A allapotban az
i-edik kupacban 1év6 korongok szama. Lathato, hogy 1 korong athelyezése esetén ez a fliggvény 1-gyel,
2 esetén 3-mal, 3 esetén 6-tal csokken, a jaték pedig az f(A) = 0-aig tart. A két jatékos felvaltva lép
paros és paratlan értékekre, kivétel az, amikor valamelyik jatékos 3 korongot helyez at, vagyis a jaték
nyertese azoknak a lépésnek a paritasatol fiigg, amikor egyszerre 3 korongot helyeziink &t.

Most nézziik a 4-es kupacot. (A 4-es kupacon kiviil mindenki csak tgy tud korongot elvenni, hogy
valtoztatja a paritast.) A 4-es kupacbol at lehet tenni 3 korongot gy, hogy a paritas maradjon, vagy
1-et vagy 2-6t 4gy, hogy a paritas megvaltozzon.

Ez alapjan az alabbi tablazat készithets, ahol az Ny jeloli azokat az éllapotokat, ahonnan a soron
kovetkezs jatékos nyerni tud. A tadblazat mezdi 10-es ciklusonként ismétlédnek, igy ugyanazok a nyeré
mez6k adédnak mint a fenti indoklasban.

ay 0 1 2 314 ) 6 7 819 |10 | 11 | 12 | 13
f(A) paros | Ny |[Ny [Ny |V V| V | V | V |V|V | Ny |Ny|Ny|V
f(A) paratlan | V.| V.| V | V|V [Ny | Ny Ny | V|V |V | V|V |V




