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1. feladat

Feladatunk annak a vizhez viszonyitott sebességértéknek a meghatarozasa, mely mellett
motorcsonakunk iizemanyag-fogyasztasa minimalis lesz. Az Utmutatasban kozoltek alapjan a
motor hatasfoka allando a teljes mozgés soran, igy a fogyasztas tulajdonképpen csak a motor
altal végzett munkatol fiigg, ezt kell minimalizalnunk.

A szoveg alapjan a teljes mozgas soran a vizhez képest alland6 nagysagu sebességgel ha-
ladunk, ennek feltétele, hogy a csénakunkra haté erck ereddje zérus legyen. Mivel a csénakra
hato erdk koziil csak a kozegellenallasi erének van a mozgas iranyaval parhuzamos komponense,
az emlitett feltétel miatt a motor altal kifejtett er6 nagysaga a haladas soran megegyezik a

kozegellenallasi erovel:
F = kv?, (1.1)

amely id6ben dlland6. Emiatt a végzett munka a kovetkezOképpen ifrhaté (a vizhez rogzitett

vonatkoztatasi rendszerben):
W = FAscos . (1.2)

Felhaszndlva (1.1)-et, valamint, hogy a teljes mozgds sordn a motor altal kifejtett eré parhuza-
mos és azonos iranyu az elmozdulassal:

W = kv?As. (1.3)

A munka fenti kifejezésében mar csak As az ismeretlen, mely az altalunk megtett 0t a
vizhez viszonyitva. A folyohoz képest megtett it meghatarozasihoz elsoként hatarozzuk meg a
mozgas idejét! A | felfelé” evezés soran a parthoz viszonyitott sebességiink:

Vgl = U — C, (1.4)

ezzel a sebességgel tesszilk meg a d utat, azaz a felfelé evezés ideje:

d

te = . 1.5
ol = (1.5)
A fenti gondolatmenet alapjan a ,lefelé” mozgas soran a partrél latott sebesség:

Ve =V + ¢, (1.6)
ekkor a lefelé evezés ideje:

d

te = . 1.7

: v—+c ( )
Az el6z6ek alapjan a teljes mozgas ideje:

2dv
t= tfel + tle - m (18)

Mivel a foly6hoz viszonyitva dlland6 nagysagu sebességgel haladunk, a vizhez képest megtett
ut a mozgas idejét ismerve a kovetkezoképpen irhato:

2dv?
As =t = ——— (1.9)

V2 — 2
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= . (1.10)

A feladat feltételei alapjan az (1.10) kifejezésnek keressitk a minimumét v fiiggvényében.
Mivel a 2kd tényezd konstans, tulajdonképpen elegendd a v*/ (v? — ¢?) tortet vizsgalni. Vezessiik
be az x = ¢*/v? jelolést, ezzel a fenti kifejezés a kovetkezdképpen alakithato:

v? Az e

1—x:1—x_x(1—33)'

2

(1.11)

Mivel c¢ értéke adott, az Osszefiiggésnek akkor lesz minimuma, ha a tort nevezoje maximalis. A
feladat paraméterezésébdl tudjuk, hogy v > ¢ > 0, azaz x < 1 (ellenkezé esetben nem tudnank
a folyon ,felfelé” haladni). Ezeket a feltételeket felhasznélva felirhatjuk a szdmtani és mértani
kozepek kozott fennalld egyenlotlenséget:

r+(1—-2) 1
Ve (1—z) < —5 =3 (1.12)

Tudjuk, hogy egyenldség éppen akkor &all fenn, ha x = 1 — z, azaz x = 1/2. Ebben az esetben
a v sebességre a kovetkezo érték adodik:

v=2em0,71 2. (1.13)
S

Megjegyzés

Az (1.10) egyenlet ismeretében alternativ tton is megkaphatjuk az idedlis v sebességet.
Ehhez eloszor is végezziik el az aldbbi azonos atalakitast a munkara vonatkozdan:

2kd(v? — ¢ + *)?
0?2 — 2

W:

v2 — 2

= 2kd [202+(v2—02)—|—( a >1 )

A zardjelben 1évo Osszeg els6 tagja fiiggetlen a v sebességtol, a masodik ketté pedig alulrél
becsiilhetd a szamtani és mértani kozepek kozti egyenlétlenség segitségével:

4

(v — ) + ( > > 2c%.

V2 — 2

Egyenléség akkor allhat fenn, ha a két tag megegyezik, amely feltétel révid ton visszavezet az
(1.13) végeredményre:

(V- = = =22 = v=V2
Az ehhez tartozé minimalis munka értéke pedig:
Winin = 8kdc?.
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2. feladat
(a)

Mivel a ko6 legurulasat semmi sem akadélyozza, igy a helyzeti energiaja alakul &t mozgasi
energiava, mire leér a lejto aljara. Az energiamegmaradast felirva:

1
mgh = imv2. (2.1)
Innen kifejezhetjiik v sebességet, amellyel elindul a vizszintes talajon:
v = /2gh. (2.2)

Az egyenes aranyossdg miatt a lejté aljatél y tavolsigban a k6 és a talaj kozotti csiszasi
surlodasi egytitthato:
wy) = ky, (2.3)

igy itt a kore hato eredd er6é nagysaga:

F = p(y)mg = kmg - y. (2.4)

Mivel az ered0 er6 nagysaga egyenesen aranyos a lejté aljatol mért tavolsaggal, iranya pedig
mindig a lejtd felé mutat, igy a szikla mozgéasa a vizszintes talajon harmonikusnak tekintheto a
megallasig, melynek egyenstlyi allapota épp a lejté aljandl van. A rezgémozgas w korfrekven-
cidja kifejezhetd a (2.4) egyenletbdl:

w=/kg. (2.5)

2m 2
T=—=——. 2.6
o~ ks (2.6)
A test éppen negyedperiédusnyi idé utan all meg, hiszen ekkor lesz a sebessége nulla. A rezgés
itt be is fejezddik, mivel a csiszasi surlodasi eré megdllas utan mar nem hat a testre. A lejtd
aljanak elérése és a megallas kozott eltelt ido igy:

Ebbdl a periddusido is megkaphato:

T

Vikg |

t =

(2.7)

(b)
A megallasig eltelt negyedperiédusnyi id6 alatt a test éppen egy amplitudonyi, azaz A utat
tesz meg. Az amplitid6 a maximélis sebesség segitségével kifejezheto:

(Y
A= 2.
- 28)
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A maximalis sebességet a test éppen a lejté legaljan veszi fel, értéke az energiamegmaradas
torvénye alapjan szamithato:

1
mgh = §mvfnax = Umax = \/20h. (2.9)

A (2.5), (2.8) és (2.9) egyenletek segitségével végiil megkaphatjuk a keresett utat, azaz az
amplitudot:

A=/ (2.10)

3. feladat

Induljunk ki a feladatban ismertetett elrendezésbdl, azaz a két kiterjedt, ) illetve Q)5 toltésii
goémbok esetébol. Gondolkodjunk az alabbi 1épések mentén:

o A két gobmb kozott hatd erdt értelmezhetjilk gy, mint az els6 gomb &ltal létrehozott
elektromos mez6 hatasa a masodik gombre. Az elsé gomb elektromos mezeje, és igy a
keresett eré sem véltozik, ha a gombot pontszertivé zsugoritjuk.

o Ezt kovetben vegyiik észre, hogy az ertre ugy is gondolhatunk, mint a masodik goémb
elektromos mezejének hatasa az elsé — immar pontszerti — testre.

o Ez viszont ismét valtozatlan, ha a méasodik gombot pontszeriivé zsugoritjuk.

Végso soron azt lathatjuk, hogy a keresett erd azonos két pontszerii toltés kozott hatod erdvel,
amely a Coulomb-térvény szerint F' = kQ1Q,/r* nagysigi.

4. feladat

A dugattyu sebessége akkor lesz maximélis, ha gyorsulasa zérus, azaz a ra hato erék eredéje
nulla. Az egyes eréket a 4.1. abran tuntettiik fel.

: pOA
I :
h 'T
0 !mg h,
Po o 1p,A

LN N N N N N N W W W W N N
Kezdéallapot Egyensulyi allapot

4.1. abra. A dugattytra haté erék szemléltetése.
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Felirva az egyensuly erotani feltételét:
mA =mg+ pod, (4.1)
ebbdl a bezart gaz nyomasa a keresett allapotban:
m
p1 = po -+ 79 — 109810 Pa. (4.2)

Mivel a henger és a dugattyu is hoszigetelt, a gaz allapotvaltozasa adiabatikus. Ez alapjan
felirhatjuk a Poisson-egyenletet a kiindulé és egyensilyi allapot kozott:

10()‘/()"i = p1V1”7 (4-3)

ahol a x fajhohanyados értéke — felhasznalva, hogy a nitrogén kétatomos gaz, azaz szabadsagi
fokainak szama f = 5:

2
= fr2 = z (4.4)
f 5
A (4.3) alapjan a bezart gézoszlop magassaga a keresett allapot elérésekor:
po(Aho)"™ = p1(Ah1)", (4.5)

egyszerlisitve és rendezve, valamint (4.2)-et felhasznélva:

ho= o2 he=1,871m. (4.6)
n

A dugattyt kérdezett sebességének meghatarozasahoz irjuk fel a munkatételt a kiindulé és
egyensulyi allapot kozotti folyamatra! A dugattyun végzett munka harom tagbol all: a nehéz-
ségi eré Wy, a kiilsé légnyomas Wi, és a bezart nitrogéngdz Wy jarulékaibol. Mindezekkel a
munkatétel:

Wg + VV]ég + Wxn = AFByn. (47)

A tétel jobb oldalat részletezve:

1
Wy + Wigg + Wy = imvfnax, (4.8)
innen a keresett v, sebesség kiszamithato:
2 (W, + Wige + W)
umax:\/ (W + Wieg + W) (4.9)
m

A maximalis sebesség szamértékének meghatarozasahoz elséként szamitsuk ki a nehézségi
er6 munkajat:

Wy = mgAh = mg (ho — hy). (4.10)
A h; magassdg (4.6) egyenletben kiszamitott értékét behelyettesitve:

W, =634 J. (4.11)
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Hasonldan a kiilsé 1égkor altal végzett munka is megkaphato:
VVlég = poAAh = pOA (h,o — hl) = 646,6 J. (412)
Végiil a bezart gaz altal végzett munka:
Wy = —AE, = / Vi V—fA h hi) = —67751J 4.13
N=— b——g(ﬁ 1—P00)—§ (pOO_pl 1)—— ) . ( )

A (4.11), (4.12) és (4.13) szamértékeket visszairva a (4.9) egyenletbe adédik a végeredmény:

Ve 1,14 2. (4.14)
S

5. feladat
(a)

A feladatban vizsgalt jelenséget a geometriai optika segitségével érthetjiik meg. Ehhez elso
korben érdemes felvazolni a fénysugarak palydit, ez lathato az 5.1. abréan.

|-
P T
KB 5= ’ @ q >~x
:::\/\ﬁ\‘ﬁ > \
d d

5.1. abra. A feladat geometridjanak abrazolasa.

Miutan a fény taldlkozik a kiils6 tiveglappal két dolog torténik: visszaverodik és megtorik.
A visszavert fénysugar — amelynek visszaverddési szoge megegyezik az o beesési szoggel — egy
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fényes pont formajaban jelenik meg a redényon, ez lesz a kozépso pont. A fénysugar mara-
déka torést szenved el § torési szoggel, majd a masodik iiveglaphoz érve szintén megtorik és
visszaverddik. Utdbbi része a kiilsé iiveglaphoz érve tjbol megtorik, a torési szog ekkor éppen
a lesz az 5.1. dbra geometridjanak megfeleléen. Ez pedig azt jeleni, hogy a megtort fénysugar
parhuzamos lesz azzal, ami rogton visszaver6dott az elso tiveglaprol, és végiil ez okozza a legalsod
fényes pontot. Osszességében tehat a torések és visszaverddések sorozata mindkét fényes pont
megjelenését magyarazza.

(b)
A beesési merdlegeseket a 5.1. Abran behtzva derékszogli haromszogek jonnek 1étre, ahogy az
abra is mutatja, ezekben pedig a megfelel6 szogfiiggvényekkel felirhatok az alabbi dsszefliggések:

2dtga =z, (5.1)

valamint kihasznélva, hogy az a szdghen haladé fénysugarak alkotta paralelogramma szemkozti
oldalai egyenl6 hosszuak:

2dtg B = y. (5.2)
Az (5.1) egyenletbdl a d vastagsag kifejezheté:

T 3
d— — °/3em. 5.3
2tga 4" M (53)

Megjegyzendd, hogy ez megkaphaté tgy is, ha kihasznaljuk, hogy a = 30° miatt szabdlyos
haromszog keletkezik, melynek minden oldala z hosszi, magassaga pedig éppen d. Barmely
modon is jarunk el, a két tiveglap kozti d tavolsag végiil:

3
d= 1\/§cm ~1,3cm]|. (5.4)

(c)

Az (5.2) egyenletbdl d ismeretében kifejezheté a 5 torési szog:

2
B = arctg <2yd> = arctg (9\/§> = 21,05°. (5.5)

Végiil a két tiveglap kozti n torésmutatot is megkaphatjuk a sin = nsin 8 Snellius—Descartes-
torvény felhasznalasaval:

sin « _
sinf

1,39]. (5.6)

n =
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