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1. feladat

Ha egyetlen vizrészecskét helyeznénk az ereszbe vy kezdOsebességgel, akkor az az eresz ke-
resztmetszeti sikjaban ingamozgéast végezne, mikozben arra merdlegesen allandd sebességgel
halad. Azonban a feladatban tobb részecske kollektiv mozgasat kell vizsgalnunk, igy a helyzet
bonyolultabb, tovabbi megfontolasokra van sziikség.

Belathato, hogy két azonos tomegii tomegpont tokéletesen rugalmas titkozésekor sebességiik
megcserélodik. Ezaltal — mivel minden részecske teljesen egyforma — az iitkozés éppen olyan,
mintha a két részecske ,atmenne egymason”. Mindez azt eredményezi, hogy a fékusztavolsagok-
ra kaphato eredmény nem valtozik akkor, ha egyszertien figyelmen kiviil hagyjuk a részecskék
itkozését.

A feladatban rogzitett ¢ < 1 feltétel kovetkezményeképp az ingamozgas kozelitoleg egy
w = 1/g/ R korfrekvencidji harmonikus rezgémozgassal azonos. Ekkor az ereszbél a ¢ szog altal
kivagott hengerszeletet tekinthetjiik siknak, és a sik kozépvonalatol kezdetben g tavolsagra 1évo

részecske palyajanak koordinatai:
x(t) = x cos (,/g{t) : (1.1a)

y(t) = vot. (1.1b)
Fékuszpontok olyan t, idépontok esetén jelennek meg, amikor xz(t,) értéke fuggetlen az z
amplitidotol. Ez egyediil akkor lehetséges, amikor az (1.1a) egyenletben szerepl6 koszinusz-
fiiggvénynek zérushelye van:

cos (\/gt"> =0 = t,= ]; (;T + 7m> : (1.2)

ahol n € N. Ezekhez az idépontokhoz tartozé fokuszpontok végiil az (1.1b) egyenletbe vald
behelyettesitéssel kaphatdak:

Fo=y(ty) = “07” J;” 2n+1)]. (1.3)

2. feladat
(a)

A feladatban leirt feltétel teljesiiléséhez az eltarolt m viztomeg Eyelyzeti helyzeti energidjanak
meg kell egyeznie a napi aramsziikséglet E,, energidjaval:
2523 kWh
365

Felhasznalva, hogy a helyzeti energia Ehelyseti = mgh alakban all el, a (2.1) egyenletbdl kife-
jezheto a sziikséges viztomeg:

Ehelyzeti - Enap = = 24,88 MJ. (21)

Enap
= —— =423¢t]|. 2.2
m= (22)
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(b)
Idedlis turbina esetén a viz helyzeti energidja dramma és az alsé tartalyba kifolyd viz kine-

c s ez

1
Ehelyzeti = Ekin + Eéram — Eéram = mgh - 57711}2. (23)

Ebbol pedig kifejezhetd az eromi hatasfoka:

Eéram o /02
2gh |

n(v) = (2.4)

E helyzeti

Az dram teljesitményének kiszamitdsahoz a (2.3) egyenlet mellett még tudnunk kell, hogy az
m tomegi viz mennyi id6 alatt folyik ki a rendszerbol. Ehhez elképzelhetjiik, hogy az m tomegi
viz az A keresztmetszet(i cs6ben L = m/(pA) hosszisagot foglal el, ahol g a viz siirtisége. Ezen
L hossztusagu szakasz kifolyasdhoz t = L/v = m/(pAv) id6 szitkséges. Mindezt Osszeirva a
leadott teljesitményre az alabbi kifejezést kapjuk:

Eéram A
Pv) = . oghAv — %v3 : (2.5)

(c)

Végiil a (2.5) egyenletben kapott P fiiggvény v szerinti maximumat kellett meghatarozni.
A maximumbhely sziikséges, de nem elégséges feltétele, hogy ott a fiiggvény derivaltja eltiinjon:

A 2gh
Py =oghd 22wy =0 = v =2 (26)

ahol felhasznaltuk, hogy az adott fizikai szitudcioban csak a pozitiv sebességek értelmezhetoek.
Mivel a v = 0 illetve v = \/2gh helyeken P(v) = 0, a kettd kozott pedig P(v) > 0, a fent
talalt v* hely valoban maximumhelye a P fliggvénynek. A kapott értéket a (2.5) egyenletbe
behelyettesitve kiszamithato a maximalis teljesitmény:

P(v") = oA <2gh>3/2 : (2.7)

Az ehhez tartozé hatésfok pedig a (2.5) Osszefiiggés szerint:

n(v*) = (2.8)

2
ik

A végeredménybdl az is kiolvashatd, hogy Diirer napi energiaigényének fedezéséhez még a leg-
jobb esetben is a (2.2) egyenletben szamolt viztomeg méasfélszerese sziikséges.
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3. feladat

Amig a mécsesr6l még nem vettiik le annak tetejét, addig nem ismerjik a tetében kiala-
kult helytél és id6t6l figed T hémérséklet-closzlast. Eppen ezért altaldnos eloszlas esetén kell
targyalnunk a problémat. A teto nagyon vékony, ezért kezelhetjiik kétdimenzids testként, azaz
feltételezhetjiik, hogy a tetd egész vastagsagan at allandé a hémérséklet értéke.

Tekintsiik azon iddintervallumot, amikor a tetét még nem vettiik le a mécsesrél. Ekkor
annak a kornyezethez képesti tobblet-héenergidja a kovetkezoképp adhaté meg:

Q(t) = cod /A [T(r,t) — To]dA = cod - Jim S"[T(r,t) — Ty A4, (3.1)

ahol az integralas a tet¢ feliiletére torténik. A tetébol kiaramlo teljes hGenergia pedig:

Ot) = —2a /A T(rt) — To]dA = =20+ Jim S"[T(r,t) — Ty A4, (3.2)

ahol a kettes faktor amiatt van, hogy héleadds a tet6 felilletének mindkét oldalan egyarant

torténik. A (3.1) és (3.2) egyenleteket felhasznalva ) valtozasara az alabbi differencidlegyenlet
irhato fel:

Q== (3.3)

Ennek altalanos megoldasa jol ismert (bomlasegyenlet néven szerepel tobbek kozott a Derivdlds
fizikus szemmel segédletben is):

O(t) = Qexp (—fjt) | (3.4

ahol )y a mécsesteto kezdeti hoenergiaja.

A fenti egyenletek addig érvényesek, mig le nem vettiik a tetot a mécsesr6l. Miutan ezt
megtettiik, és a tetot hoszigeteld edénybe helyeztiik, a benne 1év6 héenergia mar idében allan-
do6 és csak a bels6 homérséklet-eloszlas valtozhat. Kellden hosszi id6 elteltével az egész tetod
hémérséklete homogén lesz, azaz T'(r, 00) = Tegyensalyi- Ekkor:

Q(OO> - CQ(SA(Tegyensﬁlyi - T0>' (35)

A feladat szovege alapjan t, idot varva a gyertya elalvasa utan, és akkor levéve a mécses
tetejét az egyenstlyi hémérséklet T lesz. A Q(ty) = Q(o0) feltételt a (3.4) és (3.5) egyenletek
felhasznalasaval felirva a Qg homennyiség kifejezheto:

2a
QO = CQ(SA(TQ — To) exXp (Cgéto> . (36)

Ha a mécses tetejét egybol levessziik a gyertya elalvasa utan, akkor hasonlé indoklas nyoman a
kovetkez6 egyenletet irhatjuk fel:

Qo = cod A(T1 — Ty). (3.7)

Végiil a (3.6) és (3.7) kifejezéscket Osszevetve a keresett 77 hémérséklet az alabbi alakot 6lti:
Ty =Ty + (Ty — Ty) exp [ 2t (3.8)

1= 4o 2 0) €Xp 00 0] |- .
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4. feladat

A feladatban vizsgalt jelenséget a geometriai optika segitségével érthetjiik meg. Ehhez els6
korben érdemes felvazolni a fénysugarak palyait, ez lathaté a 4.1. abran.

2. tOrés

viz
iveg

levego

4.1. dbra. A relevans sugarmenetek abréazolasa.

Ahogyan lathaté, a kulcsgondolat az, hogy szamlapos ora esetében az drativeg alatt levego
talalhato, igy két fénytorés is fellép: a viz-iiveg kozeghataron illetve az iiveg-levegd kozeghataron.
Elobbi esetben a Snellius-Descartes-torvény a kovetkezoképp irhato:

SINQ Mijveg

= 4.1
sin B Nyig ’ ( )
ahol « a beesési és 3 a torési szog. A masodik esetben hasonléan:
i 1
sin /3 _ | (4.2)

sin vy Niiveg

ahol 3 a beesési és v a torési szog. A (4.1) és (4.2) egyenleteket a kovetkezSképp is Gsszefoglal-
hatjuk:
Nyiz SIN O = Nyyeg SiN J = siny. (4.3)

Az 6ra szamlapja, akkor tiinik el, amikor teljes visszaver6dés torténik, azaz v = 90°. Ebben az
esetben a keresett a szog értéke az alabbi:

! ) — 48,6°|. (4.4)

« = arcsin (
Nz
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5. feladat

A Faraday-féle indukciotorvény értelmében a korvezetében indukalt U fesziiltséget az altala
kozrezart indukcidovonalak szamanak, vagyis a ® magneses fluxusnak az idéderivaltja hatarozza
meg. A pillanatnyi fesziiltség egy adott ¢ idopontban:

U(t) = —d(t), (5.1)

a mért effektiv fesziiltség pedig ezen U négyzetes idéatlaga.

A feladatban kissé kacifantos uton felvazolt kérdés tehat az, miként fiigg a ® fluxus a to-
roidtekercs menetszamatol. Ennek megvalaszolasahoz el6szor is vegytik észre, hogy a korvezeto
hengerszimmetridjabol fakaddan a fluxus nem valtozik, ha a toroidtekercset tetszoleges szoggel
elforgatjuk sajat tengelye koril. Ezt felhasznalva a tekercsre csévélt vékony huzalban folyé ara-
mot egyenletesen szétkenhetjiik a torusz feliiletén, és a fluxus ekozben tovabbra sem valtozik.
Az igy kapott elrendezést mutatja sematikusan az 5.1. abra. A jobb atlathatésiag kedvéért az
abran a relative kis menetszami N = 3 esetet tiintettiik fel.

;) 4 Tz
/ - =
/ / —
AASNN AN
NN\ 7 . AN
OO \\\\\
= =Z00
- <
- yd /

5.1. abra. A térusz felilletén szétkent j drameloszlas feliilnézetbol N = 3 esetén.

Vegyiik észre, hogy a szétkent toroid elrendezése megkaphato két egyszeriibb arameloszlas
szuperpozicidjaként, amelyeket az 5.2. dbra illusztral. Az egyiknél az aramvonalak a térusz R
sugaru kozépkorével parhuzamosan, a masiknal pedig arra merdlegesen futnak; ezeket rend-
re toroiddlis és poloiddlis komponensnek nevezhetjiik. A poloiddlis dramstirliség jpor = |01
nagysaga a hengerszimmetria alapjan azonnal felirhaté a tengelyt6l r tavolsagban:

Jpat(r) = L (5.2)

= o

A toroidélis komponens is megkaphato, ha felhasznaljuk, hogy az aramvonalak irdnya az eredeti
tekercs meneteivel parhuzamos. Jelolje ¢ a térusz tengelytol mért polarszoget, ¥ pedig a térusz
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kozépkore koriili csavarodas szogét. Ekkor az aramstriiség-komponensek aranya megegyezik egy
kicsiny huzaldarab Ry A1 poloidélis és rAy toroidalis vetiileteinek aranyaval:

jpol(r) _ RQA"[? _ NR2
Jtor(T) rAp ro

(5.3)

Az utolso 1épésben felhasznaltuk, hogy AY/Ap = (2N7)/2m = N az egyenletes menetemelkedés
miatt. Az (5.2) és (5.3) egyenleteket Osszevetve a toroidalis aramsliriség jior = |Jio,| NAgysagara
az alabbi eredmény adddik:

I
tor (7)) = ——= 5.4
]tor( ) 27TR2, ( )
amely fliggetlen a helytol és a menetszamtol is.
vy - = -

\ [ ’ =
NNy P SN
NNV Sy S =~ N
X N\ s s s s >~ N N
RN P // Ve X \\
~o N e o~ / / Y AN \
> < !y WY
~—— P hiyy R
=== Jpol 4 —— = Vi Jtor N Pttt
e ~——— VA \\ /f ty
= Soe \ /
i . T W\ W 7 7
” ~ N\ N 7 /

” 7 N N ~ N N~ - 7 /
VAR A A B U N N N - s
7 1 f 4 \ X X N ~ ™ - - . V4
rl ff } \‘ \ ~ S - - o~
\ = . =

5.2. dbra. Poloidalis j,, és toroidalis g, arameloszlasok feltilnézetbdl N = 3 esetén.

A poloidalis komponens magneses mezeje nem ad jarulékot a korvezeté fluxusaba, ugyanis
indukciévonalainak nem lehet a térusz tengelyével parhuzamos komponense. Ez az arameloszlés
siktiikrozési szimmetriajabol kovetkezik, legegyszeriibben a Biot—Savart-torvényben megjelend
jobbkézszabdly segitségével lathatd be, de igazolhatdé akar a mégneses indukcio axidlvektor
mivoltat felhasznélva is.

A toroidalis komponens mar adhat jarulékot a fluxusba, és altalanos esetben ad is, ez hata-
rozza meg tehat a voltmérd altal mutatott értéket. Mivel az aramstiriiség teljes mértékben fiig-
getlen a menetszamtol, igy lathatjuk, hogy a mért effektiv fesziiltség sem valtozhat e paraméter
hangoldsa 4ltal. Erdemes észrevenni tovabbé, hogy a szdmolds sordn sehol nem hasznaltunk fel
semmilyen kozelitést az Ry, R, R3 sugarak viszonyaira vonatkozoan, vagyis a kapott eredmény
teljes mértékben altalanos, az elrendezés szimmetridinak kovetkezménye.

Megjegyzés

A megoldas soran felhasznalt allitds, miszerint siktiikrozésre szimmetrikus arameloszlds
magneses mezeje a tiikkorsik pontjaiban arra merdleges, altalanosan belathato az alabbi egy-
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szert gondolatmenet szerint.

Vezessiink be descartes-i koordinatazast oly médon, hogy annak origdja a vizsgalni kivant
pont legyen, a tiikorsikba es6 tengelyeket x illetve y, az arra merdleges tengelyt pedig z jelolje.
A siktiikrozés eredményeképpen barmely r helyvektorhoz tartozik egy r* tiitkorkép, amelyeket
az alabbi komponensek jellemeznek:

T =zre,; + ye, + ze,,

r* =uze, +ye, — ze,.
Az r illetve r* helyeken az aramstiriiség értéke szintén komponensekkel kifejezve:

J(r) = joe, + Jy€y + Jz€,
](’I'*) = Jz€yz + jyey — Jz€..
Ezek egytittes jaruléka az origobeli magneses indukcidovektorhoz a Biot—Savart-torvény alapjan:

foAA [(§(r) x T N Jr) X\ pwAA  jay — jyx e
47T |T|3 |’I"*|3 471' <$2+y2+z2>3/2 2)

AB =

amely lathatéan z irdnyu, azaz a tikorsikra merdleges. A fenti gondolatmenet megismételhetd
a tiikkorsik egyik oldalan fellelhetd Osszes dramelem esetére, végsé soron igazolva a vizsgalt
allitast.
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